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Troche teorii

DEFINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy

vV 3V |lap—g|l<e.
e>0 N n>N

Piszemy lim a, = ¢ lub a,, — g¢.
n—r oo
Ciag (ay,) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy

Y3 Vv a,> M.
M Nn>N

Piszemy lim a, = +o0 lub a, — 400 (mozna tez opusci¢ “+”).
n—oo

Ciag (ay,) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3 Vv a, <M.
M Nn>N

Piszemy lim a, = —oco lub a, — —oc.
n—oo

TWIERDZENIA:
0. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE I JEST OGRANICZONY.
1. MONOTONICZNY CIAG OGRANICZONY JEST ZBIEZNY.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktladniej, jesli ciagi (ay,) i (by,) sa zbiezne, to ciag (a, + b,) jest zbiezny i

lim (an, +b,) = lim a, + lim b, .
n— 00 n— 00 n—00

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (by) sa zbiezne, to ciag (a, — b,) jest zbiezny i
lim (a, — b,) = lim a, — lim b, .
n—oo

n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.

Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (by) sa zbiezne, to ciag (a,by,) jest zbiezny i
lim (apb,) = lim a,- lim b, .
n—oo

n—oo n— oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktladniej, jesli ciagi (a,) i (by) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz lim b, # 0, to ciag
n—oo

(3) jest zbiezny i

lim a,
lim — = =—7>— .
n—o0 by, lim b,

n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZE-
NIE WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (odpowiednio a, > b,),
to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).

n—oo n—oo n—oo n—oo



8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.

lim n =4

n— o0 1

lim = =0

n—oo "

lim a=a

n—o0

lim a" = +oodlaa>1
n— o0

lim a™ =0dla|a| <1
n— oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwej

n—o0

lim Ya=1dlaa>0
n—oo

a5, Ve =1

9. 7Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k € N

lim ¥a, = k/ lim a,, .

10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (an), (bn), (¢n) spelniaja warunek
an <bp < cp
oraz ciagi (a,) 1 (¢,,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego
granicag jest g.

11. KRYTERIUM D’ ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim [ =g<1,
n—oo | G

to ciag (a,) jest zbiezny do zera.

Jezeli istnieje granica
a

lim || = g>1,
n—oo | G

to ciag (an) jest rozbiezny, a ciag (Ja,|) jest rozbiezny do +oo.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbieznosci
szeregdw, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbieznosci ciggow. O szeregach
bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnos$ci zachowuja sie w przypadku ciagéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do + o0), o ile nie prowadzi to do wyrazen nieoz-

naczonych.

12. SZTUCZKI OPARTE NA WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA.
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Zadania

Podaj kolejny wyraz ciagu i wzér na wyraz ogolny

76.2,-2,2,-2,2,7 77.4,7,10,13,16,7 78.1,-3 9 2T & ¢
11325 1ol 41¢gl
79. 0, 6, 24, 60, 120, 210, 7  80. 3,5,%,5,5,7 81.1,5,2,7,4,5,8,5,7,7
82. Korzystajac z definicji udowodnij, ze ciag a, = ;75 dazy do 1.

83. Udowodnij, ze a,, — 0 wtedy i tylko wtedy gdy |a,| — 0.

84. Wiedzac, ze a,, + b, — 3 oraz 2a, — b, — 3 udowodnij, ze ciagi a, i b, sa zbiezne i
znajdz ich granice.

85. Udowodnij, ze ciag zadany wzorem rekurencyjnym a; = 1, ap41 = %an + 1 jest
monotoniczny i ograniczony. Znajdz jego granice.

86. Udowodnij, ze {/a — 1 dla a > 0.
87. Udowodnij, ze ¢/n — 1. (WSKAZOWKA: <~ — oo wiec ¢® >n dlac>1in > N)

n

Zbada¢ zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciagow zbie-
znych, rozstrzygnaé czy ciagi rozbiezne maja granice niewtasciwa
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PRAWDA CZY FALSZ?
120. Jezeli ciagi (ay,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, + b,) jest rozbiezny.
121. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a, + b,) jest rozbiezny.
122. Jezeli ciag (ay) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.
123. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,by,) jest rozbiezny.
124. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba
dodatnia.
125. Jezeli % — 1 toa, = 1.
126. Jezeli ciag (“2tL) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

an

127. Jezeli ciag (a2) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

128. Jezeli wérod wyrazéow ciagu (a,) wystepuja zarowno wyrazy dodanie jak i ujemne, to
ciag (ay,) jest rozbiezny.

129. Jezeli wérod wyrazow ciagu (a,,) wystepuja zarowno wyrazy mniejsze od 1 jak i wieksze
od 3, to ciag (ay) jest rozbiezny.
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