SKRYPT A2 Jarostaw Wréblewsk:

Kolokwium nr 1: (do zad. 473)
Kolokwium nr 2: (do zad. 503)
Kolokwium nr 3: (do zad. 538)
Kolokwium nr 4: (do zad. 579)

1. Pochodna funkcji.
Twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a.

445. Niech f(z) = ¥/22. Korzystajac z definicji pochodnej obliczy¢ 7'(8).
446. Niech f(x) = 2°. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzié¢ wzoér na f/(x).

447. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji

f(l’):ﬁ-

448. Chcemy zaokragli¢c modulowi dzidbek. Niech n bedzie liczba naturalng. Dobraé
takie a, b, ¢ zalezne od n, aby funkcja

|| dla |z|>1/n
fulz) =
ar? +br+c dla |z|<1/n

byla rézniczkowalna. Obliczy¢ f). Naszkicowaé wykres funkcji f,, oraz wykres jej pochodne;j.

Zadania 449-496 to zadania do samodzielnego rozwiazania. Na ¢wiczeniach beda rozwiazane
tylko zadania sprawiajace klopoty.

Obliczy¢ pochodna funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Podaé, w jakim zbiorze istnieje
pochodna.

Wskazowka: AP = ePn4,
Uwaga: {z} oznacza cze$é¢ utamkowa liczby .

1 1—23
33 5 20
449. 3z%° —5x+1 450. (Vzr +1) <\/§ - 1) 451. 58 452. (z° +1)
1/3 1/4 r+1 x 30
453. (1 ++v2)(1 +2'3) (1 +2'/*) 454, 455, ———  456. (1 +2z)
r—1 2 +1
1 \Y3 1 x
457. | —— 458, ——————— 459, 273 460. z10° 461. —
1+ 22 V1—xt— g8 er
Inx

462. 22(x + 1)e”  463. ¢"lnz  464. —  465. ¢ 466. 2'%ng
BI

467. ¢"  468. Inlnz  469. log,,(z —1) 470. 10**73 471, 2%
Vinz z2 z® VT
472. log,|logs(logsx)| 473. ¢ 474. x 475. 476. x

10
2 1
477. (Inz)*  478. ¢ “lnz  479. <\/E+ \/5) 480. z° (2% — 8)1/3

2

1 1 @
481. 3 (22 — x4 =) 482.1In 483. —— 484. |z}
2 142z er +e-?®
485. sgn(z) 486.0dlaz<0,2°dlaz>0 487.¢ 17l 488.\/V1+22—1
10
489. {zr} 490.zdlaz <0,2”dlaxz >0 491.sgn(z® —2°) 492.
xr—e

493. " dlaz <0, 1+zdlaz>0 494. 27 +¢*> 495, (z+¢)*° 496. ¢°

497. Dla danych réznych liczb rzeczywistych a i b oraz zbioru Z C R chcemy formalnie
zapisa¢ warunek, ze istnieje w zbiorze Z liczba (ostro) miedzy a i b, nie wiemy jednak z gory,
ktora z liczb a, b jest wieksza. Ktore z podanych warunkoéw sa do tego celu odpowiednie?
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() J a<e<b

ceZ
() 3 a<c<bAb<c<a
ceZ
(@) 3 a<c<bVb<c<a
ceZ
() 3 ac+b(l—c)eZ
ce(0,1)
(dodh) 3 ac+b(l—c)e”Z
c>0
(&) 3 be+a(l-c)eZ
c€[0,1]
(©O) 3 a+(b—a)kce”Z
c€(0,1)
() 3 a+(a—b)ceZ
c€(0,1)
c
(hhd) ceaz b—a 0,1)
c
(O0Q) R (0,1)
c—a
(©00) R (0,1)

(AAD)

3
ceZ\{a} C—a

498. Przyporzadkowaé nastepujacym twierdzeniom podane nizej warunki oraz powiedzie¢,
co méwi warunek nieprzyporzadkowany zadnemu twierdzeniu.

(i) Wlasnosé Darboux funkcji cigglych: Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b],
to

(iil) Wlasno$é Darboux pochodnej funkcji: Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna na
przedziale [a, b], przy czym w punktach a i b istnieja odpowiednie pochodne jednostronne, to

(iii) Twierdzenie Rolle’a: Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale [a, ] i rézniczkowalna
na przedziale (a,b), a ponadto f(a) = f(b), to

(iv) Twierdzenie Lagrange’a (o wartosci $redniej rachunku rézniczkowego): Jezeli
funkcja f jest ciagla na przedziale [a, b] i rozniczkowalna na przedziale (a,b), to

(4¢) y 3 fllat+tb—a))=f(a) +s(f'(b) - f(a))

s€(0,1) t€(0,1)

(5¢) 3 f(b)=fla)+ (b—a)f'(a+t(b—a))

t€(0,1)
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(69) v 3 fla+t(b—a)) = fla)+s(f(b) - f(a))

s€(0,1) te(0,1)

(70) vy 3 flat+i(b—a)) = fla)+s(f(b) - f(a))

te(0,1) s€(0,1)

(78) 3 flla+tlb—a)=0

te(0,1)

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz wlasno§é Darboux
funkcji ciagtych (przypomnienie: funkcja rozniczkowalna jest ciagta).

499. Funkcje f1, fo, f3, ..., fi2 sa okreslone i rozniczkowalne na calej prostej rzeczy-
wistej, a ich pochodne sa ciggle. Ponadto

[B) =1, f1(5) =2,

f2(0) =3, fa(d) = —1,

f3(=5) =0, f3(15) =10,

L) =2, V@) #1,

£(0)=0, f5(2) =10, v f5(z) # 2,

fo(0) =7, ¥ fo(x) > 2,

f(3) =5, ¥ filw) = ~1,

fS(_2) = 07 fS(O) = 107 f8(3) = 47

fo(=1) =0, fo(1) =100, f4(3)= 40,

fio(1) = =5, fio(11) =5, v 0 fio(w) <2,
f11(0) =0, f11(100) = 0, v ~1< fli(z) <2,
f12(—100) = —100, f12(100) =100, ¥ —100 < f,(z) < 100.

A) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
v fi(@) #0
B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkcji f; zachodzi warunek
3 file) = -1
C) Dowies¢, ze dla co najmniej siedmiu funkcji f; zachodzi warunek
fi(0) #1
D) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek
£i(99) >0
E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkcji f; zachodzi warunek
3 file)=5
F) Dowies¢, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
3 file) =44

G) Dowies¢, ze dla co najmniej trzech funkeji f; zachodzi warunek
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H) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(1) # 8
I) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkeji f; zachodzi warunek

E fz(C) =13

c

J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=fild) =7
c#£d
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi warunek

3 file) = fild)
c,d

500. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji

7+sin*z —sinx

f(x)

~ T4costz —cos?z
Doprowadzi¢ wzér na pochodng do mozliwie najprostszej postaci.

501. Poda¢ (z wyprowadzeniem i uzasadnieniem poprawnosci) przyklad takiego wielomi-
anu W (x) stopnia trzeciego o wspolczynnikach calkowitych, ze funkcja f(z) = W({z}) jest
rézniczkowalna.

502. Na potrzeby tego zadania funkcje f nazwiemy pikorézniczkowalna w punkcie zg,
jezeli istnieje granica
f(@o+ h) — f(20)

h—0 h?

)

ktora to granice nazywaé bedziemy pikopochodng funkcji f w punkcie x.
Obliczy¢ pikopochodng funkcji f okreslonej wzorem

f(z) = 2® 4 322

we wszystkich punktach jej pikorézniczkowalnosci.

503. Niech . o
142 —
W—Be dla z#0
f(x) = v -
A dla z=0

Dla ktorej wartoéci parametru A istnieje f/(0) i ile jest réwna?

2. Pochodna funkcji - zastosowania.
Znajdowanie najmniejszej i najwiekszej
wartos$ci funkcji na przedziale domknietym.
Regula de ’Hospitala.

504. Rozwazamy graniastostupy prawidlowe o podstawie trojkatnej i objetosci 1. Ktory
z nich ma najmniejsze pole powierzchni catkowitej?

505. Potrzebna jest kadz w ksztalcie walca, otwarta u gory, ktérej dno i bok wykonane
sa z tego samego materialu. Kadz ma mieé¢ pojemnosé 257 hektolitrow. Jaki powinien by¢
stosunek $rednicy dna do wysokosci kadzi, aby do jej wykonania potrzeba bylo jak najmniej
materiatu?

Znalez¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji okre§lonej podanym wzorem w podanym
przedziale
506. 22 +2x + 21, [-2,7] 507. |22 — 1|+ 3z, [-2,2]
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508. |z + 1| + 2%, [-10,10] 509. [10x — 1| + 22 , [0,1]

510. Inz — 75 , [1,e’] 511, |sinz|+ %, [0, 27]

512. z' | [2,4] 513. 3sinx +sin3x , [0, 27]

Obliczy¢ granice

T —X

.1 1 . 1 . eT—e
514. lim — — — 515. lim z= 516. lim ———
z—0 T sin x T—00 z—0 SInx
. 2cosx—x2—-2 . . . Inz
517. lim — 5 518. lim ze 519. lim —
x—0 TSIy —x xT—00 x—00 I
T e’ _ C
520. lim - 521. lim ——— 522, lim —— —*
x—0 xX x—0 X x—0 x
l Inx — 1 In(1
523. lim 27 524, lim X TF L gop iy 2002
z—1qx —1 z—1 (3: — 1)2 z—e T —e€
4 T _ g
526. lim —— 527. lim ~
r—o00 ¥ x—2 T —
e —1

——— dla z#0
528. Niech f(z) = ¢ cosz —1 .

A dla =0
Dla ktorego A istnieje f'(0) i ile wynosi?
e
529. Niech f(z) ={ Sinz
Ay dla xz=km keZ
Dla ktorych Ay (k € Z) istnieja f/(kn) i ile wynosza?

dla z & {kmkeZ}

sinx — 1
530. Niech f(z) = { CO5°%
Ay, dla z=kr+73, keZ

Dla ktorych Ay (k € Z) istnieja f'(km 4 5) i ile wynosza?

dla = ¢ {kn+ 3;k c Z}

z(z —1)(x —2)(z —3)
sin(mx)

dla z¢27Z
531. Niech f(z) =

% — 27 dla z€Z
Obliczyé¢ f'(x) dla tych z € Z, dla ktorych istnieje.
e?x _

532. Niech f(z) = x
1 dla =0

dla z#0

Obliczy¢ f(0).

cos(mz) + 1
sin(mwz)

da z¢Z
533. Niech f(z) =

x> —x dla z€Z
Obliczyé¢ f'(x) dla tych = € Z, dla ktoérych istnieje.

534. Niech

3z _ T 2
i e ) P
f(z) = .
A dla z=0

Dla ktorego A istnieje f'(0) i ile wynosi?
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535. Niech T bedzie zbiorem wszystkich funkcji rézniczkowalnych f : R — R spelniaja-
cych warunki

f@3)=7
2< f'(z) <3 dlakazdego xeR.

W kazdym z zadann A-F podaj odpowiedni kres zbioru.
Za podanie poprawnych odpowiedzi w n zadaniach otrzymasz max(0, n—1) punktow.

A, sup{f(6): feE T} =i
Inf{f(5) : feE T} =i
sup{f(2): f e T =i
If{f(1): feET =i
sup{f(9) — f(4) : fET =i
inf{f(7) = f(0) : f €T =i,

536. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji

1
f@)=a®+ao—\|a>+a+

2 1
na przedziale {—3, 4] oraz podaé, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

TED QW

537. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg warto$¢ funkcji

f(z) =2 —4y/x +Inz
. 1 ) ) - .
na przedziale 2 2| oraz poda¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

538. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji

f(z) = =3z + (2* — 6z + 9)3/2

na przedziale [1, 5] oraz poda¢, w ktorych punktach te wartosci sa osiagane.

3. Pochodne wyzszego rzedu.
Wzér Taylora.
Wypuktloéé funkcji.
Obliczy¢ pochodng rzedu 3 funkcji zmiennej x danej wzorem

542. z°lnz  543. 2* 71

1
539. (x+1)% 540. 2% —42® +4  541. .
— X

544. cosz  545. (z2+1)% 546. ¢®  547.1n(z?) 548. (z — 1)
Wyprowadzi¢ wzér na pochodna rzedu n funkcji zmiennej  danej wzorem

1—
549. In(z'%) 550. zlnz 551. /= 552. z%sinz  553. . Y 554, ze®

+x

1
555. sinbr 556. 2’ 557.¢*® B558. 2+~ 559. 22 560. sin’z
X

n

561. Dowiesé, ze (f(x)g(z))™ = g_:o () f B (2)g =P (z)

Obliczyé¢ przyblizone wartosci nastepujacych liczb korzystajac z trzech wyrazow (ze-
rowego, pierwszego i drugiego) odpowiednio dobranego szeregu Taylora. Oszacowaé¢ blad
przyblizenia na podstawie wzoru Taylora.

562. V24 563. /e 564. V126 565. V126

566. Wyznaczy¢ promien zbieznodci szeregu Maclaurina funkcji

fl@)=vVz+2.
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567. Wyznaczy¢ promien zbieznodci szeregu Maclaurina funkcji

568. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu Maclaurina funkcji

fl@)=In(z+e).

569. Zbada¢, w jakim przedziale jest zbiezny szereg

00
2 xZn
n=0

i poda¢ wzor na jego sume w tym przedziale.

Znalez¢ punkty przegiecia i przedziaty wypuklosci funkeji danych wzorami:
570. 2% +22° + 3¢z +4 571 2% — 22+ 7z —15 B72. e™*
573. sin*z  574. \/r—Ilnz 575. 2+ Yz

576. Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu 2010 funkeji
f(z) = e"sin (sr:\/g) .

Otrzymany wzor powinien mieé¢ prosta postaé, nie zawierajaca zadnego ze znakow "> ", "+,

n_mn

577. Niech
dla x#0

A dla =0
a) Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest rowna?

b) Dla tej samej wartosci parametru A wyznaczy¢ f”(0).

578. Funkcja f : (0, +00) — R jest dwukrotnie rozniczkowalna oraz spetnia warunki

Wyznaczy¢ f(4).

579. Niech T bedzie zbiorem wszystkich funkcji rézniczkowalnych f : R — R spelniaja-

cych warunki
f0)=f(0)=1
1< f’(x) <2 dlakazdego z€R.
Dobraé¢ odpowiednie liczby C, D, a nastepnie:
a) Dowies¢, ze dla dowolnej funkeji f € T zachodzi nieréwnosé

C<f1)<D.

b) Wskaza¢ takie funkcje f1, fo € T, ze
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Kolokwium nr 5: (do zad. 599)
Kolokwium nr 6: (do zad. 688)
4. Calka nieoznaczona - podstawy.
Calkowanie przez czeéci i przez podstawienie.

Obliczy¢ /f(x)da: jesli f(z) dana jest wzorem:

580. 10 581. V2" (m,n€N) 582.a%", a>0 583. 3,42z "7

2 _ 3, 2
) 586. (vz + 1)(z — vz + 1) 587.%

1—2z

584. 1 -2z 585. (
100 _ q 3 6 7
588. (1 +1)22 589. ° — ' 590.sm’s 591. —_ 52, LVITVT
x—1 rx+1 x?
Znalezé taka funkcje F, ze F"(x) dane jest wzorem

593. 22 + 2z 594. cosz 595. "

Znalez¢ taka funkcje F, ze
596. F"'(z) =2 +1,F'(0)=2, F(0)=3
597. F"(x) % CF(2)=1,F3) =5
598. F"'(x) =sinz , F"(0) = F'(0) = F(0) =0
599. F"(z) — % JF'(1) = F'(=1) =1, F(1) = F(~1) = 3

Obliczy¢ /f(x)dx, jesli f(z) dana jest wzorem:
600. xsin2z 601. ze™® 602. z3° 603. z"lnz  604. z°¢°®  605. " sin’x

606. zsinzcosz 607. ¢ sin2z  608. vVer —1  609. ¢*sine®  610. ze®

COS+\/T 3 1
614. ¢V* 615, —
N3 c zlnzlnlnz

616. cosz - "% 617. 6'7" 618.sin’xcosx 619. tgr  620. Jveacg(:n2 +1)

611. 1 -sinlnz 612. ¢ %z 613.

621. *®sin3x  622. e cos3x  623. sin3z -sinbx  624. sin 15z - e 4*

arctge arctg’z + 9arctg®x a3
625. —— 626. 627. ——
241 2+ 1 @- 1)
In"z + In’ ;
628. 2T 699, 25 630, siny/z
T
vV2+1 2z 1
631. V2T g3p 633~ Wsk. v =sint
x ver +1 V1 —z?
Zmalez¢ wszystkie takie funkcje F, ze F”(z) dane jest wzorem
1

634. ze® 635. —
x

5. Calka nieoznaczona (c.d.).
Calkowanie funkcji wymiernych.

Obliczy¢ /f(x)dac, jesli f(z) dana jest wzorem:

5x2 — 12 1
636. — >~ " @37.arctgr 638. arcte/z 639, —
(2% — 6z + 13)2 & gV 1++vr+1
x x T —2
640. 221 1) 641. — % g42. — T @43 T
vin@+1) (z+1)(2z + 1) 22 — 7z + 10 22 — Tz + 12
644 x 645, 2+3  o4e. B g T
" 9232 —3x —2 " (r—2)3 tord — g2 T2 41
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1 ?+ar—1 NG 1

648. ——  649. — ~ — 650. —Y~ —  651. ——
(22 +9)3 (22 +2)2 Vo — Yz zvr+1
652 ! 653. 1 Wek.t—e” 654.1-In(1+2%) 655 v
. T « — SK. =€ . - 1n X « T
1+ Jz+1 er 41 1423
1 728 + 322 + 4x
656. zln(2z>+1) 657. —————  658. ;
2in(z” +1) 22—z —1 T+ a3+ 222+ 4
ex e2w x
659. /7l 660. — 661. — 662.
Vil e?r 41 e?r 41 e3r —1
1 Vrti+1 1
663. — 664 VI -1 g5 -
(x+ 1)z Ve+1-1 20 4 x4
666 L 667 L 668. — -
T (22 4 22 +2) (22 — 4) V1t Jrro Talh -1
1
669. —— Wsk. ' 1= (2 +ax+1)(2® + bz £ 1)
4+ 1

222 4 41z — 91
(x—=1)(xz+3)(z—4)

670. z?arctgr  671.

Sprowadzié¢ nastepujace catki do calek funkcji wymiernych

672 / sin'® zdz  673. / e ey / 2
) sinx + cosx ) 230 + Ve +1
5
Vexm+u o
675./ VEFST e 676, /\/21+ 7+ bda 677/ VrATET g,
Vet32+e PENCES B

678. /\/xQ—ldx Wsk.

r+1 -
dx
679. /7 680. /\/1:2— 162" dx
L+ va?+9

681./\/1’2+1d:c Wsk. Va2 +1=a+t

Wyrazié I,, przy pomocy I,,_1 lub I,,_»

1
682. I,,(x) :/mdm 683. I,,(z) = /x”ezdaz 684. I,,(z) = /:E" sin zdz

685. I, (z) = /sin” xdr  Wsk. sinz -sin” 'z przez czesci

686. I,,(r) = /ln"xdx 687. I, (z) = /x"erzdac

X

688. Znalezé takie F, ze F(z) = m )

Dla spragnionych wiekszej ilosci zadan:
W. Krysicki, L. Wlodarski, Analiza matematyczna w zadaniach, czesé 1,
Rozdzial XV Calki nieoznaczone,
Rozdzial XVI Calki funkcji wymiernych,

§17.1 Calki z pierwiastkow z wyrazenia liniowego.
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Kolokwium nr 7, (do zad. 724)
Kolokwium nr 8, (do zad. 759)
Kolokwium nr 9, (do zad. 793)

6. Calka oznaczona.

689. Przemek ma przygotowaé referat dotyczacy calki oznaczonej. Przemek chce podaé

nastepujace wzory zachodzace dla funkcji ciaglej f na przedziale [a, b]:

b n
/f(x)d:lc = lim b-a Z inf f(z) (A)

N e

n

a

b n

[ e = im 22y sup (a) ()
s k=1 @€lat(k—1)252 atkize]
/ b—a it b—a
/f(x)d:c = Jim — kZ:Of (a+kz - ) ()
/ b—a & b
. —Q —a
/f(x)d:cznlggon;f(ﬁk - > (D)
b n
/f(g;)dx:nlggob;“Zf(a+(k—1/2)b;“) (E)
a k=1
b
o b—af@+f0b) = b—a
/f(x)dxfnlin;o - ( : +kz_:1f<a+k - >> (F)

Przemek poprosit Gosie o wykonanie rysunkéw ilustrujgcych powyzsze wzory. Niestety
Gosia nie napisala, ktory rysunek odpowiada ktéremu wzorowi.
Pomo6z Przemkowi przyporzadkowaé rysunki (rys. 1-6, str. 50-52) odpowiednim wzorom.
n
Poda¢ wzor na C,, = 3 =2 f(a+ @) oraz obliczy¢ lim C,
— n—oo
690. f(z)=1,a=5,b= 691. f(zr)=2,a=0,b=1
692. f(7) 1,b= 693. f(r)=2%,a=0,b=5
694. f(r)=2%,a=0,b=1 695. f(x)=22r+5,a=-3,b=4
696. f(r)=22+1,a=-1,b=2 697. f(x)=2>+2,a=0,b=4
698. f(r)=¢€¢*,a=0,b=1
Obliczy¢ nastepujace calki poprzez konstrukcje ciagu podzialéw dziedziny oraz obliczenie
granicy ciaggu sum Riemanna
4 e
699. [ 2%z (Wsk. 2-2/7)  700. [ 224z (Wsk. e*/m)
2 1
20

10 1
701. [zdx 702. [e**dz  703. [ Yxdx (Wsk. ﬁ—z)
0 1 0

1 2 4
704. [ |z|de  7O5. [ (Wsk. 28/")  706. [\/zde (Wsk. &)
-1 1 0

Obliczy¢ calki oznaczone:
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707.

710.

713.

716.

719.

722.

725.

728.

730.

™ 2 2
[ sinz?7dz  708. [arctglz]dz 709. [[cosz?]dx
-7 0 0

1 -1
1
3

wrzde 714, [sgn(z® —x)dz  715. fxe"‘dx
0 0

O%i Ou s ©
o

e—1 ™
zcoszdr 717. [ In(z+1)dz 718. [23sinzdx
0 0

9 N e? p 2
| e 720 [ s TR f THa?
2 5
_ dz 2 _
Of\/mﬂ/m 723. 0f|:c 5r +6|dr  T24. few ~dx
2 VA 6m
[ alogyzdr  726. [ A= dx  T27. [ |sinz|dz
1 oV 0
/2

In
coszsin't zdzr  729. f el gy

0
iy 27r
f 22997 cos zdx T31. f 7)2097 cos xdx

Udowodmc nastepujace oszacowama

732

734.

736.

738.

/2 2

. {Si%dx<2 733. ¢ < [ Htgdr <

1

2
1 ||
f ersma: < B 735. j; 1+x2 dx < 2

4
fx(l — 29T de < L 737,22 < [2V/7da
0 2

3 2
5< [a%dz <31 739. [1dw <3
1 1
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Obliczy¢ granice

. 1 1 1 1 1 : 120422043204 4 p20
740. nlglgogﬁ-m"‘rm'f' m-i-...-i-% 741. nl;rréo o7

n—oo
: 1 1 1 1 1
743. im =t v T Vavez T vavees Tt

Vn/3n

744. lim (sin; +sin 2 +sin 3 4. +sin2) -

745. lim (VAn 4+ VAn + 1+ 4n +2+ ... +/5n) - —\lf
n— oo ny/n
. 1 1 1 1 1
746. lm (o + wos + s Tt ) T

747. lim Yn-(¥n+ ¥ntit ¥nt2+..+¥2n)
tarees Vat+Vnt+I+vnt2+...+v2n

. n n n n n n
748. nh_{I;O n2 + n2+1 + n2+4 + n249 + n2+16 +o+ n2+4n?

o4 4 4 4 4
749. lim o + o s+ 5 st oo Tt 36

L 1 1 1 1
750. lim -+ s+t gttt

n—oo

: 1 1 1 1 1
751. lim ™2 + n2+1 + n2+42 + n2+43 +.ot 8n?

n— oo
752. lim L(eVE +eVE 4 eVE 4 4 eVh)
n— oo
i ! 1 1 1 1.1

. n240 241 242 ’+3 ’+
754, lim 0 + @ T Gares T @essp T T @S

755. lim # + 2(nil)2 + 2(ni2)2 + Q(Hig)’z +ot ﬁ

n—oo

756. lim # + n2+(2+1)2 + n2+(2+2)2 + n2+(77,+3)2 +..t+ 50712

n—roo

3

757. Udowodni¢ oszacowanie ¥ < [27dx < 5. Wskazéwka: Oszacowaé z” przez z°.
2

Obliczy¢ granice

: 1 1 1 1 1
758. nh—>ngo V2nvV3n + V2n+1/3n+1 + V2n+2/3n+2 + 2n+3v3n+3 +.t V3nvVian
Wskazowka: Niewymiernosé 1/ (z + a)(x + b) catkujemy wykonujac podstawienie
_ rta
t=,/ b
. n+sin(n?+02) n+sin(n?+12) n+sin(n?+22) n+sin(n?+32) n+sin(n24+n?)
759. th—>H;o n2+02 n2+12 + n2+422 n2+32 +.t T nZ4n?

Wskazoéwka: Skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciggach.

Obliczy¢ pole figury ograniczonej nastepujacymi krzywymi
760. y=2’iy=2x+5
761. y = e® i prosta przechodzaca przez punkty (0,1) i (1,€)
762. y:sinxiy:Q?w 763. y=ztiy=2>

1 5 1 1
764.y:5iy:§—x 765.y:?,y:x—gix:2

Dla danych f(z), a i b obliczy¢ dtugosé¢ tuku krzywej y = f(z), a <z <b
766. r,1,2 767.2x—3,-7,12
768. 2, 0, 1 Wsk. Skorzysta¢ z tablic calek.

, e’ +e ”

769.¢%,1,2 770. Va3 ,6,10 T771. T’O’l

Dla danych f(z), a i b obliczy¢ pole powierzchni powstalej przez obrot krzywej
y= f(z), a <z <bwokot osi OX
772.23,0,5 T73.e%,0,10

774. Jx , 0,4 775.sinx ,0, 7 T76.cosTx,0, 2w
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Dla danych f(z), a i b obliczy¢ objetos¢ bryty powstalej przez obrét obszaru

0<y< f(z),a<z<bwokol osi OX

7. Jr, 0,1 778 .x,1,5 779.27,0,10

780. ¢, -3,0 781.sinx,0, 3%
Obliczy¢ objetos¢ bryly powstalej przez obrét obszaru ograniczonego krzywymi o po-

danych réwnanich, wokét osi OY

782.y=¢€" ,y=0,z=0izxz=5 783. y=sinziy=—sinz,0<x<7

784. y =

786. y> =1— (z — 2)?

,y=0,x2=1iz=2 785.y=lhr,y=0,z=1izx=e

8=

787. Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = vz 14 ,0<z <5 .

788. Obliczy¢ objetosé bryty powstalej przez obrot obszaru
0<y<ze®,0<xz<1 wokédt osi OX .

789. Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y =Inz , 1 <z < /3.

790. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej przez obrét obszaru
arctgr <y < \/arctg2:c ++v1+sinz, 0 <z <7 wokol osi OX .

791. Pomarancze o cienkiej skérce pokrojono na plastry réownej grubosci. Dowiesé, ze

kazdy plaster zawiera tyle samo skorki.

792. Od pomaraniczy o grubej skérze odkrojono korice tak, aby ukazal sie miazsz. Po-
zostala czesé pokrojono na plastry rownej grubosci. Dowiesé, ze kazdy plaster zawiera tyle

samo skorki.

793. Pasem o szerokosci d nazywamy obszar plaszczyzny zawarty pomiedzy dwiema
prostymi réwnolegtymi odleglymi o d, wraz z tymi prostymi.
Czy koto mozna pokryé¢ pasami o sumie szerokosci mniejszej od Srednicy kota?

Paséw ma by¢ skoriczenie wiele.
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Kolokwium nr 10, 12.05.2010 (do zad. 861)

7. Calki niewlasciwe - obliczanie,
kryterium poréwnawcze.

Zbada¢ zbieznoéc¢ calek niewtasciwych, obliczy¢ te, ktore sa zbiezne

) 4 o 1
794./d7x 705. | £ 796, [ % 797./:”7_1@

2 +1 NG N3 2 —1
0 0 1 —1
798. | 2 799. [ 2L goo. /cosxdx 801. /xl/ﬂ”dx
zlnz eVeT
2 0 0 1
(e’ 1 ooe_l/w
802. /exdaz 803. /el/”d:c 804./ —da
X
N 0 1
oo d o0
805. /72 806. /ac sin z*dz
zln“x

2 0
Zbadaé zbiezno$é calek niewlaéciwych
oo oo

dz dz
807. —_— 809. _—
/x2+sm T /\f—i— arctgx /m—sin\/m+28
2
7 1 I [a?41
/ - 811_/+¢mdx 812_/@” L

4+ 1

0
o0 +oo

t d
814/ TEEY g 815. /—xQ
+ arctgz 1+ a2 +sin“z

— 00

816./6—1/% 817. Oo\/x+ — xdr 818. L dx
/ I [ 7=

OSzZUSTWO 819. (funkcja ciggla nieujemna majaca catke mniejsza od zera):

Niech
1

f(z) = a?(e/* +e1/®)
0 dlaz =0

dlaxz#0

1
Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze f jest ciagla w zerze, a zatem obliczenie calki [ f(z)dx nie
-1
powinno nastreczaé trudnosci. Poniewaz

1
f(.fL‘) = m?(el/x + efl/w)

poza pojedynczym punktem x = 0, po wykonaniu podstawienia t = e'/* otrzymujemy

1 e

1
o= | st == | -
xz 1/z+€—1/x) - 241 -
-1

-1 1/e

1
= —arctgt |§/6 = —arctge + arctg— = g — 2arctge < 0
e
1

Wyjasni¢, na czym polega oszustwo i obliczy¢ prawdziwa wartos¢ catki [ f(z)dx.
21
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Zbadacé zbieznosc¢ calek niewtasciwych, obliczyé wartosé tych, ktore sa zbiezne

1 s 1
820. / (T 1T § Q)dx 821. /1n|a:|dm
22 1

Uzy¢ kryterium catkowego do rozstrzygniecia zbieznosci nastepujacych szeregow
oo

=1 1
822. Z T 823. Z T w zaleznosci od a > 0
n=1 n=2

=1 > 1 “n
824. ——  825. 826. —

827. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, 7e dla n € N zachodzi réwnosé
o0
f(n) =1, ale catka [ f(z)dx jest zbieina.
1

828. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi rownosé
oo
f(n) =1, ale calka [ f(z)dx jest rozbiezna.
1

829. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi rownosé
f(n) =n, ale calka [ f(z)dx jest zbiezna.
1

830. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi rownosé
f(n) =0, ale catka [ f(z)dx jest rozbiezna.
1

831. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi rownosé
o0
f(n) =e", ale catka [ f(x)dx jest zbiezna.
1
o0
Co mozemy powiedzie¢ o zbieznosci (zbiezne, rozbiezne, nie wiadomo) szeregu > a, lub
n=1

1 [es)
calek [ f(z)dz i [ g(z)dz, gdzie f € C(0,1] i g € C[1, 00), jesli wiadomo, ze
0 1

832. lim a, =0 833. lim g(z)=0 834. lim f(x) =10
T—00 z—0

n—oo

835. lim a, =1 836. lim g(z)=1 837. lim f(z)=1
T—r00 z—0

n—oo

838. lim a, = +oo 839. lim g(x) =4+oco 840. lim f(z) = +o0
n— 00 T— 00 x—0

841. Ciag (ay) nie jest zbiezny do 0.

842. g(x) nie dazy do 0 przy = — oo.

843. f(x) nie dazy do 0 przy = — 0.

844. Ciag (a,) jest ograniczony. 845. ... nie jest ograniczony.

846. Funkcja g jest ograniczona. 847. ... nie jest ograniczona.

848. Funkcja f jest ograniczona. 849. ... nie jest ograniczona.

o0
850. Szereg > a, jest zbiezny. 851. ... jest rozbiezny.
n=2009

852. Calka | g(x)dz jest zbiezna. 853. ... jest rozbiezna.
2009
1/2009
854. Calka [ f(x)dx jest zbiezna.  855. ... jest rozbiezna.
0

856. a, = n? - da¢ odpowiedz w zaleznosci od p.
857.
858. f(x)

2P - da¢ odpowiedz w zaleznosci od p.

<

—~
8

~—
I

P - da¢ odpowiedz w zaleznosci od p.
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859. a,, = p" - da¢ odpowiedz w zaleznosci od p.
860. g(x) = p* - da¢ odpowiedz w zaleznosci od p > 0.
861. f(x) = p® - da¢ odpowiedz w zaleznosci od p > 0.
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Kolokwium nr 11, 19.05.2010 (do zad. 867)
Kolokwium nr 12, 26.05.2010 (do zad. 888)

8. Pochodne i calki - powtdérzenie, uzupetnienie.

862. Czy dla dowolnej funkcji f : R — R majacej ciagla pochodng rzedu pierwszego i
takiej, ze f(0) = 0, prawdziwa jest podana implikacja (zmienna = przebiega liczby rzeczywiste

spelniajace nierownosé podana pod kwantyfikatorem)

a) (zzo flz) > O) = <zzo f(z) > O)

b) (v, r@>0) = (v, 1@

9 (5, 79>0) = (5,4 >3
a) (v fa >0> :»< <0>
o (g, #00) =y, 1 >@
f) (v ) > o) - ( ) < 0)
o (1100 (5, 00
9 (i, 1 £0) = Qw #0)
) (5, 76 =0) = (v, 701 -0)

ﬂ@:o:(m :@

=
~
(\
VL
~
—~
8
~
Il
o

—
N
P
Vv <C
o
~—

0

[
~—

(mio f@) = 0)
R e
3, ) N <£o f(z) > 0)

863. Czy funkcja f(x) =a-|x| +b-sin|z| + ¢ cos|z| jest rozniczkowalna w zerze, jezeli
aya=1,b=1,c=1

b)a=-1,b=1,c=1

c)a=1b=-1,¢c=1

d)a=1,b=1,c=-1

—
VL
o

*‘z
\_/
I
o

>

B
N
VS

8

VL

o
o

E
S

864. Czy prawdziwa jest nier6wnosé

a)/Qrdx>1O
2

0
b) / 2% dx > 10
—10
2
)/
0
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5
d) /21 dz > 10
4
865. Czy podana catka ma warto$¢ dodatnia?

1

a) /zQ-de
1
1

b)/x?’-\/ajs—i—ldm
22
2

o) [ Vot i1
1

2
d) /x7-\/m8+1dm
2

866. Obliczy¢ wartosé caltki
/3

=
/ cos’ x dx .

0

867. Obliczy¢ catke nieoznaczona

xT
1
JF =22
e’ 4 e*

868. Znalez¢ najwiekszg liczbe catkowita dodatnia n, dla ktorej istnieje taka liczba rzeczy-

wista A, ze funkcja

e —1+In(z+1)

f(x) = zr
A dla =0

dla x«#0

jest rozniczkowalna w zerze i obliczy¢ f/(0) dla tych wartosci n i A.

869. Wyznaczy¢ kresy zbioru

A= /a:Q—ada::aE(O,3)

0

i okresli¢, czy naleza one do zbioru A.

870. Funkcja f : R — R ma ciggly pochodna rzedu pierwszego na calej prostej. Wiadomo,

ze f(0) =0, f(7) = 12, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

1< fl(z)<2.

Dowiesé, ze wowczas zachodzi nieréwnosé

W miejsce kropek nalezy wpisa¢ konkretna liczbe rzeczywista (niezalezng od f !!).
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871. Rozstrzygnac zbieznosé catki niewlasciwej

oo
/ P +1
V4 .Z'
0
w zaleznos$ci od parametru rzeczywistego dodatniego p.

872. Funkcja f : R — R ma ciaggta pochodna rzedu pierwszego na calej prostej. Wiadomo,
ze f(0) =0, f(5) =9, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi

(@) #3.

Dowiesé, ze wowczas zachodzi nieréwnosé

W miejsce kropek nalezy wpisa¢ konkretna liczbe rzeczywista (niezalezng od f !I).

873. Czy podana caltka niewlasciwa jest zbiezna
oo

o 22l
b)/zig ,
c>/xfilf
d)/xg;; ,
)/x32+1
JE T

)/:v +1
x4—|—x

874. Czy prawdziwa jest nieréwnos¢
4

a)/ dz <1
logyx
2
/ d
b) / T <2
log,x
2
r d
c)/ T <o
logyx
4

8

dx
d
) /10g2$ <
4
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875. Obliczy¢ wartosé catki

6

/ 20 — 7 d
A f 17w 44

2

876. Obliczy¢ wartos¢ granicy

lim n + n + n + n + + n
nsoo \3n2+ (n+1)2  3n24+(n+2)2 3n2+(n+3)2 3n2P+(n+4)?2 T 12n2) 7

/;Up~e”” dx

dla odpowiednio dobranej wartosci parametru rzeczywistego p € [3, 8].

877. Obliczy¢ catke

878. Znalez¢ taka liczbe rzeczywisty A, ze funkcja

853: _ 6335 — 92

f(a) = @’
A dla =0

dla 2 #£0

jest rozniczkowalna w zerze i obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci A.
879. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji
f(x) = x — 2arctgx
na przedziale [0,4]. Podaé¢ punkty, w ktorych wartosci najmniejsza i najwieksza sa osiagane.

880. Wyznaczy¢ najmniejszg i najwiekszg wartosé funkcji f okreslonej wzorem

f(z) = arctg (i n

1) — arctgr

na przedziale [0,37] oraz poda¢ punkty, w ktorych wartosci najmniejsza i najwicksza sa

osiagane.

881. Znalezé taka funkcje rozniczkowalng F : R\ {—2,0} — R, ze

1

Fi(z) = z(z + 2)

oraz



lub uzasadnié¢, ze taka funkcja nie istnieje.

882. Obliczy¢ catke
3

/ dx
22 —Adxr+5"
1

883. Obliczy¢ sume szeregu

n=0
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje f dana wzorem
0 w3n+1
= . ].
1@ =3 5 (1)

Przedziatem zbieznosci szeregu potegowego definiujacego funkcje f jest przedzial ............
Na tym przedziale funkcja f jest ciagla, a we wnetrzu tego przedzialu mozemy rézniczkowaé
szereg potegowy wyraz za wyrazem. Tak wiec we wnetrzu przedzialu zbieznosci funkcji f

mamy

Zatem funkcja f jest funkcja pierwotna powyzszej funkeji i do znalezienia wzoru definiujacego
funkcje f bez szeregu potegowego wystarczy obliczy¢ catke [ f'(x)dz.

Korzystajac ze wzoru

/am2+b:c+c
—_———dz =
1—2a3
1+2 b+ c)ln|l — b+c)n (22 +x+1 In|1l — 2°
—(cfb)é'arctg + 2z 7( + ¢)In| x\+( +c)n(a: x )7an| a:|+C
V3 3 6 3
dlaa=...... , b=, 3 C= s otrzymujemy

W celu dobrania odpowiedniej stalej catkowania C' poréwnujemy wzory (1)i(2) dlaz = .......

Zgodnie ze wzorem (1)

natomiast wzor (2) daje

Stad
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i ostatecznie

) = e (3)
Przyjmujac z = ...... we wzorze (1) otrzymujemy dany w zadaniu szereg liczbowy jako réwny
................ Z drugiej strony wzoér (3) daje

Odpowiedz: Suma danego w zadaniu szeregu liczbowego jest réwna

884. Obliczy¢ wartos¢ catki niewlasciwej

+oo

/ 4dx
2 + 8z

1

lub uzasadnié, ze jest rozbiezna.

885. Funkcja g : (—8, +00) zdefiniowana jest wzorem

o) = / (L9 o

Funkcja f : (—8,400) zdefiniowana jest wzorem

M dla z#0
x

flz) =
A dla 2=0

Dobra¢ A tak, aby funkcja f byta rozniczkowalna w zerze oraz obliczyé¢ f/(0) dla tej wartosci

parametru A.
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886. Funkcja f : R — R jest ciggla na calej prostej, a ponadto ma ciagta pochodna rzedu

pierwszego. Wiemy tez, ze

Dowies¢, ze istnieje taka liczba rzeczywista x, ze f'(x) jest liczba catkowita.

887. Dana jest funkcja f okreslona wzorem

f(z) =sin (39 . (x37/lnx X 1)38)

dla x € (1,400). Dowiesé, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej = € (1,400) zachodzi
nier6wnosé

f(x) < 40.

888. Funkcja f jest okreslona wzorem

f(z)=¢€"-cosz.

2009)

Wyprowadzi¢ wzor na, f( , czyli pochodna rzedu 2009.

9. Szeregi Fouriera.

Szeregiem Fouriera funkcji f : R — R o okresie 27, catkowalnej na przedziale dtugosci

27, nazywamy szereg

o0
ag + Z (an cosnz + by, sinnz) |

n=1

gdzie

a():% / f(z) dx

A+27

an = — / f(x) cosnz dx

A

[t

A+2m

b, = / f(x)sinnz dz

A

3=

Powyzsze calki nie zaleza od wyboru dolnej granicy przedziatu catkowania.

Jezeli ponadto funkcja f jest przedzialami monotoniczna oraz dla kazdej liczby rzeczy-

wistej x zachodzi rownosé

oy = 1@V

to f jest (punktowo) suma swojego szeregu Fouriera.

Ro6wnosé Parsevala:

A+2m o
/ f(2)? dov = 2mal + 7 Z (a2 +b2)
‘A n=1
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Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji
889. f(z) =z dlaz € (—m,m) 890. f(z) = |z| dlaz € (—%,2F)
891. f(x) =2 dlaxz € (—m,m) 892. f(x) =2 dlax € (0,27)
893. f(z) =2’ dlaz € (-%,3) 894. f(x) = [%] dlax € (0,2n)
895. f(z) =e* dlaxz € (0,2r) 896. f(x) =¢c* dlax € (—m,7)
f(x)
f(x)

897. f(x sinz| dla z € (0,27) 898. f(z) =el*l dla z € (—n,7)

899. f(z)=sin2z dla x € (0,2n)
900. f(x) = sinz dlaz e (0,7)

cosz dlax € ( ,2m)
901. () = dla z € (0,7)

dla z € ( 277)

-1 dla0<z<7w/2
902. f(z) = al<z<m/

1 dlan/2<z<2rm

903. Obliczy¢

>

2
= ntt 1
stosujac wzor Parsevala do f(z) = e” na (0,27) oraz wstawiajac = 0 do szeregu Fouriera

tej funkcji. Poréwnaé¢ obydwa wyniki.

904. Obliczy¢

oo

1
> s

n=1

wstawiajac 2 = 0 do szeregu Fouriera funkcji f(z) = cos(zv/2) na (0,27) .

905. Obliczy¢

=1
2w

uzywajac f(z) = z(m — |z|) na (—m, 7).

906. Dowiesé, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie 27/3, to w jej szeregu Fouriera

an, = b, = 0 dla n niepodzielnych przez 3.

Normg supremum funkcji f nazywamy liczbe

[fll = sup [f(z)]
xeDf
Definicja zbieznosci jednostajnej ciagu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspdlnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostajnie
do f, jezeli
lim || f, — f[=0
n—oo
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Jezeli ciag (f,) funkcji ciaglych jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, to f jest funkcja
ciagla.

Jezeli ciag (f,,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, a
ciag pochodnych (f/) jest zbiezny jednostajnie do funkcji g, to funkcja f jest rézniczkowalna
i przy tym f' =g.
o0
Szereg funkeyjny > f,, o wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi na wspolnej dziedzinie,

n=1
nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli ciag sum czesciowych (5,,) okreslony wzorem

5% ::jz:jk

k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregéw liczbowych, granice ciagu sum

czesciowych nazywamy suma szeregu.

o0 o0
Jezeli > || full < +oo, to szereg funkcyjny > f, jest zbiezny jednostajnie.

n=1 n=1

Jezeli szereg funkcyjny > f, o wyrazach bedacych funkcjami ciagltymi, jest zbiezny jed-
n=1
nostajnie, to jego suma jest funkcja ciagta.

Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego . f, maja ciagle pochodne, a
n=1

(o) o0
szereg Y. f! tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu > f,, jest funkcja rézniczkowalng
n=1 n=1

oraz
o] / o0
(L) -3x
n=1 n=1
907. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny
o0 .
Z SN NT
n2+1
n=1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciagla.

908. Dowiesé, ze szereg trygonometryczny
=\ sinnx
2w
jest zbiezny, a jego suma jest funkcjg rozniczkowalng i ma ciagly pochodna.
W zadaniach 909-911 zaktadamy, ze funkcja f jest na tyle regularna, ze nie ma problemu
z obliczeniem wspoétczynnikow jej szeregu Fouriera, a przy tym f jest sumg swojego szeregu

Fouriera.

909. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie g, to w jej szeregu Fouriera

an, = b, = 0 dla n niepodzielnych przez 4.

2
910. Dowiesé, ze jesli f jest funkcjg okresowa o okresie %, to w jej szeregu Fouriera

an, = b, = 0 dla n niepodzielnych przez 5.
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911. Dana jest funkcja f : R — R okresowa o okresie 2w. Dowiesé¢, ze f spelnia dla

kazdego x € R rownosé

wtedy 1 tylko Wtedy, SAY ...ueeeioiiii e

<<< poda¢ warunek w jezyku wspotczynnikéw szeregu Fouriera funkeji f >>>

912. Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f okreslong wzorem

f(z) =sin®x - cos 5 - cos T .

913. Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslong wzorem

f(z) =sin®z .

914. Obliczy¢ caltke oznaczong
227 /7

/ COS10 X .

87 /7T

915. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f : R — R, ze dla dowolnego x € R pochodna
szostego rzedu dana jest wzorem

fOz) =sin®z .

916. Wyprowadzi¢ wzor na sume
o0
cos nx
jz: 3n '

n=1
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Najwazniejsze wzorki (i przyklady) z wykladu dotyczace zespolonej funkcji

wykladniczej i logarytmu:

e"TW = ¢% . (cosy + isiny)

621+22 — ¥ . g?2

€

s -1 n+l  n
ln(l—i—z)zz()iz, 2] <1, z# -1
n
n=1

Inz =In|z|+i argz, 2#0

lnz:ln|z|+iarctgg, z=x+1y, v>0
T

917. Wyprowadzi¢ wzory na sumy

= sinnx =, cosnz
3 oz 3 T
n! n!
n=1 n=0
Poda¢ wartos¢ calek
2
(918) /em” -ginsin x dx
0
2m
(919) /ecosm -cossinzx dx
0
27
(920) /600” -cossinz - cos Tz dx
0
2
(921) /eco‘w -cossing - sin 7z dz
0
27
(922) /ec‘)” -cossinz - sin? z dx
0
27
(923) /ecosz -sinsin z - sin® = dx
0
2
(924) /ecosx -sinsinz - sin 2z - sin 3z - sin 5x dx
0
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925. Wyprowadzi¢ wzor na sume

o0
Z cosnx
" .

n=0
926. Obliczy¢
(o) (o]
71 n+1 71 n+1
S e LT
n=1 n n=1 n-
przygladajac sie na wszystkie strony In(1 + 7).
927. Wyprowadzi¢ wzory na
o0 o0
" sin an —1)" cos2nx
S g o 3 g
n=0 n=0 ( n)
korzystajac z rozwiniecia
o0
(_ 1)nz2n
cosz = —_—
Z (2n)!
n=0
oraz ze wzoru , )
eZZ _"_ e—’LZ
cosz = ————
2
Odpowiedz:
esinm — e sinx
-sincosx
2
esinx + e~ sinx
———5  coscosx

Poda¢ wartosé calek

2 .
Sin x —Ssinx
(928) / % -coscosx dx
0
2m . .
Sin T — s
(929) / % -coscosz - cosx dx
0
27 .
sinx — sSinx
(930) / % -coscosz -sin 17z dx
0
an x + e— sin x
(931) / —————————— - COSCOS X - €08 2x dx
0
5w . .
sin T — sin T
(932) / % -coscosx - cos bz dx
™
521 X .
Sin T — ST
(933) / % - coscos T - cos b2z dx
—48m
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(934) / % -sin cos x dx

0
27 A
esSinw _ o—sinz )
(935) ——5 — ‘'sincoszcos 10z dz
0
esin T _ o= sin x
(936) / — sin cos z - sin 10z dx
0
esinm — e sin z
(937) / — sincosz - sin 11z dx
0
esin T _ o~ sin x
(938) / — sin cos z - sin 12z dx
0
esinz — e~ sin x
. 5 .
(939) / ——5 —— -sincosz-cos’z - sin 3z dx

0

Dla podanej funkcji f:
a) Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng n, dla ktorej funkcja g okreslona wzorem g(x) =
f(x)/z™ ma granice w zerze (skorzysta¢ ze wzoru Taylora).
b) Definiujemy ¢(0) tak, aby funkcja g byla ciagta. Obliczyé¢ ¢'(0) oraz ¢’ (0).
940. f(z) =sinx —x 941. f(z) =sinx — xcosx
942. f(z)=e*—1—-In(z+1) 943. f(x) = arctge — x
944. f(z) = arctge —sinx  945. f(x) = arctge — 2sinx + =z

Na potrzeby kolejnych zadan funkcje f nazwiemy trefloré6zniczkowalna w punkcie xg,
jezeli istnieje granica

[ (w0 +h)=2f (w0) + f (z0 — h)
h—0 h2 ’

ktorg to granice nazywac bedziemy treflopochodna funkcji f w punkcie zg.
Z definicji zbada¢ treflor6zniczkowalnosc¢ i obliczy¢ treflopochodng funkcji

946. f(r) =2 947. f(x) = 948. f(x) =™ 949. f(x) =sinx
950. Uzasadni¢ treflorézniczkowalnosé porzadnych! funkeji.

951. Da¢ przyklad funkcji, ktora w zerze jest treflorézniczkowalna, ale nieciggta.

!Funkcja porzadna to funkcja rézniczkowalna odpowiednia do potrzeb liczbe razy.
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952. Czy calka niewlasciwa
400

2P
/ e dx
0
jest zbiezna dla
a) p=—2 b) p=—1
c)p=1 d) p=2

953. Czy nieréwnosé
b
/x7 27 dp < 2
a

jest prawdziwa dla
a)a=-3,b=0 b)a=-2,b=1
c)a=-1,b=2 d)a=0,b=3

954. Czy dla dowolnej funkcji rozniczkowalnej f : R — R spelniajacej warunki f(1) =3
oraz f(3) = 13, istnieje takie z € R, ze f'(z) = ¢, jezeli

a)c=2 b) c=3

c)c=5 d) ¢=10

955. Czy funkcja f zdefiniowana wzorem

fz) = x3 dlaz <1
“Jaz? +br+c dlaz>1

jest rozniczkowalna, jezeli
a)a=2,b=-1,¢=0
b)a=1,b=1,c=1
c)a=3,b=-3,c=1
d)a=1,b=-2,¢c=2

956. Niech
e —10e* +9

> dlaz #0

f(z) =
A dlaz=0

Dla ktorej wartosci parametru A istnieje f/(0) i ile jest rowna?

957. Obliczy¢ warto$é granicy

lim n+1 n+ 2 n+3 n+4 T ™m
nsoo \n2+(n+1)2 n?+(n+2)?2 n?4+n+3)2 n2+n+4)2  50n%/)

958. Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f okreslong wzorem

f(z) = cos* x - cos 4z .

959. Obliczy¢

[ty
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960. Obliczy¢

w/3
/ sin® x dx .
w/4
961. Obliczy¢
64
/ dx
Vi+ Yo
0
962. Zbadac¢ zbieznosé catki
400
5x7 — 225 + 3\/x 4
T
519 — 22° + 3x
0

963. Obliczy¢
2

[orari
—_dzx.
224+ 22+10

-1

964. Obliczy¢ wartosé caltki

1
/ 120 — 4 d
x
(x +2)(4x + 1)
0

Sprowadzi¢ wynik do prostej postaci i okresli¢, czy jest on liczbg dodatnia, ujemna, czy

zerem.

965. Obliczy¢ catke oznaczona

1
/ 22 +4x+5

B+l +r+1
0

966. Obliczy¢ caltke oznaczong

2
/\/x4—2x2+1dx.
21

967. Obliczy¢ catke nieoznaczona
/ dx
a3 + 822 + 251
968. Obliczy¢ catke nieoznaczona

/ dx
:r-i-\/m'
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969. Obliczy¢ caltke nieoznaczona

/xQ-sin\/x?’—i—ldaz.

970. Obliczy¢ dtugosé krzywej

2
{(:1:, xglnx): lgxge}.

Zastapi¢ 7 odpowiednim znakiem nieréwnosci i udowodni¢ podane nieréwnosci przy po-

danych warunkach:

81 81
1 2
O71. 2, € [0, ] /\;x —9= ;(\/xi +af) 728

81 81
1 2
972. x; € [1.1] A;x =36= ;(\/xi +a7) 770

2000 2000
973. x; > 0A > x; =2000 = » arctgz; ? 5007
=1 =1
1 1 9

1
974. a,b,c>0=> -+ -+ -7 ———
a b ¢ a+b+c

1 1 1 1
975. a,b,c,d>0Na+b+c+d=2= — +b2+7+d 716

976.abcd>0/\a+b+c+d—1:f—|—\f+\f+f?2

1
ZZ? X;

1=1
3V3
2

978. z,y,2 > 0Nz +y+z=m=sinx +siny +sinz 7

3
979. x,y,zEO/\x—l—y—l—z:g:>sinx+siny+sinz?5

ex eY e* et
980.95y,zt>0/\x+y+z+t—4:>f+f+*+??4e
z
Y VTV VR,
981. Ssonty ¥ 2 VT VY VE Sy
T,y 2 > +3+6 2+3+6
2 2 2
Tr1 T2 X3 X4 i x5 X3 4 12
ggg, L2 s M4 0 T 08 9 12
IR T :>1+2+3‘L %5

n n n n
1
983.5 x,-zn:>§ e’ 7 ne 984.xi<§/\g xi:()ég exi?n+g xf
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n

985. xi>—;/\zn:xi=0:>zn:ehi ?n—l—;x?

986.9&121/\2331—271:1_[ ) ? 5"

987. —1§xi§1/\imi:% ﬁl—l—x .i

i=1

988. Czy w zadaniu 986 mozna zastapi¢ x; > 1 warunkiem |z;| > 17

Ktoéra z liczb jest wieksza

989.
995995 3 996996 . 997997 . 998998 . 999999 . 10001000 A 10011001_
10021002 . 10031008 . 10041004 . 10051005 7y 1033000 7
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990.
9951005 A 9961004 ) 9971003 A 9981002 . 9991001 A 10001000 . 1001999.
-1002%98 - 1003%7 - 1004996 - 10059 czy 1073090 ?

991.
99599 4 996996 + 997997 4 99899 + 999999 4 100070 + 1001197+
41002992 4+ 1003993 4 1004'°°* 4+ 1005'% czy 1110790 ?

992.
995'905 4996199 4- 9971003 4 9981902 + 9991991 4- 10001 + 10019+
4100298 + 1003%7 4 10049 + 10059 czy 11 - 103900 ?

993.
9952995 . 9962996 . 9972997 . 9982998 . 9992999 . 10003000 . 10013001,
-10023092 - 1003093 - 1004%9°4 - 1005%°°% czy 1099090 7

994. Obliczy¢ wartos$é granicy

lim (n” (\/f+xf+\/f+\f+\/f+f+\/f+f+ \F+\/ﬁ>)

n—oo
dla tak dobranej wartosci parametru rzeczywistego p, aby granica ta byta dodatnia i skoric-
zona.

Doprowadzi¢ wynik do postam — - (yc+d), gdzie a,b,c,d € N.

995. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci rzeczywiste parametru p, dla ktérych catka niewtas-

ciwa
oo

P
/Ldm
8 +1

0

jest zbiezna.

996. Wskaza¢ (wraz z dowodem poprawnosci) warto$¢ rzeczywista parametru p # 1, dla

ktorej
xP T
——dr= | ——d
/1’8 +1 v /xg +1 v
0 0

997. Obliczy¢

8 +1 du

2m8+1

[#
[+

998. Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji f : R — R, okresowej o okresie 27, okreslonej

wzorem
f(x) = cos 2%
dla z € [-m,m).
999. Obliczy¢ sume szeregu
> o
A2 -9
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Wskazowka 1: Wstawi¢ x = 0 do szeregu Fouriera funkcji z zadania 998.

Wskazoéwka 2: Wstawi¢ x = 7 do szeregu Fouriera funkcji z zadania 998.

Wskazowka 3: Zastosowaé réwnosé Parsevala do funkcji z zadania 998.

Wskazowka 4: Nie uzywac szeregdéw Fouriera, tylko zapisa¢ wyraz szeregu w postaci réznicy

odpowiednich wyrazen.

Uwaga: Dwie z powyzszych wskazéwek prowadza do rozwigzania, a dwie w maliny.

1000. Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslona wzorem

f(z) = cos® x - sin 3z .

1001. Funkcja f jest okreslona wzorem

fx)=sup ({0} U {1—-]2"2—4"|: neN={1,2,3,...} }) .

Obliczy¢

+o0
/ f(z) dx .

7

/ dx
et + et

1

1002. Obliczy¢

podajac wynik w postaci k/e", gdzie k,n € N.

1003. Obliczy¢ wartosé¢ granicy

(111+211+311+411+“.

1m
n—o00 (117+217+317+417+_”

podajac wynik w postaci utamka nieskracalnego.
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