SKRYPT A2 W.R.

Kolokwium nr 1
1. Calka nieoznaczona.
Calkowanie przez czesci i przez podstawienie.
Obliczy¢ /f(x)dm jesli f(x) dana jest wzorem:

580. 10° 581. Van (m,neN) 582.a%%, a>0 583. 3,4z %

2 3z 2
. _
584.1—2z 585. ( x) 586. (v +1)(z — vz +1) 587, \/M—:H
X
100 __ 1 3 6 7
588. (o4 1)2 589, ©— — L 590.sin?z 591 —_ 2. TVIEVE
x—1 z+1 x?

Znalezé taka funkcje I, ze F"'(x) dane jest wzorem
593. 22+ 2z 594. cosz 595. ¢’*

Znalez¢ taka funkcje F, ze
596. F"'(z) =2 +1,F'(0)=2, F(0)=3
597. F"'(z) =sinz , F"(0) = F'(0) = F(0) =0
1
598. F'(x) = e F1)=F(-1)=1,FQ1)=F(-1)=3

Obliczy¢ /f(a:)da:, jesli f(z) dana jest wzorem:

599. zsin2z 600. ze * 601. 23° 602. z"lnz  603. 23’  604. e“sin’z
605. zsinzcosz 606. e*sin2z  607. vVer —1 608. ¢*sine®  609. ze®

1
610. 1-sinlnz 611, =Y" 612, ¢¥" 613 —
NG zlnzlnlnx
614. cosz - ""%  615. 6'7" 616. sin®xcosx 617.tgr 618. xe$2(m2 +1)
t tg"x + 9arctgd 3
619. sin3z-sinbr 620, bl ggy, MABTHIMAET oy T
2 +1 2 +1 (x —1)12
In“z + Inx 2 5 .
623. ———— "~ 624. e ¥ 2°> 625.sinyr
X
V21 2 1
626. V2T 27, _©  G28. ——_ Wek. x=sint
x ver+1 V1—22



Kolokwium nr 2

2. Calka nieoznaczona.
Calkowanie funkcji wymiernych.

Obliczy¢ /f(w)d;zc, jesli f(z) dana jest wzorem:

1
629. arctgr  630. arctgy/z 631, ——Fr—rr—
& BV 1+vatl
T x r—2
632. 271 1) 633, ——— 634. —— 635, —
@ +1) (z+1)(2z + 1) 22 — 7z + 10 22 — Tz + 12
T 4x + 3 2 +1 xt
636. ——  637. — — 638, — — 639, — —
222 — 3z — 2 (x —2)3 3 — z? z2 +1
1
640.4—34i;7 641, ———
vz — Yz zyv/x + 1
1 e’ —1 x2
642. — —— 643. — — Wsk. t=¢* 644. 1-In(1+2%) 645.
1+ Yz +1 el ¢ a1+ 1+ a3
1 728 4 322 + 4z
646. zln(z® +1) 647. —————  648.
(e +1) 22—z —1 x’ + a3+ 222 4+ 4
649. /Zlnz 650. —° 651 g5
. Vzlnz S - B T
e2r 41 e2r +1 e3r —1
1 Vz+1+1 1
653. — — 654 VI g5
(z+1)Vz Ve+1-1 26 + 4
656 ! 657 ! 658, — "
T (2% 422+ 2) (22 — 4) Vit Jzro Talh -1
1
659. —— Wsk. 2! +1= (2" +az+1)(z” + bz +1)
x4+ 1

222 +41x — 91

660. zarct 661.
v arcier (z—1)(z +3)(z — 4)

Wyrazi¢ I,, przy pomocy I, lub I,,_o
1
662. I,(z) :/de 663. I,,(z) = /x"e””dx 664. I,,(z) = /x" sin zdx

665. I,,(z) = /sin” xdr  Wsk. sinz -sin" 'z przez czesci

2
666. I,,(z) = /ln"mdx 667. I,,(z) = /x"em dx



Kolokwium nr 3

3. Calka oznaczona.
Suma Riemanna i obliczanie calek.

Poda¢ wzor na C,, = > &= 2 f(a+ 7)) oraz obliczy¢ hm Cp
k=1

668. f(r)=1,a=5,b=8 669. f(x)=2,a=0,b=1
670. f(x)=z,a=1,b=5 671. f(z)=2>,a=0,b=5
672. f(x)=2°,a=0,b=1 673. f(z)=22+5,a=-3,b=4
674. f(x)=x2+1 a=-1,b=2 675. f(x)=2>+2,a=0,b=4
676. f(x):egc,a—O,b—l
Obliczy¢ nastepujace catki poprzez konstrukcje ciggu podzialéw dziedziny oraz obliczenie
granicy ciggu sum Riemanna

4 e

677. [2'0dx (Wsk. 2-2%/")  678. [1224y (Wsk. e*/m)
2 1
20

10 1
679. Ofxdx 680. 1f62md:z: 681.g%dax (Wsk. £)

1 2 4
682. [ |z|de 683. [ 4 (Wsk. 2/")  684. [\/zde (Wsk. 4k)
—1 1 0

Obliczy¢ calki oznaczone:

™ 2 2
685. [ sinz?7dz  686. farctg[x]daz 687. [[cosz?]dx
0

-
2

1
688. [1+zdx 689

| dr 690, [ ———dx
/ _f (11+5gc)3 _{3 Vot
1 3 1
691. Ofﬁdw of n(z3 —r)dr  693. Ofxe*‘”dx
/2 e—1 T
694. [ zcoszdr 695. [ In(z+1)dz 696. [2®sinzdz
0 0 0
9 NG e? a 2
x Xz
697. 4] Setpdr 698, L[x\/m 699. fzﬂg
2 . 5, 1
j T |
703. [zlogoxdx T04. [ wE—dx 705. [ |sinz|dx
1 ? o Vite? 0
/2 ms
706. | coszsin't zdz  70T. | < eVTi3 dx
0 0
T 27
708. [ 2?7 coszdr 709. [(x— )27 coszdx

0

|
3



4. Calka oznaczona.
Suma Riemanna i szacowanie calek.

Obliczy¢ granice

: 1 1 1 1 1 : 120422043204 4 pn20
710. nh—>I%o sttt t ot 711. 7Lh_}ngo 5T

712. lim (# + (71_:1)2 + (n—&2)2 + (n-:3)2 +o.t (2711)2) n

n—oo

1 1
713. lim f@ Tl T v T e s et

714. lim (sm; + sm% + sin% + .. Fsin?)- 1

n

f\/%

n—oo
715. lim (V4n ++v4n+1+V4n +2+ ... +/5n) - ﬁ
n—oo
: 1 1 1 1 1
76 I (Gt mm et v Ve

717, lim oY+ Vndlt Ynt2t. +V2n)
" nooo f+vn+ +vn+2+...4+v2n

718. lim ;% +

n n n n
T e T ot e

’I'L—)OO 2+1
Ly 4 4 4 4
719. lm =0+ i s e T T o
L1 1 1 1 1
720. lim =+ ois o e T T

n—oo

: 1 1 1 1 1
721. lim ™2 + n2+1 + n2+42 + n2+3 +.ot 8n?

n—oo
722. lim L(eVi eV 4 eV 4+ eVh)

n—oo

1 1 1 1 1
723. lm (G + A=t At s Tt ) s
240 241 242 43 ’+

724. nh—>12<; ?377,)3 (37;+1)3 + (37;L+2)3 + (37;L+3)3 + ...+ ?4,“)?
725. nll)rr;o 2 + 2(n11)2 + 2(n7—i1-2)2 + 2(ni3)2 + ...+ 507;2
726. nh_)H;O byl + 2+(Z+1)2 + TL2+(777;+2)2 + n2+(2+3)2 + ...+ 4507:12

Udowodnié nastepujace oszacowania
/2 2
727. [ BIdr <2 728. ;< [ Slgde<j
0 1
10
729. L < [ <
9

11 x+sinx

2
730. [ A% de <3
-1

1
8 1422

4
731. [z(1—2%F7)de <1 732,22 < [2V/%dx
2

O

3 2
733.5 < [2%dr <31 734. [ldx <3
1 1

Kolokwium nr 4

735. Udowodni¢ oszacowanie 2 < f 2%dx < 8. Wskazéwka: Oszacowaé z% przez x®



Kolokwium nr 5

5. Calka oznaczona.
Dlugosci, pola, objetosci.

Obliczy¢ pole figury ograniczonej nastepujacymi krzywymi
736. y=2’iy=2zx+5
737. y = e® i prosta przechodzaca przez punkty (0,1) i (1,e)

2
738. y:sinxiy:—m 739. y=atiy =123
T
1 5 1 1
740. y=—iy=—-—z T4l.y=— ,y=—
x 2 x2 3

Dla danych f(z), a i b obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y = f(z), a <z <b
742. 2 ,1,2 743.20 -3, -7, 12
744. 22 , 0, 1 Wsk. Skorzysta¢ z tablic catek.
745.¢% 1,2 T46. V73, 6,10 74T. %,0,1

Dla danych f(z), a i b obliczy¢ pole powierzchni powstalej przez obrot krzywej
y=f(z), a <z <bwokot osi OX
748.23,0,5 749.e*,0,10
750. \/x ,0,4 751.sinz,0, 7 752.cos7x,0, 27

Dla danych f(z), a i b obliczy¢ objetosé bryty powstalej przez obrét obszaru
0<y< f(z),a<x<bwokot osi OX
753. Vr,0,1 754.x,1,5 755.27,0,10

756. ¢, -3 ,0 757, 511190,0,377r

Obliczy¢ objetos¢ bryty powstatej przez obrot obszaru ograniczonego krzywymi o po-
danych réownanich, wokot osi OY

ix=2

758. y=¢€" ,y=0,z=0iz=5 759.y=sinziy=—sinz,0<x<7

1
760. y = — |
x
762. > =1— (v —2)2

y=0,z=1iz=2 T76l.y=lnz,y=0,z=1iz=ce¢

763. Obliczy¢ dlugosé tuku krzywej y = vVx + 7 ,0<x <5,

764. Obliczy¢ objetosé bryty powstalej przez obrot obszaru
0<y<ze®,0<ax<1wokét osi OX .

765. Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej y =Inz , 1 <z < /3.

766. Obliczy¢ objetos¢ bryly powstatej przez obrot obszaru
arctgr < y < v/arctg?r + /1 +sinz, 0 < z < 7 wokoét osi OX .

767. Pomararicze o cienkiej skorce pokrojono na plastry réwnej grubosci. Dowiesé, ze
kazdy plaster zawiera tyle samo skorki.

768. Od pomaranczy o grubej skérze odkrojono konce tak, aby ukazal sie migzsz. Po-
zostala czesé pokrojono na plastry rownej grubosci. Dowiesé, ze kazdy plaster zawiera tyle
samo skorki.

769. Pasem o szerokosdci d nazywamy obszar plaszczyzny zawarty pomiedzy dwiema
prostymi réwnolegtymi odlegltymi o d, wraz z tymi prostymi.

Czy koto mozna pokry¢ pasami o sumie szerokosci mniejszej od Srednicy kota?

Paséw ma by¢ skoriczenie wiele.



Kolokwium nr 6

6. Calki niewlasciwe.
Obliczanie i badanie zbieznosci.

Zbada¢ zbiezno$c¢ calek niewtasciwych, obliczy¢ te, ktore sa zbiezne

oo 4 o 1
d d d 1
770. /755 1. | 22 7ra. /—x 773. /Ld:c
2 +1 vV N3 x?—1
0 0 1 —1
774. / 2 g, / L 176 / coszdr  TTT. / 2V dz
zlnz eV
2 0 0 1
() 1 e’} .
778. /e”dm 779. /el/xdaz 780./ —dx
—00 0 1
oo d o0
781. /72 782. /xs sin z4dx
zln“x

2 0
Zbadaé zbieznosé calek niewtasciwych
oo

1
dx dz dx
783. ——  T784. — 785. _
/x2—|—sin2x /\/E—i— arctgx /x—sinm
1 0 2
T od T14 o+ Tt 41
786. /7”5 787. /+x—+|nx|d:v 788. /x Ry
Vv + x? x
0 0
+oo

4 +1
7 dzx 7 arctgr / dzx
789. —— 790. ———dx 791. _—
/ Nz / 2 + arctgr 1+22+sin’x
0 0

—00

oo

0

1 p—

1
T+1 \/de

792. /e_l/mdx 793. [ Ve +1—Jxdr 794,
0
1

OSZUSTWO 795. (funkcja ciggla nieujemna majaca catke mniejsza od zera):

Niech
1

f(z) = a?(el/* + e 1/®)
0 dlaz=0

dla z #£0

1
Bez trudu mozna sprawdzi¢, ze f jest ciaglta w zerze, a zatem obliczenie catki f f(x)dx nie
—1
powinno nastreczaé trudnosci. Poniewaz
1
x2(el/x +e—1/w)

fz) =

1/x

poza pojedynczym punktem z = 0, po wykonaniu podstawienia ¢t = e*/* otrzymujemy

1 1 e

[t~ [ e =

-1 -1 1/e

1
= —arctgt ]/, = —arctge + arctg— = g — 2arctge < 0
e

1
Wyjasni¢, na czym polega oszustwo i obliczy¢ prawdziwa wartos¢ catki [ f(z)dx.
1

Zbadacé zbieznos¢ caltek niewtasciwych, obliczyé wartosé tych, ktére sa zbiezne



1 1

el/z
796. / T 7Ty Q)dx 797. /1n|a:|d1:
22 e

798. Dacé przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi réwnosé
f(n) =1, ale catka [ f(z)dx jest zbiezna.
1

799. Dacé przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi réwnosé
oo
f(n) = %, ale calka [ f(x)dx jest rozbiezna.
1

n2?

800. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi rownosé
f(n) =n, ale calka [ f(z)dx jest zbiezna.
1

801. Da¢ przyktad takiej funkcji ciaglej f : R — R, ze dla n € N zachodzi rownosé
f(n) =0, ale catka [ f(z)dx jest rozbiezna.
1

ze dla n € N zachodzi réwnosé

802. Da¢ przyktad takiej funkcji cigglej f : R — R
f(n) =e", ale calka [ f(x)dx jest zbiezna.
1

Kolokwium nr 7

7. Szeregi liczbowe.
Obliczanie i1 badanie zbieznosci.

Kryteria zbiezno$ci szeregéw - co kazdy student wiedzie¢ powinien.

1. VVARUNEIO{O KONIECZNY ZBIEZNOSCI.

Jezeli szereg Z an jest zbiezny, to lim a, = 0.
ne1 n—oo
Innymi stowy, jezeli ciag (a,) jest rozbiezny lub zbiezny do granicy roznej od zera, to

o0
szereg . a, jest rozbiezny.
n=1

2. ZBIEZNOSC SZEREGU NIE ZALEZY OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZE-
NIE WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW.
Oczywiscie zmiana lub pominiecie tych wyrazéw ma wplyw na sume szeregu zbieznego.

3. KRYO'.;‘ERIUM POROWNANWCZE.
o0

Niech Zan i > b, beda szeregami o wyrazach nieujemnych, przy czym dla kazdego
n=1

n=1
n € N zachodzi nieréwno$é¢ a,, < b,.

Jezeli Zan =00, to Y b, = 0.

n—1 n=1

0 o
Jezeli an < oo, to Y a, < oo.
n=1

n=1

4, KILKA SZEREGOW.
>~ g™ jest zbiezny dla |g| < 1, rozbiezny dla pozostatych gq.
n=1

o0
> n® jest zbiezny dla a < —1, rozbiezny dla pozostalych a.
n=1
o0

S L jest zbiezny dla a > 1, rozbiezny dla pozostalych a. Logarytm ma dowolna

nlogn
o g

pods?awq wieksza od 1.



5. KRYTERIUM D’ ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

. An+1
lim || = g<1,
n—oo | Qg
o0
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica
. a
li g > 1,
n— oo Ay,

o0
to szereg > a, jest rozbiezny.
n=1

6. KRYTERIUM CAUCHY EGO.
Jezeli (ay,,) jest ciagiem oraz istnieje granica

lim ¥/|a,|=9g<1,
n—oo

o0
to szereg > a, jest zbiezny.
n=1
Jezeli istnieje granica

lim {/|a,|=¢g>1,
n—oo

o0
to szereg > a, jest rozbiezny.
n=1

7. ZBIEZNoéé BEZWZGLEDNA.

Jezeli Z |an| < 0o, to szereg Z ay, jest zbiezny.

n=1 n=1

8. SZEREGI NAPRZEMIENNE - KRYTERIUM LEIBNIZA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem nierosnacym zbieznym do 0, to szereg

Z n(=1)""1 jest zbiesny.

Obliczy¢ S, Zak, a nastepnie znalezé¢ lim S,

n—o0
k=1
1 2k 4 5k
803. ap = % 804. ap = W
127
805. Dowiesé, ze 4 < — < 7.
n
n=1

806. Dowiescé, ze szereg Z

—7 jest zbiezny, a jego suma jest mniejsza od 2.

Rozstrzygnadc czy nastqpumce szeregi sa zblezne

1+n ~2-5-8-...-(3n—1)
807. Y ——— . 809. Y —— 810.
nz::an—Fl n:2n2—1 nz::an—i—l Zl-5~9-...-(4n—3)

n=1

oo

5n% — 1 G 1
811. - 812. —_—
Zn5+6n2+8n+47 ;(2n71)~22"*1

oo

> 1 1
814. § ——  815. § e
= Vn?+2n o (nt(n+4)

o 1 = (2n— 1)
817. — 818. —

813.

816.

>
> @



1
820. Z \/W 821. Z,/" 822. Z—.
824. Z— 825. Zmin

1000™ n®+m
826. —— 827. — 828.
nz::l 10/n! Z 922m ; nT+e

Czy istnieje ciag (a,) taki, ze (podac przyktad lub dowies¢, ze nie istnieje) :

829. a, > — dla nieskoniczenie wielu n, V a, > 0, szereg Z an jest zbiezny.

neN 1

]_ [ee]
830. a,, = on dla nieskonczenie wielu n, Zl a, =10 .
e

i _

832. V a, €Z, a, =n dlan <100, szereg Z an jest zbiezny.

831. V a,:=
neN

S

neN el
o0

833. a, = 1 dla nieskoiiczenie wielu n, szereg E a,, jest zbiezny.
n=1

oo oo o0
834. Szereg Z ay, jest zbiezny, szeregi Z Aop_1 1 Z asp 83 rozbiezne.

n=1 n=1 n=1

835. Szereg Z an jest rozbiezny, szereg Z(agn,l + agy,) jest zbiezny.

n=1 n=1

(oo}
836. Szereg Z a, jest rozbiezny, szereg Z(agn_l + agy,) jest zbiezny, nh_}n;o a, =0.

n=1 n=1
o0 o0
837. Szeregi Z(agn,l +agy)ial + Z(agn + agp+1) sa zbiezne, ale maja rézne sumy.
n=1 n=1

oo oo
838. Szereg Z a,, jest rozbiezny, szereg Z a? jest zbiezny.

n=1 n=1

oo o0
839. Szereg Z a, jest zbiezny, szereg Z a? jest rozbiezny.

n=1 n=1

Kolokwium nr 8

8. Szeregi liczbowe.
Zbieznos$¢ bezwzgledna i warunkowa.

Ktore z nastepujacych szeregéw sa bezwzglednie zbiezne, ktére warunkowo zbiezne, a
ktore rozbieZne

n+1 n+1 n+1
840. Zl n—l 841. Z 842. Z 2n—1
oo ( 1)n+1n+1 n 210
843. ;771 844. Z \/m 845. nzl 32”
o0 (_1)n+1n3 0 (_l)n n+12n
846. nz::l o 84T nzz p—C 848. Z
n 2
849. 3" 3"17 850. Z n! + 851. Z 1/4 852. Z ";;21 )"
n=1 n=1



853. nil (\;%n (1+ (\/1%”> 854. Z nm 855. iw
56. S:l (j: 857. g:l (;11/27 858. n; (Vn+2—+v/n)(-1)"
859. Czy mozemy ocenié zbieznos$¢ szeregu i1 an, jezeli wiemy, ze
a) nh%rrgo a, =0 b) nlLII;O an = —i c) nhﬁrr;c) CLZZI = —Z d) a, —ap41 > %

860. Podac¢ sume szeregu, jezeli szereg jest zbiezny.
(o] o]

1 1 =1 = (=1)"
V2 2o 92w )3

n=-—2 n=-—o0o

861. Zbada¢ zbieznosé szeregu

w zalezno$ci od parametru rzeczywistego dodatniego a. Dla jednej wartosci a mozna nie
udzieli¢ odpowiedzi.

862. Zbada¢ zbieznosé szeregu

—(n+2)m
863. Zbadac¢ zbieznosé szeregu
n+2
n=1 n+ 2)

Kolokwium nr 9
9. Szeregi potegowe.

Obliczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego
— nl — [4n = 2 — (n+10
864. » —a"t"  865. " 866. lz""  867. "
Znn”” nzo(n)“‘ e sy (M)
l

Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potegowego

> 107" 00 . 0 n
869. Y ——  870. Z o 8TL Y50 s, nz—:l”(’fm

n=1 n= 1 n=0

o0 2n n+5 3n+7 n+7,.6n
x 4 27Ty

873. E — 874. E 876. _
n=1 "V Tl2 tn—n e n=1 \/ﬁ

©0 n,.3n o oo (3n\,.n
1,.2" (54n + 1) € n? _n? n ).’L‘
877. E: nle 878. 321 —(81n 2y 879. ng_ 10" x 880. E

881. Poda¢ przyktad szeregu potegowego o promieniu zbieznosci 2 i sumie réwnej 7 dla
z=1.

10



882. Poda¢ przyktad dwoéch szeregéw potegowych o promieniach zbieznosci 1, ktérych
suma jest szeregiem potegowym o promieniu zbieznosci 2.

883. Udowodnij, ze

(S (Eer)-5

n=0

884. Podac przyklad szeregow potegowych, takich ze (307 anz™) (3 oo, bpz™) =1 dla
wszystkich |z| < 1, mimo iz szeregi te nie sa funkcjami stalymi.

Wyprowadzi¢ wzér na pochodng rzedu n funkcji zmiennej z danej wzorem

1—
885. In(z'%) 886. zlnz 887.\/x 888. r’sinz 889. . +‘T
X

1
891. sinbr 892. 27 893.¢* 894.x+ - 895. 2% 896. sin’z
X

890. ze”

Obliczy¢ sumy szeregéw potegowych
n=0 n=0 n=1 n=1

Rozwina¢ dana funkcje w szereg potegowy
1
901. vz +2 902. 213 903. In(z + )
x

Kolokwium nr 10
10. Szeregi zespolone.

Kryteria zbieznoSci szeregéw o wyrazach zespolonych

Warunek konieczny zbieznosci

o0
Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg > z, jest rozbiezny.
n=1

Zbieznosé bezwzgledna
[&.°] o0
Jezeli Y |zn| < 00, to szereg > z, jest zbiezny.

n=1 n=1

Kryterium d’Alemberta
o0
Intl | <1, to szereg Y. z, jest zbiezny.

n=1

Jezeli lim

n—oo n

Zn41

n

o0
> 1, to szereg Y. z, jest rozbiezny, a co wiecej
n=1

Jezeli lim
n—o00

lim |z,| = +oo.
n—00

Kryterium Cauchy’ego
o0
Jezeli lim V/|z,| < 1, to szereg > z, jest zbiezny.
n—oo

n=1

o0
Jezeli lim V/|zn| > 1, to szereg > z, jest rozbiezny, a co wiecej
n— o0 n=1

lim |z,| = +o0.
n—oo

Uogodlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych
Jezeli ciag (a,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciggiem liczb rzeczywistych dodatnich,

o0
to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| = 1 oraz z # 1, szereg > a,z" jest zbiezny.
n=1
Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wowczas na ogot stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria
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o0 o0 o0
Jezeli szeregi > z, 1 > yn sa zbiezne, to szeregi > (2, & y,) sa zbiezne i wowczas
n=1 n=1 n=1

Z(zn:tyn) = Zzn:tZyn
n=1 n=1

n=1

o0 oo o0
Jezeli szereg > z, jest zbiezny, a szereg > y, jest rozbiezny, to szeregi > (2, = yy) sa
n=1 n=1 n=1

rozbiezne.
oo
Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg . cz, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
n=1

o0
zbiezny jest szereg > z,. Jesli oba szeregi sa zbiezne, to
n=1

o0 oo
E CzZp = C E Zn -
n=1 n=1

Zbiezno$¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skoniczenie wielu poczatkowych
wyrazow.

o0 o0
Szereg > z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sa jednoczesnie szeregi > Rez,

n=1 n=1

o)
oraz Y, Imz,. Jedli podane szeregi sa zbiezne, to

n=1
o0 o0 o0
g Zn = E Rez, +1 g Imz, .
n=1 n=1 n=1

Obszar zbiezno$ci szeregu potegowego jest kotem o érodku w zerze i promieniu R €
[0, +00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R = 0 kolo zbieznosci degeneruje sie
do punktu 0, przy R = 400 obszarem zbieznosci jest cala plaszczyzna zespolona.

Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze by¢ zbiezny w czesci
punktéw, a w czesci rozbiezny.

Zbadaé zbieznos¢ szeregdw:

e 1 > n > n > n—+1
9204. S —— 905. 906. 907.
;n2+in+l nz::ln3+i nz::lrﬂ—l—z’ nz;ln2+i
908. 5" —"— 909. 5"V 910.5° " 9113 1 _
';nuz‘ ';n4—i ';Z ';(1—¢)n

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregéw potegowych:
912. 2"z"  913. —-  914. " 915. 12" 916. —
> > > ne > ntz >
n=0 n=1 n=1 n=0 n=1

= nz" = noz" 2 2" = = (iz)”
917. 918. 919. —  920. 1 "o921.
Lo ML e o e e g

Kolokwium nr 11
11. Szeregi funkcyjne
Normg supremum funkcji f nazywamy liczbe

I£1l = sup [f(z)]
x€Dy
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Definicja zbieznosci jednostajnej ciagu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspoélnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostajnie
do f, jezeli
Tim (£ — £ =0

Jezeli ciag (f,) funkcji ciaglych jest zbiezny jednostajnie do funkeji f, to f jest funkcja
ciagta.

Jezeli ciag (f,) funkcji majacych ciagte pochodne jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, a
ciag pochodnych (f/) jest zbiezny jednostajnie do funkeji g, to funkcja f jest rézniczkowalna
iprzy tym f/ = g.

o0
Szereg funkcyjny > f,, o wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi na wspolnej dziedzinie,
n=1
nazywamy zbieznym jednostajnie, jezeli ciag sum cze$ciowych (S,,) okreslony wzorem

Su=> e
k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregéw liczbowych, granice ciagu sum

czeSciowych nazywamy suma szeregu.

oo oo
Jezeli > || fnll < 400, to szereg funkcyjny > f, jest zbiezny jednostajnie.

n=1 n=1

[ee]
Jezeli szereg funkcyjny > f, o wyrazach bedacych funkcjami ciaggltymi, jest zbiezny jed-
n=1
nostajnie, to jego suma jest funkcja ciggta.

o0
Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego > f,, maja ciagle pochodne, a

n=1

oo o0
szereg > . f! tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu > f, jest funkcja rézniczkowalng

n=1
oraz

922. Udowodnij, ze jesli szereg potegowy >~ ¢,z™ 0 promieniu zbieznosci R > 0 zeruje
sie dla wszystkich |z| < R, to ¢, = 0 dla n € NU {0}.

923. Udowodnij, ze jesli Y o0 janaz™ = > 07 byz™ dla wszystkich |z| < R, gdzie R > 0,
to a, = by, dlan € NU {0}.

Obliczy¢ sumy szeregéw potegowych
924. Y 2°" 925. ) —— 926. Y na" 927. Y —

Rozwinaé¢ dang funkcje w szereg potegowy
928. In(1 —2) 929. arctg(z) 930. sin’(x)

931. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny
(o] .
Z Sin nx
n?+1
n=1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciagla.
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932. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny

(oo} .
Z SN nNT
n3+1

n=1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rézniczkowalng i ma ciagta pochodna.

933. Wyprowadzi¢ wzor na sume
oo
cos nx

n=1

Kolokwium nr 12
12. Szeregi Fouriera.

Szeregiem Fouriera funkcji f : R — R o okresie 27, calkowalnej na przedziale dtugosci
27, nazywamy szereg

o0
ag + Z (an cosnz + by, sinnz) |

n=1

gdzie

A+27

ap, = f(x) cosnz dx
A
A+2m

by, = - / f(z)sinnz dz

A

—_

Powyzsze calki nie zaleza od wyboru dolnej granicy przedziatu catkowania.

Jezeli ponadto funkcja f jest przedziatami monotoniczna oraz dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x zachodzi rownosé
f@™) + fah)

fla) = LT
to f jest (punktowo) suma swojego szeregu Fouriera.

Ro6wnosé Parsevala:

A+27 o
/ f(x)? doe = 2mal + 7 Z (a +b2)
A n=1

Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji
934. f(z) =z dlaz € (—m,m) 935. f(z) = |z| dla z € (-3, 2F)
=2?>dlax e (—mm) 937. f(z) = 2% dla x € (0,27)

936. f(z) :
938. f(z) =2’ dlaz e (-%,3) 939. f(z) = [%£] dlax € (0,2n)
940. f(z) =e* dlaz € (0,2r) 941. f(z) =e" dlax € (—m,7)
942. f(x) = |sinz| dla x € (0,27) 943. f(z) = el*l dla 2 € (—7, 7)
944. f(z) =sin 3z dla z € (0,2n)
945. f(x) = {sinx dla = € (0,7)

cosz dlax € (m,2m)
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2?2 dlaz € (0,7)
0 daze(m2m)

-1 dlad0<z<m/2
1 dlarn/2<z<2n

946. f(z) = {

947. f(z) = {

948. Obliczy¢

=1
Zn2—|—1
n=1

stosujac wzér Parsevala do f(z) = e” na (0,27) oraz wstawiajac = 0 do szeregu Fouriera
tej funkcji. Poréwna¢ obydwa wyniki.

949. Obliczy¢

oo

1
>

n=1

wstawiajac x = 0 do szeregu Fouriera funkcji f(x) = cos(zv/2) na (0,27) .

950. Obliczy¢

uzywajac f(z) = z(m — |z|) na (—m, 7).
951. Rozwinaé w szereg Fouriera funkcje f okreslong wzorem
f(z) =sin®z - cos 5 - cos T .
952. Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslong wzorem

f(x) =sin*z .

953. Obliczy¢ calke oznaczong
227 /7

/ COS10 X .

87 /7
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