1-1. Indukcja matematyczna.

Szanowni Panistwo, ponizej znajda Panstwo podstawowe informacje dotyczace indukcji
matematyczne;j.

0. Anegdota o mlodym Gaussie. Pewnego razu nauczyciel klasy szkoly podsta-
wowej, do ktorej uczeszczal mlody Gauss, potrzebowal troche czasu podczas lekcji, aby
omowic¢ pewne kwestie ze swoim asystentem. Aby zajaé¢ czym$ swych uczniéw polecil im
wysumowanie wszystkich liczb od 1 do 100. Ze wzgledu na poziom wiedzy tych uczniéw
zadanie bylo jasne o tyle, ze maja obliczy¢ sume:

1+24+3+...4+98+99+ 100 =7

Wierzac, ze tego typu zadanie zajmie uczniéw na wystarczajaca ilosé czasu, zdziwit sie, gdy
“w mgnieniu oka” przy jego biurku pojawil sie uczen (C. F. Gauss) meldujacy wykonanie
zadania 7z wynikiem 5050.

Ta odwazna postawa ucznia zainteresowala nauczyciela i jego asystenta. Po krotkim
“przestuchaniu” ucznia okazalo sie, ze tak szybki wynik uzyskal laczac sumowane liczby w
(skrajne) pary i stwierdzajac, ze (po polaczeniu danych stu liczb w pary) tych par jest 50:

14243+ .. 4984994100 = (14+100)+2+3+...+98+99 = (14+100)+(2499)+3+...+98 =

(1+100) + (2 +99) + (3 +98) + ... =101 + 101 4 101 + ... = 101 - 50 = 5050.

Tak wiec mlody Gauss nie tylko potrafil poda¢ wynik zadanej sumy, ale réwniez umial
zgrabnie wyjasni¢ jak go uzyskal :). Chociaz nie jest do korca jasne, czy zdarzenia opisane w
tej anegdocie w istocie sie zdarzyty, to (dla uproszczenia) w dalszej czesci wyktadu zalozymy,
ze tak.

1. Uogdlnienie 1. Powyzszy wynik Gaussa mozna uogélni¢. Takie uogodlnienie polega
na tym, ze metoda sumacyjna wykorzystana przez Gaussa dziala rowniez dla sumy

14+2+3+...4+998+999 + 1000 =?
A w ogo6lnosci, dla sumy

14243+..4(n—-2)+n—-1)+n,
gdy n jest liczba parzysta.

W istocie, gdy n jest liczba parzysta, to powyzsza suma moze zostaé¢ obliczona (tak jak
to zrobil Gauss) w analogiczny sposéb:

1+243+...+(n=-2)+(n—-D+n=1+n)+24+n-1)+B+n—-2)+...=(1+n)-

|3

Czyli ponownie taczymy sumowane liczby w pary (suma w kazdej parze to 1+ n) i mnozymy
to przez liczbe par (czyli 7).

2. Uogoblnienie 2. A jak poradzi¢ sobie z suma,
142434+...+(n—2)+(n—1) +n,

gdy n jest liczbag nieparzysta?

Ponownie mozemy polaczy¢ sumowane wyrazy w (skrajne) pary. Tym razem jednak “srod-
kowy” wyraz pozostanie bez pary. Laczac (skrajne) wyrazy w pary tym razem otrzymamy,
ze

142434+..+(n=-2)+(n—-1+n=1+n)+2+n-1)+B+n—-2)+...+ sw,

gdzie sw oznacza Srodkowy wyraz w zadanej sumie.
Pojawia sie wiec nastepujacy problem: Gdy n jest liczba nieparzysta, to Srodkowy wyraz
Sw W ponizszej sumie
1+243+...+(n—=2)+(n—-1)+n



wyraza sie jako
sw =7

Aby rozwigza¢ ten problem zauwazmy, ze sw (czyli ten §rodkowy wyraz) powinien by¢
bliski “Srodka”, czyli 5. Poniewaz n jest nieparzyste, to w takim razie sw moze by¢ réwne
n=1 1, ntl

2 2 -

Zeby wybra¢ poprawna opcje z tych dwoch podanych powyzej mozemy rozwazyé prosty

przyktad. Dla n = 3 §rodkowy wyraz sumy

14...4n=1+2+3,

to

2_3+1_n+1
T2 2

Podobnie dla n = 5 srodkowy wyraz sumy
1+...4n=142+3+4+5,

to
3_5+1_n+1
T2 2

Dzieki temu mozemy uwierzy¢, ze dla nieparzystych n §rodkowy wyraz sw w sumie

14+243+...+(n—2)+(n—1)+n

wyraza sie jako
n+1
sw = .

2
To pozwala nam powréci¢ do obliczenia sumy

14243+...4(m—=2)+(n—1)+n

w przypadku, gdy n jest nieparzyste.
Mozemy wiec stwierdzié¢, ze w tym przypadku

1+243+...+(n=-2)+(n—1+n=>1+n)+2+n-1)+B+n—-2)+...+sw=

n—1 n—1 n+1
1 . —(1 :
(1+mn) 5 tsw (1+mn) 5t
bo liczba par w tym przypadku wynosi 251, a sw = 2.

W skroécie, powyzsze kalkulacje daja, ze

n—1 n+1 1+n
+ =

L+2+. +n=(1+n) — 5 5

1
(n—=1)+1)= 5(1 +n)n.
Warto zaznaczy¢, ze ten wynik mozna tez otrzymaé¢ zauwazajac, ze dla nieparzystych n

1+2+...4+4n=0+1+4+2+...+n = [taczac w (skrajne) pary] =n+n+... =

n+1
5
Yaczac wyniki uzyskane dla n parzystych i nieparzystych otrzymujemy nastepujacy

[zliczajac liczbe par] = n -

Fakt. Dla kazdej liczby naturalnej n
1
(%) 1+2+”.+n=§m+lm.

Uwaga: Na naszych zajeciach przyjmujemy konwencje, w ktoérej liczby naturalne nie
zawieraja zera. Czyli, ze zbidr liczb naturalnych to

N=1{1,2,3,...}.



3. Indukcja matematyczna. Postaramy sie udowodni¢ Fakt uzyskany w poprzedniej
sekcji stosujac indukcje matematyczna.
W tym celu oznaczamy formule (x) przez T(n), czyli

1
T(n): 1+2+...+n:§(n+1)n.
To oznaczenie rozumiemy tak, ze np. dlan =7
1
T(7): 1+2+...+7:§(7+1)7.
Za n mozemy jednak podstawi¢ nie tylko ustalong liczbe, ale réwniez np. n + 1 otrzymujac

1 1

T(n+1): 1+24+...+n+(n+1)= 5((n+1)+1)(n+1) = §(n+2)(n+1).

Po wprowadzeniu oznaczen przeprowadzamy dowod indukeyjny, ktory sktada sie z dwoch
czesci.

1) Sprawdzenie. Dokonujemy sprawdzenia, ze formuta T'(n) jest prawdziwa dla poczatkowej
wartosci n. Czasem nalezy wykona¢ to sprawdzenie dla paru poczatkowych wartosci n, ale
w tym przykltadzie wystarczy wykonaé¢ sprawdzenie dla n = 1.

Tak wiec sprawdzamy czy T'(1) jest prawda:

T(): 1=+

Wyszlo, ze jest, wiec przechodzimy do drugiej czesci dowodu.

2) Krok indukcyjny. Zakladamy, ze T'(n) jest prawda dla pewnej (ustalonej) liczby natu-
ralnej n i staramy sie wykazaé, ze w takim razie prawdziwa jest réwniez formuta T(n + 1).
Zakladamy wiec, ze dla pewnej (ustalonej) liczby naturalnej n zachodzi

1
1+2+...+n:§(n+1)n

(jest to tzw. zalozenie indukcyjne) i staramy sie wykorzysta¢ ta informacje, aby obliczy¢
sume
1+2+...+n+(n+1).

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego szukang sume mozna obliczy¢ nastepujaco

1—|—2+...+n+(n+1):%(n+1)n+(n+1):(n+1) (g+1) :(n+1)”;2.

Otrzymalismy wiec, ze
1
142+...+n+(n+1)= 5(71—&—2)(n+1)7

czyli otrzymalismy T'(n + 1).
W skrocie, pokazalismy, ze jesli dla pewnego n formuta T'(n) jest prawda, to z tego wynika,
ze formuta T'(n + 1) tez jest prawda.

3) Dowod mozemy zakoriczy¢ sformutowaniem: “Na mocy indukcji matematycznej T'(n)
jest prawda dla wszystkich n € N.”

4. Ciag arytmetyczny. Warto dodaé, ze Fakt wykazany indukcyjnie w poprzedniej
sekcji jest przykladem znanej nam ze szkoty formuly na sume ciggu arytmetycznego.
Przypomnijmy, ze ciag arytmetyczny (a,) spelnia

Ap+1 —Ap =T

dla wszystkich n € N.
Dzieki temu
anp =a;+ (n—1)r



oraz )
aL+ax+...+a, = §(a1+an)n.

Uwaga: Dowdd powyzszego wzoru na sume ciaggu arytmetycznego mozna przeprowadzié
w oparciu o Fakt wykazany indukcyjnie w poprzedniej sekcji.

5. Ciag geometryczny. Przypomnijmy jeszcze, Ze ciag geometyczny (a,) spelnia
ap4+1 = (¢ - anp

dla wszystkich n € N.
Dzieki temu

an =ay-q¢"!
oraz n_1q
a+ax+...+a, =a;
q—1
dla g # 1.
Aby uzasadni¢ powyzszy wzOr na sume ciggu geometrycznego zauwazmy, ze
2 n—1 2 n—1 q" -1
a1+as+as+...+a, = a1 +aiq+aig+...+aiq =a1(1+qg+¢+...4¢" ) =m 1
bo
2 o ¢"—1
n—~L __

Powyzszy wzér warto zapamietaé i mozna go tatwo udowodni¢ mnozac obie strony powyzszego
roéwnania przez ¢—1 i skracajac odpowiednie wyrazy uzyskane po lewej stronie tego réwnania.
My jednak w ramach ¢wiczenia indukcji postaramy sie wykazaé ten wzoér indukcyjnie:

0) Oznaczenie.

n

q

1) Sprawdzenie. Dla n = 1 mamy, ze T'(1) jest prawda, bo

2) Krok indukcyjny. Zaktadamy, ze

n
—1
1+q+q2+...—|—q”_1:qu

dla pewnego n € N (czyli, ze dla pewnego n € N zachodzi T'(n)). Wowczas

n_ 1 n_1 n+1l _ . n n+1_1
l+g+@+.. ¢ g =1 +qr=1 + 1 -1 )
qg—1 qg—1 q—1 qg—1

wiec zachodzi T'(n + 1).
3) Konkluzja. Na mocy indukcji matematycznej T'(n) jest prawda dla wszystkich n € N.



