
1-1. Indukcja matematyczna.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej znajd¡ Pa«stwo podstawowe informacje dotycz¡ce indukcji
matematycznej.

0. Anegdota o mªodym Gaussie. Pewnego razu nauczyciel klasy szkoªy podsta-
wowej, do której ucz¦szczaª mªody Gauss, potrzebowaª troch¦ czasu podczas lekcji, aby
omówi¢ pewne kwestie ze swoim asystentem. Aby zaj¡¢ czym± swych uczniów poleciª im
wysumowanie wszystkich liczb od 1 do 100. Ze wzgl¦du na poziom wiedzy tych uczniów
zadanie byªo jasne o tyle, »e maj¡ obliczy¢ sum¦:

1 + 2 + 3 + . . .+ 98 + 99 + 100 =?

Wierz¡c, »e tego typu zadanie zajmie uczniów na wystarczaj¡c¡ ilo±¢ czasu, zdziwiª si¦, gdy
�w mgnieniu oka� przy jego biurku pojawiª si¦ ucze« (C. F. Gauss) melduj¡cy wykonanie
zadania z wynikiem 5050.

Ta odwa»na postawa ucznia zainteresowaªa nauczyciela i jego asystenta. Po krótkim
�przesªuchaniu� ucznia okazaªo si¦, »e tak szybki wynik uzyskaª ª¡cz¡c sumowane liczby w
(skrajne) pary i stwierdzaj¡c, »e (po poª¡czeniu danych stu liczb w pary) tych par jest 50:

1+2+3+. . .+98+99+100 = (1+100)+2+3+. . .+98+99 = (1+100)+(2+99)+3+. . .+98 =

(1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + . . . = 101 + 101 + 101 + . . . = 101 · 50 = 5050.

Tak wi¦c mªody Gauss nie tylko potra�ª poda¢ wynik zadanej sumy, ale równie» umiaª
zgrabnie wyja±ni¢ jak go uzyskaª :). Chocia» nie jest do ko«ca jasne, czy zdarzenia opisane w
tej anegdocie w istocie si¦ zdarzyªy, to (dla uproszczenia) w dalszej cz¦±ci wykªadu zaªo»ymy,
»e tak.

1. Uogólnienie 1. Powy»szy wynik Gaussa mo»na uogólni¢. Takie uogólnienie polega
na tym, »e metoda sumacyjna wykorzystana przez Gaussa dziaªa równie» dla sumy

1 + 2 + 3 + . . .+ 998 + 999 + 1000 =?

A w ogólno±ci, dla sumy

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n,

gdy n jest liczb¡ parzyst¡.
W istocie, gdy n jest liczb¡ parzyst¡, to powy»sza suma mo»e zosta¢ obliczona (tak jak

to zrobiª Gauss) w analogiczny sposób:

1+ 2+3+ . . .+(n− 2)+ (n− 1)+n = (1+n)+ (2+n− 1)+ (3+n− 2)+ . . . = (1+n) · n
2
.

Czyli ponownie ª¡czymy sumowane liczby w pary (suma w ka»dej parze to 1+n) i mno»ymy
to przez liczb¦ par (czyli n

2 ).

2. Uogólnienie 2. A jak poradzi¢ sobie z sum¡

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n,

gdy n jest liczb¡ nieparzyst¡?
Ponownie mo»emy poª¡czy¢ sumowane wyrazy w (skrajne) pary. Tym razem jednak �±rod-

kowy� wyraz pozostanie bez pary. �¡cz¡c (skrajne) wyrazy w pary tym razem otrzymamy,
»e

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n = (1 + n) + (2 + n− 1) + (3 + n− 2) + . . .+ sw,

gdzie sw oznacza ±rodkowy wyraz w zadanej sumie.
Pojawia si¦ wi¦c nast¦puj¡cy problem: Gdy n jest liczb¡ nieparzyst¡, to ±rodkowy wyraz

sw w poni»szej sumie
1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n
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wyra»a si¦ jako
sw =?

Aby rozwi¡za¢ ten problem zauwa»my, »e sw (czyli ten ±rodkowy wyraz) powinien by¢
bliski �±rodka�, czyli n

2 . Poniewa» n jest nieparzyste, to w takim razie sw mo»e by¢ równe
n−1
2 , lub n+1

2 .
�eby wybra¢ poprawn¡ opcj¦ z tych dwóch podanych powy»ej mo»emy rozwa»y¢ prosty

przykªad. Dla n = 3 ±rodkowy wyraz sumy

1 + . . .+ n = 1 + 2 + 3,

to

2 =
3 + 1

2
=

n+ 1

2
.

Podobnie dla n = 5 ±rodkowy wyraz sumy

1 + . . .+ n = 1 + 2 + 3 + 4 + 5,

to

3 =
5 + 1

2
=

n+ 1

2
.

Dzi¦ki temu mo»emy uwierzy¢, »e dla nieparzystych n ±rodkowy wyraz sw w sumie

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n

wyra»a si¦ jako

sw =
n+ 1

2
.

To pozwala nam powróci¢ do obliczenia sumy

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n

w przypadku, gdy n jest nieparzyste.
Mo»emy wi¦c stwierdzi¢, »e w tym przypadku

1 + 2 + 3 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n = (1 + n) + (2 + n− 1) + (3 + n− 2) + . . .+ sw =

(1 + n) · n− 1

2
+ sw = (1 + n) · n− 1

2
+

n+ 1

2
,

bo liczba par w tym przypadku wynosi n−1
2 , a sw = n+1

2 .
W skrócie, powy»sze kalkulacje daj¡, »e

1 + 2 + . . .+ n = (1 + n) · n− 1

2
+

n+ 1

2
=

1 + n

2
((n− 1) + 1) =

1

2
(1 + n)n.

Warto zaznaczy¢, »e ten wynik mo»na te» otrzyma¢ zauwa»aj¡c, »e dla nieparzystych n

1 + 2 + . . .+ n = 0 + 1 + 2 + . . .+ n = [ª¡cz¡c w (skrajne) pary] = n+ n+ . . . =

[zliczaj¡c liczb¦ par] = n · n+ 1

2
.

�¡cz¡c wyniki uzyskane dla n parzystych i nieparzystych otrzymujemy nast¦puj¡cy

Fakt. Dla ka»dej liczby naturalnej n

(∗) 1 + 2 + . . .+ n =
1

2
(n+ 1)n.

Uwaga: Na naszych zaj¦ciach przyjmujemy konwencj¦, w której liczby naturalne nie
zawieraj¡ zera. Czyli, »e zbiór liczb naturalnych to

N = {1, 2, 3, . . .}.
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3. Indukcja matematyczna. Postaramy si¦ udowodni¢ Fakt uzyskany w poprzedniej
sekcji stosuj¡c indukcj¦ matematyczn¡.

W tym celu oznaczamy formuª¦ (∗) przez T (n), czyli

T (n) : 1 + 2 + . . .+ n =
1

2
(n+ 1)n.

To oznaczenie rozumiemy tak, »e np. dla n = 7

T (7) : 1 + 2 + . . .+ 7 =
1

2
(7 + 1)7.

Za n mo»emy jednak podstawi¢ nie tylko ustalon¡ liczb¦, ale równie» np. n+ 1 otrzymuj¡c

T (n+ 1) : 1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1) =
1

2
((n+ 1) + 1)(n+ 1) =

1

2
(n+ 2)(n+ 1).

Po wprowadzeniu oznacze« przeprowadzamy dowód indukcyjny, który skªada si¦ z dwóch
cz¦±ci.

1) Sprawdzenie. Dokonujemy sprawdzenia, »e formuªa T (n) jest prawdziwa dla pocz¡tkowej
warto±ci n. Czasem nale»y wykona¢ to sprawdzenie dla paru pocz¡tkowych warto±ci n, ale
w tym przykªadzie wystarczy wykona¢ sprawdzenie dla n = 1.

Tak wi¦c sprawdzamy czy T (1) jest prawd¡:

T (1) : 1 =
1

2
(1 + 1)1.

Wyszªo, »e jest, wi¦c przechodzimy do drugiej cz¦±ci dowodu.

2) Krok indukcyjny. Zakªadamy, »e T (n) jest prawd¡ dla pewnej (ustalonej) liczby natu-
ralnej n i staramy si¦ wykaza¢, »e w takim razie prawdziwa jest równie» formuªa T (n+ 1).

Zakªadamy wi¦c, »e dla pewnej (ustalonej) liczby naturalnej n zachodzi

1 + 2 + . . .+ n =
1

2
(n+ 1)n

(jest to tzw. zaªo»enie indukcyjne) i staramy si¦ wykorzysta¢ t¡ informacj¦, aby obliczy¢
sum¦

1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1).

Korzystaj¡c z zaªo»enia indukcyjnego szukan¡ sum¦ mo»na obliczy¢ nast¦puj¡co

1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1) =
1

2
(n+ 1)n+ (n+ 1) = (n+ 1)

(n
2
+ 1

)
= (n+ 1)

n+ 2

2
.

Otrzymali±my wi¦c, »e

1 + 2 + . . .+ n+ (n+ 1) =
1

2
(n+ 2)(n+ 1),

czyli otrzymali±my T (n+ 1).
W skrócie, pokazali±my, »e je±li dla pewnego n formuªa T (n) jest prawd¡, to z tego wynika,

»e formuªa T (n+ 1) te» jest prawd¡.

3) Dowód mo»emy zako«czy¢ sformuªowaniem: �Na mocy indukcji matematycznej T (n)
jest prawd¡ dla wszystkich n ∈ N.�

4. Ci¡g arytmetyczny. Warto doda¢, »e Fakt wykazany indukcyjnie w poprzedniej
sekcji jest przykªadem znanej nam ze szkoªy formuªy na sum¦ ci¡gu arytmetycznego.

Przypomnijmy, »e ci¡g arytmetyczny (an) speªnia

an+1 − an = r

dla wszystkich n ∈ N.
Dzi¦ki temu

an = a1 + (n− 1)r
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oraz

a1 + a2 + . . .+ an =
1

2
(a1 + an)n.

Uwaga: Dowód powy»szego wzoru na sum¦ ci¡gu arytmetycznego mo»na przeprowadzi¢
w oparciu o Fakt wykazany indukcyjnie w poprzedniej sekcji.

5. Ci¡g geometryczny. Przypomnijmy jeszcze, »e ci¡g geometyczny (an) speªnia

an+1 = q · an

dla wszystkich n ∈ N.
Dzi¦ki temu

an = a1 · qn−1

oraz

a1 + a2 + . . .+ an = a1
qn − 1

q − 1

dla q 6= 1.
Aby uzasadni¢ powy»szy wzór na sum¦ ci¡gu geometrycznego zauwa»my, »e

a1+a2+a3+ . . .+an = a1+a1q+a1q
2+ . . .+a1q

n−1 = a1(1+q+q2+ . . .+qn−1) = a1
qn − 1

q − 1
,

bo

1 + q + q2 + . . .+ qn−1 =
qn − 1

q − 1
, dla q 6= 1.

Powy»szy wzór warto zapami¦ta¢ i mo»na go ªatwo udowodni¢ mno»¡c obie strony powy»szego
równania przez q−1 i skracaj¡c odpowiednie wyrazy uzyskane po lewej stronie tego równania.
My jednak w ramach ¢wiczenia indukcji postaramy si¦ wykaza¢ ten wzór indukcyjnie:

0) Oznaczenie.

T (n) : 1 + q + q2 + . . .+ qn−1 =
qn − 1

q − 1
, dla q 6= 1.

1) Sprawdzenie. Dla n = 1 mamy, »e T (1) jest prawd¡, bo

1 =
q1 − 1

q − 1
.

2) Krok indukcyjny. Zakªadamy, »e

1 + q + q2 + . . .+ qn−1 =
qn − 1

q − 1

dla pewnego n ∈ N (czyli, »e dla pewnego n ∈ N zachodzi T (n)). Wówczas

1 + q + q2 + . . .+ qn−1 + qn =
qn − 1

q − 1
+ qn =

qn − 1

q − 1
+

qn+1 − qn

q − 1
=

qn+1 − 1

q − 1
,

wi¦c zachodzi T (n+ 1).

3) Konkluzja. Na mocy indukcji matematycznej T (n) jest prawd¡ dla wszystkich n ∈ N.
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