
12. Liczby zespolone

Szanowni Pa«stwo, tak oto dotarli±my do ostatniego wykªadu z Analizy 1. Poni»ej znajd¡
Pa«stwo podstawowe informacje dotycz¡ce liczb zespolonych. Mam nadziej¦, »e ten temat
pojawiª si¦ ju» na Algebrze i b¦dzie tylko przypomnieniem (lub ewentualnym poszerzeniem)
tego, co ju» Pa«stwo wiedz¡.

0. Motywacja. Liczby zespolone pojawiaªy si¦ ju» dawno temu w rozwa»aniach mate-
matycznych. Nazywano je liczbami �kcyjnymi, albo urojonymi i nie traktowano ich jako
�prawdziwe� liczby. Byªy to pewne konstrukty wyobra¹ni tworz¡ce urojon¡ rzeczywisto±¢, w
której mo»na byªo wykonywa¢ poprawne obliczenia na �kcyjnych obiektach.

Schemat u»ycia tych liczb wygl¡daª nast¦puj¡co. Braªo si¦ jaki± rzeczywisty problem
matematyczny. Przechodziªo si¦ z nim do wyimaginowanego ±wiata �liczb� zespolonych. Tam
wykonywaªo si¦ poprawne obliczenia na urojonych liczbach. Wracaªo si¦ z wynikiem do ±wiata
�prawdziwych� liczb rzeczywistych i sprawdzaªo si¦, »e wynik dziaªa :)

Dla tych z Pa«stwa, którzy chc¡ zobaczy¢ przykªad takich oblicze«, jest on zamieszczony
poni»ej. Osoby, które chc¡ przej±¢ do sedna mog¡ opu±ci¢ poni»szy

Przykªad. Zaªózmy, »e chcemy rozªo»y¢ wielomian x4+1 na iloczyn dwóch wielomianów
drugiego stopnia. Oczywi±cie mo»emy próbowa¢ to zrobi¢ bez u»ycia liczb zespolonych,
chcemy jednak zobaczy¢ przykªad sytuacji opisanej powy»ej.

My±limy wi¦c, »e
x4 + 1 = (x2)2 − (−1)

i gdyby udaªo si¦ zapisa¢ −1 jako kwadrat pewnej liczby, to mogliby±my u»y¢ wzoru skró-
conego mno»enia i dokona¢ rozkªadu tego wielomianu.

Zakªadamy wi¦c sobie, »e jest jaka± urojona liczba i o tej wªasno±ci, »e i2 = −1. Dzi¦ki
temu

x4 + 1 = (x2)2 − i2 = (x2 − i)(x2 + i).

To jednak nie rozwi¡zuje naszego problemu, bo szukane wielomiany drugiego stopnia maj¡
by¢ �normalne�, tzn. maj¡ mie¢ wspóªczynniki rzeczywiste. Rozkªadamy wi¦c dalej.

Wielomian x2 − i ponownie daªoby si¦ rozªo»y¢, gdyby w naszym urojonym ±wiecie liczb
�kcyjnych istniaªa liczba u taka, »e u2 = i. Zakªadamy wi¦c ponownie, »e mamy takie u i
dokonujemy rozkªadu

x2 − i = x2 − u2 = (x− u)(x+ u).

Wielomian x2 + i te» trzeba rozªo»y¢ i tu musimy by¢ bardziej czujni. Przypominamy, »e
nasze obliczenia powinny by¢ poprawne, czyli zgodne z reguªami stosowanymi przy oblicze-
niach na liczbach rzeczywistych.

Zauwa»amy wi¦c, »e skoro u2 = i, to −i = (−1) · i = i2u2 = (iu)2. Dzi¦ki temu

x2 + i = x2 − (−i) = x2 − (iu)2 = (x− iu)(x+ iu).

Na razie uzyskali±my wi¦c, »e

(R) x4 + 1 = (x− u)(x+ u)(x− iu)(x+ iu).

Teraz pragniemy wróci¢ jako± z uzyskanym wynikiem do ±wiata liczb rzeczywistych. Aby
tego dokonona¢ zauwa»amy, »e pierwszy i ostatni z powy»szych dwumianów razem daj¡ nam

(∗) (x− u)(x+ iu) = x2 + xiu− ux− iu2 = x2 + (iu− u)x+ 1,

bo iu2 = i · i = −1. Jest to wi¦c wielomian o wspóªczynnikach ju» prawie rzeczywistych.
Pytanie jest tylko takie, czym w tym urojonym ±wiecie jest ±rodkowy wspóªczynnik iu− u.

Aby to zbada¢ musimy czego± si¦ dowiedzie¢ o naszym u. Zaªo»yli±my sobie, »e u istnieje,
no ale jak mo»e to u wygl¡da¢?
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Mo»na domy±li¢ si¦, »e (1 + i)2 = 12 + 2i + i2 = 2i, co daje, »e mo»emy wzi¡¢ u = 1+i√
2
.

Wtedy

u2 =

(
1 + i√

2

)2

=
(1 + i)2

2
=

2i

2
= i.

Dzi¦ki temu

iu− u = u(i− 1) =
i+ 1√

2
(i− 1) =

i2 − 12√
2

=
−2√
2
= −
√
2.

Wielomian rozwa»any w (∗) przyjmuje wi¦c posta¢

(x− u)(x+ iu) = x2 −
√
2x+ 1

daj¡c wielomian o wspóªczynnikach rzeczywistych.
Podobnie post¦pujemy z pozostaªymi dwoma ±rodkowymi wielomianami w rozkªadzie (R).

(x+ u)(x− iu) = x2 − xiu+ ux− iu2 = x2 − (iu− u)x+ 1 = x2 +
√
2x+ 1.

Urojony rozkªad (R)

x4 + 1 = [(x− u)(x+ iu)] · [(x+ u)(x− iu)]
daje wi¦c nam rzeczywisty wynik:

x4 + 1 = (x2 −
√
2x+ 1)(x2 +

√
2x+ 1).

Na koniec, aby dotrwa¢ w tym ¢wiczeniu do �naªu, musimy jeszcze sprawdzi¢, »e otrzy-
many wynik jest poprawny. Czyli, »e nasze obliczenia w urojonym ±wiecie liczb zespolonych
nie wyprowadziªy nas na manowce. Mam jednak nadziej¦, »e to mog¡ Pa«stwo zrobi¢
samodzielnie :)

2. De�nicja i podstawowe wªasno±ci. Przypomnijmy, »e równanie

x2 = 2

nie ma rozwi¡za« w liczbach wymiernych. Mo»emy jednak uzna¢, »e istnieje dodatnia liczba x
speªniaj¡ca to równanie. Oznaczamy j¡ jako x =

√
2 i jest to niewymierna liczba rzeczywista.

Podobnie, równanie
x2 = −1

nie ma rozwi¡za« w liczbach rzeczywistych. Mo»emy jednak uzna¢, »e istnieje liczba x
speªniaj¡ca to równanie. Oznaczamy j¡ jako i i jest to nierzeczywista liczba zespolona.

Oczywi±cie, je±li i2 = −1, to (−i)2 = −1. Je±li uznamy, »e równanie x2 = −1 ma tylko te
dwa rozwi¡zania x = ±i, to mo»emy zde�niowa¢ liczby zespolone C w sposób nast¦puj¡cy

C = {a+ ib : a, b ∈ R}.
Ka»da liczba rzeczywista jest liczb¡ zespolon¡. Dla a ∈ R mamy, »e a = a + i · 0 ∈ C i

dlatego R ⊂ C.
Dla b ∈ R liczby postaci ib to liczby urojone.
Jak wiemy, liczby rzeczywiste tworz¡ prost¡ i dzi¦ki temu mo»na je porównywa¢ mi¦dzy

sob¡. Liczby zespolone tworz¡ pªaszczyzn¦ po uto»samieniu liczby zespolonej a + ib z par¡
liczb rzeczywistych (a, b), czyli punktem (a, b) w ukªadzie Kartezja«skim.

Dlatego, nie ma sensownej metody porównywania liczb zespolonych. Nie mo»emy
stwierdzi¢, »e 0 < i, −i < 0, −i < i, 1 < i, i < 1. Takie napisy nie maj¡ sensu (maj¡ tylko
wtedy, je±li obie porównywane liczby zespolone s¡ rzeczywiste).

Liczby zespolone tworz¡ ciaªo liczbowe. W skrócie, oznacza to, »e mo»emy na nich
wykonywa¢ wszystkie dziaªania do jakich przywykli±my w liczbach rzeczywistych, a wynikiem
tych dziaªa« b¦dzie liczba zespolona.
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Niech z = a+ ib, w = c+ id.
Dodawanie:

z + w = (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d).

Odejmowanie:
z − w = (a+ ib)− (c+ id) = (a− c) + i(b− d).

Mno»enie:

z · w = (a+ ib)(c+ id) = ac+ i2bd+ iad+ ibc = (ac− bd) + i(ad+ bc).

Dzielenie:
z

w
=
a+ ib

c+ id
=

(a+ ib)(c− id)
(c+ id)(c− id)

=
(ac+ bd) + i(bc− ad)

c2 + d2
.

Dodawanie i mno»enie s¡ przemienne. Dziaªaj¡ te» inne prawa wykonywania dziaªa«,
do jakich przywykli±my w liczbach rzeczywistych. W szczególno±ci, w liczbach zespolonych
dziaªaj¡ wszystkie poznane wcze±niej wzory skróconego mno»enia.

Z reguªy, je±li z ∈ C de�niujemy jako z = a+ ib, to od razu zakªadamy, »e a, b ∈ R.
Cz¦±¢ rzeczywista liczby z to

Re(z) = a.

Cz¦±¢ urojona liczby z to
Im(z) = b.

Tak wi¦c
z = Re(z) + i Im(z).

Sprz¦»enie liczby z to
z = a+ ib = a− ib.

Wªasno±ci sprz¦»enia s¡ nast¦puj¡ce

z + w = z + w,

z − w = z − w,

z · w = z · w,( z
w

)
=
z

w
,

(z) = z.

Moduª liczby z to

|z| = |a+ ib| =
√
a2 + b2,

czyli odlegªo±¢ tej liczby od zera na pªaszczy¹nie zespolonej.
Wªasno±ci moduªu s¡ nast¦puj¡ce

|z| = 0 ⇐⇒ z = 0,

z · z = |z|2,

|z| = |z|,∣∣|z|∣∣ = |z|,
|z · w| = |z| · |w|,∣∣∣ z

w

∣∣∣ = |z||w| ,
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Nierówno±¢ trójk¡ta: ∣∣|z| − |w|∣∣ ≤ |z ± w| ≤ |z|+ |w|.
Liczby zespolone z speªniaj¡ce równanie

|z| = r

tworz¡ okr¡g o promieniu r > 0 na pªaszczy¹nie zespolonej.
W szczególno±ci, liczby zespolone z speªniaj¡ce równanie

|z| = 1

tworz¡ okr¡g o promieniu 1 na pªaszczy¹nie zespolonej. Dla tych liczb mamy, »e

1

z
= z,

bo 1 = zz = |z|2.
Wyobra¹my sobie liczb¦ zespolon¡ z le»¡c¡ na tym okr¦gu o promieniu 1. Poª¡czmy j¡

promieniem z punktem zero. Ten promie« bedzie tworzyª k¡t α z dodatni¡ póªosi¡ OX
(czyli z póªprost¡ odpowiadaj¡c¡ dodatnim liczbom rzeczywistym). Ten k¡t wyra»amy w
radianach. Tak wi¦c, z de�nicji, α jest równe dªugo±ci ªuku ª¡cz¡cego z z liczb¡ 1 (czyli
punktem (1,0)). �atwe obliczenia pokazuj¡, »e wówczas

z = cos(α) + i sin(α).

Stosuje si¦ oznaczenie
eiα = cos(α) + i sin(α).

Dzi¦ki temu ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ mo»na zapisa¢ jako

z = |z|eiα.
Powy»szy k¡t α nazywany jest argumentem liczby z.

Ponadto
eiα · eiβ = ei(α+β)

oraz

eiα = e−iα =
1

eiα

i dzi¦ki temu
(eiα)k = eikα, dla k ∈ Z.

O doskonaªo±ci liczb zespolonych ±wiadczy poni»sze

Zasadnicze twierdzenie algebry. Ka»dy wielomian dodatniego stopnia o wspóªczynnikach
zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Z tego wynika nast¦puj¡cy

Wniosek. Ka»dy wielomian w(z) stopnia n o wspóªczynnikach zespolonych mo»na rozªo»y¢
jako

w(z) = z0(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn),

gdzie z0, z1, . . . , zn s¡ pewnymi (niekoniecznie ró»nymi) liczbami zespolonymi.

To pozwala nam zako«czy¢ wykªad z Analizy 1. Powy»sze twierdzenie utwierdza nas, »e
nasza w¦drówka od liczb naturalnych przez liczby caªkowite i wymierne nie ko«czy si¦ na
liczbach rzeczywistych, ale ko«czy si¦ na liczbach zespolonych zamykaj¡cych dotychczasowe
proste schematy tworzenia dalszych liczb.
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