12. Liczby zespolone

Szanowni Panstwo, tak oto dotarlismy do ostatniego wykltadu z Analizy 1. Ponizej znajda
Paristwo podstawowe informacje dotyczace liczb zespolonych. Mam nadzieje, ze ten temat
pojawil sie juz na Algebrze i bedzie tylko przypomnieniem (lub ewentualnym poszerzeniem)
tego, co juz Panstwo wiedza.

0. Motywacja. Liczby zespolone pojawialy sie juz dawno temu w rozwazaniach mate-
matycznych. Nazywano je liczbami fikcyjnymi, albo urojonymi i nie traktowano ich jako
“prawdziwe” liczby. Byty to pewne konstrukty wyobrazni tworzace urojong rzeczywistos$¢, w
ktorej mozna bylo wykonywaé poprawne obliczenia na fikcyjnych obiektach.

Schemat uzycia tych liczb wygladal nastepujaco. Bralo sie jaki§ rzeczywisty problem
matematyczny. Przechodzilo si¢ z nim do wyimaginowanego §wiata “liczb” zespolonych. Tam
wykonywalo sie poprawne obliczenia na urojonych liczbach. Wracalo sie z wynikiem do §wiata
“prawdziwych” liczb rzeczywistych i sprawdzalo sie, ze wynik dziala :)

Dla tych z Panstwa, ktérzy chca zobaczyé przyktad takich obliczen, jest on zamieszczony
ponizej. Osoby, ktore chea przejsé do sedna moga opusci¢ ponizszy

Przyklad. Zal6zmy, ze chcemy roztozyé¢ wielomian x4+ 1 na iloczyn dwoch wielomianow
drugiego stopnia. Oczywiscie mozemy probowaé to zrobi¢ bez uzycia liczb zespolonych,
chcemy jednak zobaczy¢ przyktad sytuacji opisanej powyzej.

Myslimy wiec, ze

ot +1=(2%)? = (-1)
i gdyby udalo sie zapisa¢ —1 jako kwadrat pewnej liczby, to mogliby$Smy uzy¢é wzoru skro-
conego mnozenia i dokona¢ rozktadu tego wielomianu.

Zakladamy wiec sobie, ze jest jaka$ urojona liczba i o tej wlasnoéci, ze i> = —1. Dzieki
temu

ot 1= (2%)? —i% = (2% — i) (2 +19).

To jednak nie rozwigzuje naszego problemu, bo szukane wielomiany drugiego stopnia maja
by¢ “normalne”, tzn. maja mie¢ wspélczynniki rzeczywiste. Rozkladamy wiec dalej.

Wielomian 22 — i ponownie daloby sie roztozyé, gdyby w naszym urojonym §wiecie liczb
fikcyjnych istniata liczba u taka, ze u? = i. Zakladamy wiec ponownie, ze mamy takie u i
dokonujemy rozktadu

2? —i=2a2% —u? = (x —u)(x+ u).

Wielomian x2 4 i tez trzeba rozlozyé i tu musimy by¢é bardziej czujni. Przypominamy, ze
nasze obliczenia powinny by¢ poprawne, czyli zgodne z regutami stosowanymi przy oblicze-
niach na liczbach rzeczywistych.

Zauwazamy wiec, ze skoro u? =i, to —i = (—1) - i = i?u? = (iu)?. Dzieki temu

22 4= — (=) = 2% — (iuv)? = (z — iu)(x + iu).

Na razie uzyskaliSmy wiec, ze
(R) 2+ 1= (z —u)(z+u)(z —iu)(z + iu).

Teraz pragniemy wrocié jako$ z uzyskanym wynikiem do $wiata liczb rzeczywistych. Aby
tego dokononaé zauwazamy, ze pierwszy i ostatni z powyzszych dwumianéw razem daja nam

(%) (z —u)(z + iu) = 2° + ziu — vz — u? = 2% + (iu — u)z + 1,

bo iu? = i-i = —1. Jest to wiec wielomian o wspotczynnikach juz prawie rzeczywistych.

Pytanie jest tylko takie, czym w tym urojonym $wiecie jest srodkowy wspoétczynnik iu — u.
Aby to zbadaé¢ musimy czego$ sie dowiedzie¢ o naszym u. Zaltozyliémy sobie, ze u istnieje,

no ale jak moze to u wygladac¢?



Mozna domyélié¢ sie, ze (1 +14)% = 12 + 2i + 42 = 2i, co daje, ze mozemy wzig¢ u = 1.
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Wielomian rozwazany w (*) przyjmuje wiec postac
(z —u)(z+iu) = 22 —V2x +1
dajac wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych.
Podobnie postepujemy z pozostatymi dwoma srodkowymi wielomianami w rozkladzie (R).

Dzieki temu

w—u=u(i—1)=

2

(z +u)(z —iu) = 22 — ziu+ vz — iu® = 2% — (iu —w)z +1 =22 + V2 + 1.

Urojony rozktad (R)
21 = [(0 — u)(@ + )] - [(z + u)(@ — iu)
daje wiec nam rzeczywisty wynik:
et 1= (22 — V2 + 1) (2 + V22 +1).

Na koniec, aby dotrwaé¢ w tym ¢wiczeniu do finatu, musimy jeszcze sprawdzi¢, ze otrzy-
many wynik jest poprawny. Czyli, Ze nasze obliczenia w urojonym $wiecie liczb zespolonych
nie wyprowadzily nas na manowce. Mam jednak nadzieje, ze to moga Panstwo zrobi¢
samodzielnie :)

2. Definicja i podstawowe wlasnosci. Przypomnijmy, ze rownanie
z? =2
nie ma rozwigzan w liczbach wymiernych. Mozemy jednak uznaé, ze istnieje dodatnia liczba x
spelniajaca to rownanie. Oznaczamy ja jako 2 = v/2 i jest to niewymierna liczba rzeczywista.

Podobnie, réwnanie
z?=—1

nie ma rozwigzan w liczbach rzeczywistych. Mozemy jednak uznaé, ze istnieje liczba z

speliajaca to rownanie. Oznaczamy ja jako i i jest to nierzeczywista liczba zespolona.
Oczywiscie, jedli i2 = —1, to (—4)? = —1. Jesli uznamy, ze réwnanie 22 = —1 ma tylko te

dwa rozwigzania r = +i, to mozemy zdefiniowa¢ liczby zespolone C w sposéb nastepujacy

C={a+ib:a,beR}

Kazda liczba rzeczywista jest liczba zespolong. Dla a € R mamy, ze a = a+:-0€ Ci
dlatego R C C.

Dla b € R liczby postaci ib to liczby urojone.

Jak wiemy, liczby rzeczywiste tworza prosta i dzieki temu mozna je poréwnywaé miedzy
soba. Liczby zespolone tworza plaszczyzne po utozsamieniu liczby zespolonej a + ib z para
liczb rzeczywistych (a,b), czyli punktem (a,b) w ukladzie Kartezjariskim.

Dlatego, nie ma sensownej metody poréwnywania liczb zespolonych. Nie mozemy
stwierdzi¢, ze 0 < i, —i < 0, —i < 4, 1 < ¢, ¢ < 1. Takie napisy nie maja sensu (maja tylko
wtedy, jesli obie porownywane liczby zespolone sa rzeczywiste).

Liczby zespolone tworza ciato liczbowe. W skrocie, oznacza to, 7e mozemy na nich
wykonywaé wszystkie dziatania do jakich przywyklismy w liczbach rzeczywistych, a wynikiem
tych dzialan bedzie liczba zespolona.



Niech z = a + ib, w = ¢ + id.

Dodawanie:

z4+w=(a+ i)+ (c+id) =(a+c)+i(b+d).
Odejmowanie:

z—w=(a+1ib) — (c+id) = (a —c) +i(b—d).
Mnozenie:

z-w = (a +ib)(c + id) = ac + i*bd + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + bc).

Dzielenie:
z a+ib  (a+ib)(c—id) (ac+ bd)+ i(bc— ad)
w  c+id  (c+id)(c—id) 2+ d? '

Dodawanie i mnozenie sa przemienne. Dzialaja tez inne prawa wykonywania dzialan,
do jakich przywykliSmy w liczbach rzeczywistych. W szczegélnosci, w liczbach zespolonych
dzialaja wszystkie poznane wczesniej wzory skréconego mnozenia.

Z reguty, jesli z € C definiujemy jako z = a + ib, to od razu zaktadamy, ze a,b € R.

Czes¢ rzeczywista liczby z to

Czesd¢ urojona liczby z to

Tak wiec

Sprzezenie liczby z to

Z=a+1ib=a —1b.

Witasnosci sprzezenia sa nastepujace
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Modut liczby z to

|z| = |a + ib| = Va2 + b2,

czyli odlegtosé tej liczby od zera na ptaszczyznie zespolonej.
Wtasnosci modutu sa nastepujace

2] =0 <= 2z=0,

z-z =]z,
2] = Iz,
[121] = |21,

|2 w| = |2| - Jul,
2]= Izl
wl ™ Jwl’



Nieréwno$c¢ trojkata:
[l2] = lwl| < |2 £ w| < [2] + |w].
Liczby zespolone z spelniajace rownanie
|2 =

tworza okrag o promieniu r > 0 na plaszczyznie zespolone;j.
W szczegolnosci, liczby zespolone z spelniajace rownanie

2| =1
tworza okrag o promieniu 1 na plaszczyznie zespolonej. Dla tych liczb mamy, ze
- _
- =z,
z

bo 1 =2z = |2|%

Wyobrazmy sobie liczbe zespolona z lezaca na tym okregu o promieniu 1. Polaczmy ja
promieniem z punktem zero. Ten promienn bedzie tworzyl kat o z dodatnig pélosia OX
(czyli z polprosta odpowiadajaca dodatnim liczbom rzeczywistym). Ten kat wyrazamy w
radianach. Tak wiec, z definicji, « jest rowne dlugosci tuku taczacego z z liczba 1 (czyli
punktem (1,0)). Latwe obliczenia pokazuja, ze wowczas

z = cos(a) + isin(a).
Stosuje sie oznaczenie _
e'* = cos(a) + isin(a).
Dzieki temu kazda liczbe zespolong mozna zapisa¢ jako
z = |z|e™.

Powyzszy kat a nazywany jest argumentem liczby z.

Ponadto
eia . eiﬁ — ei(a+5)

oraz

eto
i dzieki temu _ ‘
(e = ek dlak € Z.
O doskonatosci liczb zespolonych $wiadczy ponizsze

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspétczynnikach
zespolonych ma pierwiastek zespolony.

7 tego wynika nastepujacy
Whiosek. Kazdy wielomian w(z) stopnia n o wspétezynnikach zespolonych mozna roztozyé
jako
w(z) =20(z — 21)(z — 22) ... (z — 2zn),
gdzie zg, 21, . .., 2z, S¢ pewnymi (niekoniecznie réznymi) liczbami zespolonymi.
To pozwala nam zakonczy¢ wyktad z Analizy 1. Powyzsze twierdzenie utwierdza nas, ze
nasza wedréwka od liczb naturalnych przez liczby catkowite i wymierne nie koniczy sie na

liczbach rzeczywistych, ale koriczy sie na liczbach zespolonych zamykajacych dotychczasowe
proste schematy tworzenia dalszych liczb.



