
2-1. Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej znajd¡ Pa«stwo podstawowe informacje dotycz¡ce liczb rzeczy-
wistych, wymiernych i niewymiernych.

1. Liczby wymierne. Przypomnijmy, »e na naszych zaj¦ciach zbiór liczb naturalnych
de�niujemy jako

N = {1, 2, 3, . . .}.

Ten zbiór jest zamkni¦ty na dodawanie i mno»enie, to znaczy dla m,n ∈ N mamy, »e

m+ n,m · n ∈ N.

Zbiór ten jednak nie jest zamkni¦ty na operacj¦ odejmowania. Gdy rozwa»ymy wszystkie
mo»liwe ró»nice elementów zbioru N otrzymamy zbiór liczb caªkowitych:

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}.

Wida¢ wi¦c, »e
Z = N ∪ {0} ∪ −N

i mo»na sprawdzi¢, »e w istocie

Z = {m− n : m,n ∈ N}.

Zbiór liczb caªkowitych jest zamkni¦ty na dodawanie, odejmowanie i mno»enie, to znaczy
dla m,n ∈ Z mamy, »e

m+ n,m− n,m · n ∈ Z.

Zbiór ten jednak nie jest zamkni¦ty na operacj¦ dzielenia. Gdy rozwa»ymy wszystkie
mo»liwe ilorazy elementów zbioru Z otrzymamy zbiór liczb wymiernych:

Q =
{m
n

: m,n ∈ Z, n 6= 0
}

i mo»na zauwa»y¢, »e

Q =
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}
.

Zbiór liczb wymiernych jest zamkni¦ty na dodawanie, odejmowanie, mno»enie i dzielenie
(nie przez zero), to znaczy dla p, q ∈ Q mamy, »e

p+ q, p− q, p · q ∈ Q

oraz
p

q
∈ Q

dla q 6= 0. W zwi¡zku z powy»szym (oraz z kilku innych przyczyn) Q jest nazywane ciaªem

liczbowym.

2. Liczby niewymierne. Przez pewien czas ludzie wierzyli, »e ka»da liczba wyst¦pujaca
w naturze jest liczb¡ wymiern¡. Ta wiara doprowadziªa do poszukiwa« liczby wymiernej d,
która jest dªugo±ci¡ przek¡tnej kwadratu o boku dªugo±ci 1. Z tw. Pitagorasa wiemy, »e
takie d speªnia równanie

d2 = 12 + 12 = 2,

czyli

(∗) d2 = 2.

Te poszukiwania sko«czyªy si¦ (strasznym) wnioskiem, »e taka (wymierna) liczba d nie
istnieje, co zburzyªo podstawy ówczesnego ±wiatopogl¡du.

Poni»ej przypomnimy standardowy argument na to, »e liczba d speªniaj¡ca równanie (∗)
nie mo»e by¢ wymierna (mo»emy si¦ ograniczy¢ do przypadku d > 0).
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W tym celu zauwa»my, »e ka»d¡ dodatni¡ liczb¦ wymiern¡ mo»emy przedstawi¢ w formie
uªamka nieskracalnego m

n , gdzie liczby naturalne m,n nie maj¡ wspólnych dzielników (wi¦k-
szych od 1).

Zaªó»my, »e istnieje dodatnia liczba wymierna d speªniaj¡ca równanie (∗). Wówczas
mo»emy przyj¡¢, »e

d =
m

n
,

gdzie m,n ∈ N i powy»szy uªamek jest nieskracalny.
Skoro d speªnia (∗), to otrzymujemy, »e(m

n

)2
= 2,

czyli

(∗∗) m2 = 2n2.

Z tego wynika, »e m2 jest parzyste, a to poci¡ga, »e m te» jest parzyste (bo gdyby m byªo
nieparzyste, to m2 te» by byªo nieparzyste). Wida¢ wi¦c, »e m = 2k dla pewnego k ∈ N.
Podstawiaj¡c to do (∗∗) otrzymujemy, »e

4k2 = 2n2,

czyli
2k2 = n2.

Z tego wynika, »e n2 jest parzyste, a to poci¡ga, »e n te» jest parzyste. W tym momencie
uzyskujemy, »e m,n maj¡ wspólny dzielnik równy 2, co jest sprzeczne z nieskracalno±ci¡
uªamka m

n .
W skrócie, zaªo»yli±my, »e istnieje dodatnia liczba wymierna d speªniaj¡ca równanie (∗) i

doszli±my do sprzeczno±ci. To dowodzi, »e nie istnieje dodatnia liczba wymierna d speªniaj¡ca
równanie (∗). Taki typ dowodu nazywamy dowodem nie wprost.

To, »e równanie (∗) nie ma rozwi¡za« wymiernych wcale nie oznacza, »e nie ma liczb
speªniajacych to równanie. Dzi± wiemy ju», »e równanie (∗) ma dwa rozwi¡zania, które
oznaczamy jako

d1 =
√
2 = 1, 41 . . . > 0, d2 = −

√
2 < 0.

Powy»sze liczby s¡ przykªadami liczb niewymiernych. Inne sªynne liczby niewymierne to

π = 3, 14 . . . , e = 2, 71 . . . .

Gdzie π jest de�niowane jako iloraz dªugo±ci obwodu do dªugo±ci ±rednicy koªa o promieniu
1. Natomiast e jest de�niowane jako granica

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

Wiecej o granicach dowiemy si¦ potem. Ogólnie, ka»da liczba niewymierna wyra»a si¦
jako granica ci¡gu liczb wymiernych.

Aby zaznaczy¢, »e liczba r jest niewymierna piszemy (troch¦ nieformalnie), »e r 6∈ Q.
Formalny zapis wymaga dodania, »e r jest liczb¡ rzeczywist¡. Inne stosowane oznaczenie, to
r ∈ IQ, lub r ∈ R \Q.

Ze wzgl¦du na to, »e liczby wymierne s¡ zamkni¦te na dodawanie, odejmowanie, mno»enie
i dzielenie, wiadomo jaki wynik daj¡ te operacje, gdy jedna z liczb jest wymierna, a druga
niewymierna.

W istocie, je±li a ∈ Q, b /∈ Q, to

a+ b, a− b, b− a, a · b (a 6= 0),
a

b
(a 6= 0),

b

a
(a 6= 0)

s¡ niewymierne.
Natomiast, liczby niewymierne nie s¡ zamkni¦te na dodawanie, odejmowanie, mno»enie i

dzielenie. Okazuje si¦, »e je±li a, b /∈ Q, to

a+ b, a− b, a · b, a
b
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mog¡ by¢ wymierne lub niewymierne.
W szczególno±ci, problem wykazania niewymierno±ci liczb

π + e, π − e, π · e, π

e

jest tak trudny, »e do dzi± nie zostaª rozwi¡zany (udaªo si¦ jednak pokaza¢, »e liczba eπ jest
niewymierna :)

3. Liczby rzeczywiste. Liczby wymierne i liczby niewymierne w sumie tworz¡ zbiór
liczb rzeczywistych R, który wyobra»amy sobie jako o± liczbow¡.

Liczby rzeczywiste tworz¡ ciaªo liczbowe. W szczególno±ci, dla a, b ∈ R mamy, »e

a+ b, a− b, a · b ∈ R

oraz
a

b
∈ R

dla b 6= 0.
Dla a, b ∈ R takich, »e a < b, przedziaª otwarty (a, b) to zbiór

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b},

natomiast przedziaª domkni¦ty [a, b] to zbiór

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.

Wa»n¡ wªasno±ci¡ liczb rzeczywistych i wymiernych jest to, »e liczby wymierne le»¡ �g¦sto�
w liczbach rzeczywistych. Oznacza to, »e w ka»dym (niepustym) przedziale liczb rzeczy-
wistych znajduje si¦ liczba wymierna.

Ta wªasno±¢ jest jasna o tyle, »e gdyby w (niepustym) przedziale (a, b) nie byªo liczb
wymiernych, to musiaªa by si¦ w nim znajdowa¢ liczba niewymierna r. Skoro stwierdzili±my,
»e ka»da liczba niewymierna jest otrzymywana jako granica liczb wymiernych, to korzystaj¡c
z poj¦cia granicy mo»emy stwierdzi¢, »e jednak musi istnie¢ liczba wymierna w le»¡ca tak
blisko r, »e w ∈ (a, b).

Ze wzgl¦du na to, »e poj¦cie granicy ci¡gu b¦dzie przedstawione dopiero w dalszej cz¦±ci
naszego kursu, poni»ej poka»emy powy»sz¡ wªasno±¢ bez u»ywania poj¦cia granicy ci¡gu.

Fakt. Mi¦dzy ka»dymi dwoma ró»nymi liczbami rzeczywistymi le»y liczba wymierna.

Dla treningu czytania �krzaczków� warto zauwa»y¢, »e ten fakt mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

∀ a, b ∈ R : a < b ∃ c ∈ Q : a < c < b

Proof. Niech a < b b¦d¡ liczbami rzeczywistymi. Szukamy liczby wymiernej c le»¡cej mi¦dzy
a i b. Zauwa»my, »e je±li a jest ujemne oraz b dodatnie, to za nasze c mo»emy wzi¡¢ liczb¦
zero. Mo»na wi¦c zaªo»y¢, »e 0 < a < b lub a < b < 0 (obie liczby s¡ dodatnie lub obie s¡
ujemne).

W przypadku, gdy 0 < a < b najpierw znajdujemy liczb¦ naturaln¡ n tak¡, »e

1

n
< b− a

(to oczywi±cie robi si¦ bardzo ªatwo bior¡c dowolne naturalne n > 1
b−a ). To oznacza, »e 1

n
jest mniejsze ni» dªugo±¢ przedziaªu (a, b).

Wyobra¹my teraz sobie, »e stoimy na osi liczbowej w punkcie zero i patrzymy w kierunku
+∞. Gdzie± w oddali (albo nawet caªkiem blisko) majaczy si¦ nam przedziaª (a, b). Zaczy-
namy i±¢ w jego kierunku krokami o dªugo±ci 1

n . Po pierwszym kroku jeste±my w punkcie 1
n ,

po drugim kroku jeste±my w punkcie 2
n itd. Id¡c tak dalej w ko«cu w m-tym kroku wdep-

tujemy w przedziaª (a, b), bo nasz krok jest na tyle maªy, »e nie mo»emy przeskoczy¢ tego
przedziaªu. Dzi¦ki temu za nasz¡ liczb¦ c mo»emy wzi¡¢ m

n (oczywi±cie mo»e si¦ zdarzy¢, »e
wdepniemy w ten przedziaª ju» w pierwszym, lub drugim kroku i to OK).

Podobny (m¡drze mówi¡c analogiczny) argument dziaªa w przypadku, gdy obie liczby a
i b s¡ ujemne.
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Nast¦pnie poka»emy, »e powy»szy Fakt pozwala nam uzyska¢ nast¦puj¡cy

Wniosek. Mi¦dzy ka»dymi dwoma ró»nymi liczbami rzeczywistymi le»y liczba niewymierna.

Dla treningu pisania �krzaczków� ten wniosek mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

∀ a, b ∈ R : a < b ∃ d /∈ Q : a < d < b

Proof. To ma by¢ wniosek, czyli poka»emy jak wykorzysta¢ powy»szy Fakt. Niech ponownie
a, b ∈ R, gdzie a < b. (Szukamy liczby niewymiernej d le»¡cej mi¦dzy a i b.) Aby wykorzysta¢
Fakt dodajemy do obu tych liczb jak¡± liczb¦ niewymiern¡, np.

√
2. Z Faktu wiemy, »e istnieje

jaka± liczba wymierna c le»¡ca mi¦dzy a+
√
2 i b+

√
2, tzn.

a+
√
2 < c < b+

√
2.

Z tego wynika, »e
a < c−

√
2 < b

i dzi¦ki temu za nasz¡ liczb¦ niewymiern¡ d mo»emy wzi¡¢ c −
√
2 (d jest niewymierna, bo

ró»nica liczby wymiernej c i liczby niewymiernej
√
2 daje liczb¦ niewymiern¡).

4. Liczby zespolone. Przez pewien czas ludzie wierzyli, »e ka»da liczba wyst¦puj¡ca w
naturze jest liczb¡ rzeczywist¡. Okazaªo si¦ jednak, »e dla opisania zjawisk zachodz¡cych w
otaczaj¡cym nas ±wiecie potrzebne s¡ liczby zespolone.

Podobnie jak równanie (∗) doprowadziªo do odkrycia nowych liczb (niewymiernych) wys-
t¦puj¡cych w naturze, poni»sze równanie doprowadziªo do wprowadzenia liczb, które nie s¡
rzeczywiste:

(∗ ∗ ∗) z2 = −1.

To, »e równanie (∗ ∗ ∗) nie ma rozwi¡za« rzeczywistych wcale nie oznacza, »e nie ma
liczb speªniajacych to równanie. Podobnie jak w przypadku równania (∗) mo»emy zaªo»y¢,
»e równanie (∗ ∗ ∗) ma dwa rozwi¡zania, które oznaczamy jako

z1 = i, z2 = −i.

Powy»sze liczby s¡ przykªadami liczb zespolonych (a nawet urojonych :)
W ogólno±ci, ciaªo liczb zespolonych C de�niujemy jako

C = {a+ ib : a, b ∈ R}.

Liczby zespolone tworz¡ wi¦c pªaszczyzn¦ i nie wyst¦puje w nich schemat porównywania
liczb stwierdzaj¡cy, która liczba jest wi¦ksza (b¡d¹ mniejsza) od drugiej liczby. Wi¦cej o
liczbach zespolonych dowiemy si¦ na ostatnim wykªadzie z Analizy 1.

Uwaga: Przedstawione w tym wykªadzie zbiory liczbowe tworz¡ nast¦puj¡cy ªa«cuch
obrazuj¡cy rozwój poj¦cia liczb

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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