2-1. Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Szanowni Panistwo, ponizej znajda Panistwo podstawowe informacje dotyczace liczb rzeczy-
wistych, wymiernych i niewymiernych.

1. Liczby wymierne. Przypomnijmy, ze na naszych zajeciach zbior liczb naturalnych
definiujemy jako
N=1{1,2,3,...}.

Ten zbiér jest zamkniety na dodawanie i mnozenie, to znaczy dla m,n € N mamy, ze
m+n,m-n € N.

Zbior ten jednak nie jest zamkniety na operacje odejmowania. Gdy rozwazymy wszystkie
mozliwe réznice elementéw zbioru N otrzymamy zbiér liczb catkowitych:

Z=A{..,-3-2,-1,01,2,3,...}.
Wida¢ wiec, ze
Z=NuU{0}uU-N

i mozna sprawdzié, ze w istocie
Z={m-—n:m,n €N}

Zbior liczb calkowitych jest zamkniety na dodawanie, odejmowanie i mnozenie, to znaczy
dla m,n € Z mamy, ze
m+nm-—nm-n € 2.

Zbior ten jednak nie jest zamkniety na operacje dzielenia. Gdy rozwazymy wszystkie
mozliwe ilorazy elementéw zbioru Z otrzymamy zbiér liczb wymiernych:

Q:{—:m,neZ,n;ﬁO}

i mozna zauwazy¢, ze
Q={Z:mezZnen}.
n

Zbiér liczb wymiernych jest zamkniety na dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie
(nie przez zero), to znaczy dla p,q € Q mamy, ze

p+qp—qp-qeQ

Oraz p
~ e Q
q

dla ¢ # 0. W zwiazku z powyzszym (oraz z kilku innych przyczyn) Q jest nazywane ciatem
liczbowym.

2. Liczby niewymierne. Przez pewien czas ludzie wierzyli, ze kazda liczba wystepujaca
w naturze jest liczba wymierna. Ta wiara doprowadzita do poszukiwan liczby wymiernej d,
ktora jest dlugoscia przekatnej kwadratu o boku dlugosci 1. Z tw. Pitagorasa wiemy, ze
takie d spetnia rownanie
d?=12+12=2,

czyli
(%) d? =2.

Te poszukiwania skonczyly sie (strasznym) wnioskiem, ze taka (wymierna) liczba d nie
istnieje, co zburzylo podstawy 6wczesnego Swiatopogladu.

Ponizej przypomnimy standardowy argument na to, ze liczba d spelniajaca rownanie (x)
nie moze by¢ wymierna (mozemy sie ograniczy¢ do przypadku d > 0).



W tym celu zauwazmy, ze kazda dodatnig liczbe wymierng mozemy przedstawi¢ w formie
utamka nieskracalnego ™, gdzie liczby naturalne m, n nie maja wspolnych dzielnikow (wiek-
szych od 1).

Zalozmy, 7e istnieje dodatnia liczba wymierna d spelniajaca réwnanie (x). Wowczas
mozemy przyjac, ze

d=",
n

gdzie m,n € N i powyzszy ulamek jest nieskracalny.
Skoro d spelnia (x), to otrzymujemy, ze

czyli
(%) m? = 2n2.

Z tego wynika, ze m? jest parzyste, a to pociaga, ze m tez jest parzyste (bo gdyby m bylto
nieparzyste, to m? tez by byto nieparzyste). Widaé¢ wiec, ze m = 2k dla pewnego k € N.
Podstawiajac to do (x%) otrzymujemy, ze

4k? = 2n?,

czyli
2k? = n?.

Z tego wynika, ze n? jest parzyste, a to pociaga, ze n tez jest parzyste. W tym momencie
uzyskujemy, ze m,n maja wspoélny dzielnik réwny 2, co jest sprzeczne z nieskracalnoscia
utamka 7*.

W skrocie, zatozylismy, ze istnieje dodatnia liczba wymierna d spelniajaca rownanie (x) i
doszlismy do sprzecznosci. To dowodzi, ze nie istnieje dodatnia liczba wymierna d spelniajaca
rownanie (x). Taki typ dowodu nazywamy dowodemn nie wprost.

To, ze roéwnanie (x) nie ma rozwiazan wymiernych wcale nie oznacza, ze nie ma liczb
spetniajacych to rownanie. Dzi§ wiemy juz, ze réwnanie (%) ma dwa rozwigzania, ktore
oznaczamy jako

di=v2=1,41...>0, dy=—-V2<0.

Powyzsze liczby sa przyktadami liczb niewymiernych. Inne stynne liczby niewymierne to
T=314..., e=2,T1....

Gdzie 7 jest definiowane jako iloraz dlugosci obwodu do dtugosci $rednicy kota o promieniu
1. Natomiast e jest definiowane jako granica

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

Wiecej o granicach dowiemy sie potem. Ogoélnie, kazda liczba niewymierna wyraza sie
jako granica ciaggu liczb wymiernych.

Aby zaznaczy¢, ze liczba r jest niewymierna piszemy (troche nieformalnie), ze r € Q.
Formalny zapis wymaga dodania, ze r jest liczba rzeczywista. Inne stosowane oznaczenie, to
relQ, lubr e R\ Q.

Ze wzgledu na to, ze liczby wymierne sg zamkniete na dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie, wiadomo jaki wynik daja te operacje, gdy jedna z liczb jest wymierna, a druga
niewymierna.

W istocie, jeslia € Q, b ¢ Q, to

b
a+b,a—b,b—a,a~b(a7é0),%(a;éO),f(a;éO)
a
s3 niewymierne.
Natomiast, liczby niewymierne nie sg zamkniete na dodawanie, odejmowanie, mnozenie i
dzielenie. Okazuje sie, ze jesli a,b ¢ Q, to

a+b,a—b,a-b,%



moga by¢ wymierne lub niewymierne.
W szczegolnosci, problem wykazania niewymiernosci liczb

jest tak trudny, ze do dzi$ nie zostal rozwiazany (udalo sie jednak pokazaé, ze liczba e™ jest
niewymierna :)

3. Liczby rzeczywiste. Liczby wymierne i liczby niewymierne w sumie tworza zbior
liczb rzeczywistych R, ktéry wyobrazamy sobie jako oS liczbowa.
Liczby rzeczywiste tworza cialo liczbowe. W szczegolnosci, dla a, b € R mamy, ze

a+ba—ba-beR

oraz a
ZeR
b €
dla b # 0.

Dla a,b € R takich, ze a < b, przedzial otwarty (a,b) to zbior
(a,0) ={z €R:a <z < b},
natomiast przedzial domkniety [a, b] to zbior
[a,b) ={z eR:a <z <b}.

Wazna wtasnoscia liczb rzeczywistych i wymiernych jest to, ze liczby wymierne leza “gesto”
w liczbach rzeczywistych. Oznacza to, ze w kazdym (niepustym) przedziale liczb rzeczy-
wistych znajduje sie liczba wymierna.

Ta wlasnos¢ jest jasna o tyle, ze gdyby w (niepustym) przedziale (a,b) nie byto liczb
wymiernych, to musiata by sie w nim znajdowa¢ liczba niewymierna r. Skoro stwierdziliémy,
ze kazda liczba niewymierna jest otrzymywana jako granica liczb wymiernych, to korzystajac
7z pojecia granicy mozemy stwierdzi¢, ze jednak musi istnie¢ liczba wymierna w lezaca tak
blisko r, ze w € (a,b).

Ze wzgledu na to, ze pojecie granicy ciagu bedzie przedstawione dopiero w dalszej czesci
naszego kursu, ponizej pokazemy powyzsza wlasnos§¢ bez uzywania pojecia granicy ciggu.

Fakt. Miedzy kazdymi dwoma roznymsi liczbami rzeczywistyma lezy liczba wymierna.

Dla treningu czytania “krzaczkow” warto zauwazy¢, ze ten fakt mozna zapisa¢ nastepujaco:
Va,beER:a<b JceQ:a<c<d

Proof. Niech a < b beda liczbami rzeczywistymi. Szukamy liczby wymiernej c lezacej miedzy
a i b. Zauwazmy, ze jedli a jest ujemne oraz b dodatnie, to za nasze ¢ mozemy wzia¢ liczbe
zero. Mozna wiec zalozy¢, ze 0 < a < b lub a < b < 0 (obie liczby sa dodatnie lub obie sa
ujemne).

W przypadku, gdy 0 < a < b najpierw znajdujemy liczbe naturalna n taka, ze

1
—<b—a
n

(to oczywiScie robi sie bardzo tatwo biorac dowolne naturalne n > ﬁ) To oznacza, ze %

jest mniejsze niz dtugos¢ przedziatu (a, b).

Wyobrazmy teraz sobie, ze stoimy na osi liczbowej w punkcie zero i patrzymy w kierunku
+o0o. Gdzies w oddali (albo nawet catkiem blisko) majaczy sie nam przedzial (a,b). Zaczy-
namy i$¢ w jego kierunku krokami o dtugosci *. Po pierwszym kroku jestesmy w punkcie
po drugim kroku jesteSmy w punkcie % itd. Idac tak dalej w konicu w m-tym kroku wdep-
tujemy w przedzial (a,b), bo nasz krok jest na tyle maly, ze nie mozemy przeskoczy¢ tego
przedziatu. Dzigki temu za nasza liczbe ¢ mozemy wzigé ™ (oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze
wdepniemy w ten przedzial juz w pierwszym, lub drugim kroku i to OK).

Podobny (madrze moéwiac analogiczny) argument dziala w przypadku, gdy obie liczby a
i b sa ujemne. O



Nastepnie pokazemy, ze powyzszy Fakt pozwala nam uzyska¢ nastepujacy
Whiosek. Miedzy kazdymi dwoma réznymi liczbami rzeczywistymi lezy liczba niewymierna.

Dla treningu pisania “krzaczkéw” ten wniosek mozna zapisa¢ nastepujaco:
Va,beR:a<b Fd¢Q:a<d<d

Proof. To ma by¢ wniosek, czyli pokazemy jak wykorzysta¢ powyzszy Fakt. Niech ponownie
a,b € R, gdzie a < b. (Szukamy liczby niewymiernej d lezacej miedzy a i b.) Aby wykorzystac
Fakt dodajemy do obu tych liczb jakas liczbe niewymierna, np. /2. Z Faktu wiemy, ze istnieje
jaka$ liczba wymierna c lezaca miedzy a + v/2 i b+ v/2, tzn.

a+V2<e<b+2.

Z tego wynika, ze
a<c—V2<b

i dzieki temu za nasza liczbe niewymierna d mozemy wziaé¢ ¢ — /2 (d jest niewymierna, bo
roznica liczby wymiernej ¢ i liczby niewymiernej v/2 daje liczbe niewymierna).
O

4. Liczby zespolone. Przez pewien czas ludzie wierzyli, ze kazda liczba wystepujaca w
naturze jest liczba rzeczywista. Okazato sie jednak, ze dla opisania zjawisk zachodzacych w
otaczajacym nas Swiecie potrzebne sa liczby zespolone.

Podobnie jak rownanie (x) doprowadzito do odkrycia nowych liczb (niewymiernych) wys-
tepujacych w naturze, ponizsze réwnanie doprowadzito do wprowadzenia liczb, ktére nie sa
rzeczywiste:

(s * %) 22 =—1.

To, ze réwnanie (x * *) nie ma rozwigzan rzeczywistych wcale nie oznacza, ze nie ma
liczb spelniajacych to rownanie. Podobnie jak w przypadku réwnania (%) mozemy zalozy¢,
ze rOwnanie (x % *) ma dwa rozwiazania, ktore oznaczamy jako

zZ1 = i, z9 = —1.

Powyzsze liczby sa przykladami liczb zespolonych (a nawet urojonych :)
W og6lnosci, ciato liczb zespolonych C definiujemy jako

C={a+ib:a,beR}.

Liczby zespolone tworza wiec plaszczyzne i nie wystepuje w nich schemat poréwnywania
liczb stwierdzajacy, ktora liczba jest wieksza (badz mniejsza) od drugiej liczby. Wiecej o
liczbach zespolonych dowiemy sie na ostatnim wyktadzie z Analizy 1.

Uwaga: Przedstawione w tym wykladzie zbiory liczbowe tworza nastepujacy taricuch
obrazujacy rozwoj pojecia liczb
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