
2-2. Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej znajd¡ Pa«stwo podstawowe informacje dotycz¡ce liczb pier-
wszych i ich zastosowa« do badania wymierno±ci liczb rzeczywistych.

1. Liczby pierwsze. Liczba pierwsza, to liczba naturalna wi¦ksza od 1, która dzieli si¦
tylko przez 1 i sam¡ siebie. Pozostaªe liczby naturalne wi¦ksze od 1 to liczby zªo»one.

Twierdzenie. (Podstawowe twierdzenie arytmetyki.) Ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ n wi¦ksz¡ od 1
mo»na zapisa¢ jako

n = pα1
1 · p

α2
2 · . . . · p

αk

k ,

gdzie
p1 < p2 < . . . < pk

s¡ liczbami pierwszymi oraz
α1, α2, . . . , αk ∈ N.

Ponadto ten rozkªad liczby n na czynniki pierwsze jest jedyny.

Przykªadowo liczb¦ 720 rozkªadamy tak

720 = 10 · 72 = 2 · 5 · 8 · 9 = 24 · 32 · 5.

Z powy»szego twierdzenia wynika nast¦puj¡cy

Wniosek. Je±li k,m ∈ N i km dzieli si¦ przez liczb¦ pierwsz¡ p, to k te» dzieli si¦ przez p.

2. Zastosowania. Zaªó»my, »e chcemy zbada¢ wymierno±¢ liczby
√
17, albo 5

√
33. W

tym celu warto zastosowa¢ poni»szy

Fakt. Je±li n,m ∈ N i m
√
n jest liczb¡ wymiern¡, to n = km dla pewnej liczby naturalnej k.

Proof. Zaªó»my, »e m
√
n ∈ Q (dla n,m ∈ N). Wówczas

m
√
n =

k

l

dla pewnych k, l ∈ N, które nie maj¡ wspólnych dzielników wi¦kszych od 1. B¦dziemy starali
si¦ pokaza¢, »e l = 1.

Powy»sza równo±¢ daje, »e

(∗) n · lm = km.

Je±li l > 1 to istnieje liczba pierwsza p dziel¡ca l czyli taka, »e

l = p · q

dla pewnej liczby naturalnej q.
Podstawiaj¡c to do (∗) otrzymujemy, »e

n · pm · qm = km.

To oznacza, »e km dzieli si¦ przez liczb¦ pierwsz¡ p. Z jedyno±ci rozkªadu na czynniki pierwsze
mo»na wywnioskowa¢, »e w takim razie k te» musi si¦ dzieli¢ przez p. St¡d otrzymujemy, »e
k i l maja wspólny dzielnik p, czyli sprzeczno±¢. Z tego wynika, »e l nie mo»e byc wi¦ksze od
1, czyli l = 1.

Aby wykaza¢ niewymierno±¢ liczby
√
17 zauwa»amy, »e

42 < 17 < 52

nie ma wi¦c liczby naturalnej m takiej, »e 17 = m2 (co na podstawie powy»szego faktu
pozwala stwierdzi¢, »e liczba

√
17 jest niewymierna).
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Podobnie, aby wykaza¢ niewymierno±¢ liczby 5
√
33 zauwa»amy, »e

25 < 33 < 35

nie ma wi¦c liczby naturalnej m takiej, »e 33 = m5.

Zaªó»my, »e chcemy zbada¢ wymierno±¢ liczby log122 + log√126. W tym celu musimy
sobie przypomnie¢ podstawowe fakty dotycz¡ce logarytmów.

logab

jest de�niowany dla a, b > 0, gdzie a 6= 1. Z de�nicji,

logab = c

oznacza, »e
ac = b.

Podstawowe wªasno±ci logarytmów, to

loga(a
b) = b = alogab,

logab+ logac = loga(b · c),

logab− logac = loga

(
b

c

)
,

loga(b
c) = c · logab,

logacb =
1

c
· logab,

logab =
1

logba
,

logab =
logcb

logca
.

Dzi¦ki temu przypomnieniu mo»emy przej±¢ do wspomnianego przykªadu.

Przykªad. Chcemy zbada¢ wymierno±¢ liczby L = log122 + log√126. Zauwa»my, »e

log√126 = log
12

1
2
6 =

1
1
2

log126 = 2log126 = log12(6
2).

Mamy wi¦c, »e

L = log122 + log√126 = log122 + log12(6
2) = log12(2 · 62).

Zaªó»my, »e log12(2 · 62) ∈ Q. Wówczas

log12(2 · 62) =
m

n

dla pewnych m,n ∈ N. Z de�nicji logarytmu mamy wi¦c, »e

12
m
n = 2 · 62,

czyli
12m = (2 · 62)n.

To po rozkªadzie na czynniki pierwsze daje, »e

(22 · 3)m = (23 · 32)n,

czyli
22m · 3m = 23n · 32n.

Korzystaj¡c z jedyno±ci rozkªadu na czynniki pierwsze otrzymujemy wi¦c, »e

2m = 3n, m = 2n.

Rozwi¡zujac ten ukªad równa« otrzymujemy, »e

m = n = 0,

czyli sprzeczno±¢ z tym, »e n 6= 0.
W zwi¡zku z powy»szym liczba L jest niewymierna.
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