2-2. Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Szanowni Panistwo, ponizej znajda Panstwo podstawowe informacje dotyczace liczb pier-
wszych i ich zastosowan do badania wymiernosci liczb rzeczywistych.

1. Liczby pierwsze. Liczba pierwsza, to liczba naturalna wieksza od 1, ktéra dzieli sie
tylko przez 1 i samg siebie. Pozostale liczby naturalne wieksze od 1 to liczby zlozone.

Twierdzenie. (Podstawowe twierdzenie arytmetyki.) Kazdg liczbe naturalng n wiekszq od 1
mozna zapisaé jako
n=pi"-py? ... ppk,
gdzie
P <p2<...<Dk

sq liczbami pierwszymi oraz
a1,aa,...,a €N,

Ponadto ten rozktad liczby n na czynniki pierwsze jest jedyny.

Przyktadowo liczbe 720 rozkladamy tak
720=10-72=2-5-8-9=2%.3% .5,
7 powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy

Whiosek. Jesli k,m € N i k™ dzieli sie przez liczbe pierwszq p, to k tez dzieli sie przez p.

2. Zastosowania. Zalézmy, ze chcemy zbadaé¢ wymiernosé liczby /17, albo v/33. W
tym celu warto zastosowac ponizszy

Fakt. Jesli n,m € N i %/n jest liczbg wymierng, to n = k™ dla pewnej liczby naturalnej k.
Proof. Zatozmy, ze %/n € Q (dla n,m € N). Wowczas

dla pewnych k,l € N, ktére nie maja wspoélnych dzielnikéw wiekszych od 1. Bedziemy starali
sie pokazaé, ze [ = 1.
Powyzsza rownosé daje, ze

(*) n-Im=kKm".
Jesli [ > 1 to istnieje liczba pierwsza p dzielaca [ czyli taka, ze
| = p-q

dla pewnej liczby naturalnej q.
Podstawiajac to do (x) otrzymujemy, ze
n- pm . qm. — km
To oznacza, ze k™ dzieli sie przez liczbe pierwsza p. Z jedynosci rozktadu na czynniki pierwsze
mozna wywnioskowaé, ze w takim razie k tez musi sie dzieli¢ przez p. Stad otrzymujemy, ze
kil maja wspoélny dzielnik p, czyli sprzecznosé. Z tego wynika, ze [ nie moze byc wieksze od
1, czylil = 1. O

Aby wykazaé¢ niewymierno$é liczby /17 zauwazamy, ze

42 <17 < 52

nie ma wiec liczby naturalnej m takiej, ze 17 = m?

pozwala stwierdzi¢, ze liczba /17 jest niewymierna).

(co na podstawie powyzszego faktu



Podobnie, aby wykazaé¢ niewymierno$é liczby v/33 zauwazamy, ze

20 <33<3°

nie ma wiec liczby naturalnej m takiej, ze 33 = m5.

Zalozmy, ze chcemy zbada¢ wymiernosc¢ liczby log,2 +log 436. W tym celu musimy
sobie przypomnie¢ podstawowe fakty dotyczace logarytmow.

log,b
jest definiowany dla a,b > 0, gdzie a # 1. Z definicji,
log,b=rc
oznacza, ze
a®=b.

Podstawowe wtlasnosci logarytmoéw, to
log,(a®) = b= alOgab,

log,b + log,c =log, (b ¢),

b
log,b — log,c = log, () ,
c
loga(bc) =c- logaba

1
log,.b = — -log,b,
c

1
log,b = )
log,a
1
log,b = ogcb.
log.a

Dzieki temu przypomnieniu mozemy przejs¢ do wspomnianego przykltadu.
Przyktad. Chcemy zbada¢ wymiernosc¢ liczby L =logy,2 + log, 436. Zauwazmy, ze

1
log /56 = log 16 = t10g,56 = 2log,,6 = log,5(6%).
2

Mamy wiec, ze
L =log;,2 + log /56 = log;52 + log,5(6%) = log,5(2 - 62).
Zalozmy, ze logy5(2 - 6%) € Q. Wowczas
m

logy5(2 - 62) = o

dla pewnych m,n € N. Z definicji logarytmu mamy wiec, ze
12% =262,
czyli
12™ = (2-6%)".
To po rozkladzie na czynniki pierwsze daje, ze
(223 = (23",

czyli
22m .3m — 23n A 32n.

Korzystajac z jedynosci rozktadu na czynniki pierwsze otrzymujemy wiec, ze
2m =3n, m =2n.
Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy, ze
m=n=2~0,

czyli sprzecznosc z tym, ze n # 0.
W zwiazku z powyzszym liczba L jest niewymierna.



