3-1. Nierownosci i szacowania.

Szanowni Panistwo, ponize]j przedstawione sa podstawowe informacje dotyczace nieréwnosci
i szacowan.

1. Wartosé bezwzgledna. Warto$¢ bezwzgledna (w skrocie moduf) liczby x to

| = z dlaxz >0
= V=2 dlaz<o0

Wtiasnosci:

e) |z> = 2”

f) Va2 = |z| (ale uwaga: (v/z)? = )
g) = < |z|

h) | —zf = ||

i) la—bl =1]b—dq|

i) la-b[ = lal - |b]

k) |3 = fi

Interpretacja geometryczna:

|z — a| to odleglo$¢ miedzy liczbami = i a. Z tego wynika, ze nastepujace warunki sa
rownowazne (czyli oznaczaja to samo):

a) |z —al <e

b)a—e<z<a+e

c)z€(a—ea+e)

Uwaga:

Nier6wno$¢ |z| < a oznacza, ze —a < = < a (czyli x € (—a,a)), a to oznacza, ze spelnione
sa dwie nieréwnosci: x < a oraz —z < a.

2. Nieréwnosé tréjkata. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi ponizsza
nier6wnosé trojkata
(%) |+ 0] < |a] + [b].
Mozna ja wykazaé¢ podnoszac obie strony tej nieréwnosci do kwadratu i korzystajac z tego, ze
|z|? = 22. Wazne jest to, ze w tej nieréwnosci (*) mozna zamiast b podstawi¢ —b i otrzymaé

la =0 = [a+ (=b)| <a| + | = b = [a] + |b],

czyli

(+4) la— bl < Ja] + o]
W skrocie obie nieréwnosci (x) i (%) mozna zapisa¢ jako
(3 % %) la 0| < la| + 0]



Wazne jest réwniez to, ze nierownosé (xx) daje nastepujacy wniosek
la| = [(a+b) — b < |a+0b] + 0],

wiec (po przeniesieniu |b| na drugg strone) dostajemy

la| — [b] < |a+ b|.
Podobnie mozemy stwierdzié, ze

|b] — |a] < |a + 0|
i zapisa¢ obie te nieréwnosci jako

llal = [b]| < |a+ b].
Oczywiscie w tej nieréwnosci znowu mozemy podstawi¢ —b zamiast b i otrzymacd

llal = b)) < la .
Ta ostatnia nieré6wnosé razem z nieréwnoscia (**+) daje nam ogélna nier6wnosé tréjkata:

|la = [o]| <la £ b < la] + [b].

3. Czesé catkowita i utamkowa. Czesé catkowita (inaczej cecha) liczby = to najwieksza
liczba caltkowita nieprzekraczajaca x. To znaczy, ze cecha liczby catkowitej x wynosi z. A
jesli liczba x nie jest catkowita, to stajemy na osi liczbowej w punkcie z, patrzymy w kierunku
—oo i znajdujemy najbizsza liczbe catkowita w tym kierunku. To wtasnie jest cecha liczby
x, ktora oznaczamy przez [z].

Przyktady: [3] =3, [-8] = =8, [3,2] = 3, [-5,3] = —6 (tak —6, a nie —5).

Ceche liczby « mozna wiec zdefiniowaé¢ przy pomocy warunku [x] € Z (gdzie Z to liczby
catkowite) oraz dwoch nieréwnosci:

] <z < [z]+ 1.
Te dwie nieréwnosci mozna tez zapisaé tak
r—1<[z] <=z
Uwaga: Cecha nie jest funkcjg okresowa, ale spetnia
[z + k] = [z] + K,
dla k € Z.

Czes¢ utamkowa (inaczej mantysa) liczby z jest oznaczana przez {x} i definiowana jako

{z} =z —[z].

Zgodnie z definicja jest wiec to odleglo$é jaka musimy przeby¢ na osi liczbowej z punktu x
tak, aby (idac w kierunku —oo) dotrze¢ do [z].

Przyktady: {3} =0,{-8} =0, {3,2} =0,2, {-5,3} = 0,7 (tak 0,7, anie 0,3, bo chcemy
dojsé do —6).

Mantysa jest okre§lona przez dwie kluczowe wtasnosci:

a) {z} =z dlaz €10,1)

b) jest to funkcja okresowa spelniajaca {z + 1} = {z}, czyli

{z+k} = {z},
dla k € Z.



4. Nieré6wnos$é miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczna
srednimi

. Nieréwnosé miedzy

a1+a2+...+an
Yaias . ..a, <

n

zachodzi dla wszystkich n € N oraz dowolnych a1, as,...,a, >0

Inne formy tej nieréwnosci to (po podniesieniu do potegi n-tej)

<a1+a2+~-~+an>"
a1as...a, <
n

Albo (po podstawieniu a} zamiast ay)

n n n
ay +as +---+a
alag...ang ! 2n o,

Uwaga: ROwnos¢ w nieréwnosci miedy $rednimi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszys-
tkie liczby sa takie same, tzn. a; = as

= Q.

Przyktady: Dla a, b, ¢ > 0 mamy

\/%Sa;’b

2Vab<a+b
(a+b)*
4
a? + b2
2
\S/@<Lb+c
- 3

ab <

ab <

3vVabe <a+b+c
3
abe < @b+

27
o< A
3
CLb:a_b.1<a3+b3+13:a?’+b3+1
- 3 3
Wb b< a®+ b2+ a®+ 203
- 3

5. Porownywanie liczb. W tej sekcji pokazemy dwa przyktady dotyczace poréwnywa-
nia liczb

Przyklad 1. Rozwazmy nastepujace zadanie:
Uzasadnij, ktora z liczb jest wieksza 15'3 czy 245

Ograniczenie: W rozwigzaniu wolno korzystac¢ z wlasnosci potegowania oraz wolno wykony-
wacé obliczenia na liczbach naturalnych mniejszych od 100

Ograniczenie oznacza, ze rozwiazania typu 153 = n = ..., co jest wicksze (mniejsze)
niz ... = m = 2*° nie bedy uznane, ze wzgledu na to, ze hczby n i m wystepujace w takim
rozwigzaniu beda wieksze od 100.



Proste podejscie do tego zadania daje, ze
15 < 16 = 24,
czyli
1513 < (24)13 _ 24'13 — 252'
To oznacza, ze takie proste podejscie niestety nie dziala :(, bo wyszlo nam po prawej stronie
252 czyli wiecej niz 245,
Sprobujmy zatem pokazac, ze
1518 > 2%,
W tym celu rozktadamy 15 na czynniki pierwsze
15=3-5
i staramy sie pokazaé, ze
(*) 1513:(3.5)13:313_513 >245-
Aby tego dokonaé¢ poréwnujemy potegi trojki i piatki z potegami dwdjki:

a) 31 =3 > 2 = 2! (slabe, ale moze si¢ przydac)

b) 32 =9 > 8 = 23 (lepsze — to trzeba uzyc)

¢) 51 =5 > 4 =22 (tez slabe, ale moze da rade)

Z b) wynika, ze

312 _ (32)6 > (23)6 — 018
co daje nam najblizsze podejscie do liczby 33 wystepujacej w pozadanej nieréwnosci ().
Natomiast z ¢) wynika, ze

p13 > (22)F = 2%,
Powyzsze nieréwnosci daja, ze
312 513 | 918 926 _ 9l8+26 _ 9d4_
A to, lacznie z a) dowodzi, ze nieréwnos¢ () jest spelniona:
313 . 513 _ g 312 513 9 944 _ od5

Przyklad 2. Rozwazmy nastepujace zadanie (zad. 46 lista 3-1):

Uzasadnij, ktora z liczb jest wieksza 45'3 czy 272. W rozwigzaniu wolno korzystaé z
wlasnosci potegowania oraz wolno wykonywaé obliczenia na liczbach naturalnych mniejszych
od 300.

Ponownie nie wiemy, czy zachodzi Opcja 1: 45 > 272, czy tez moze Opcja 2: 45'3 < 272,

Postarajmy sie zbada¢ nasza sytuacje:

4513 — (32 . 5)13 — 326 . 513.
Podazajac za Opcja 1 korzystamy z poprzednich obserwacji:
b) 32=9>8=2%,
¢) bt =5 >4 =22,
Uzyskujac z b), ze
326 _ (32)13 > (23)13 — 939
oraz 7z c), ze
513 < (22)13 — 926
- Y

dostajemy, ze
4513 — 326 . 513 > 239 . 226 — 265.



W ten oto spos6b nasze podejscie do Opcji 1 koriczy sie porazka :{

Sprobujmy zatem Opcji 2 ponownie poréwnujac potegi trojki i piatki z potegami
dwojki:

d) 3° =3.81 =777 < 27

e) 5’ =777 < 27

Po podniesieniu nieréwnosci d) i €) do odpowiednich poteg i skorzystaniu z pierwszej
nieréwnosci w Przykladzie 1 mozemy uzyskaé rozwigzanie tego zadania.



