
3-1. Nierówno±ci i szacowania.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej przedstawione s¡ podstawowe informacje dotycz¡ce nierówno±ci
i szacowa«.

1. Warto±¢ bezwzgl¦dna. Warto±¢ bezwzgl¦dna (w skrócie moduª) liczby x to

|x| =
{
x dla x ≥ 0
−x dla x < 0

Wªasno±ci:

a) 0 ≤ |x|
b) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0

c)
∣∣|x|∣∣ = |x|

d) |x2| = x2

e) |x|2 = x2

f)
√
x2 = |x| (ale uwaga: (

√
x)2 = x)

g) x ≤ |x|
h) | − x| = |x|
i) |a− b| = |b− a|
j) |a · b| = |a| · |b|
k)

∣∣a
b

∣∣ = |a|
|b|

Interpretacja geometryczna:
|x − a| to odlegªo±¢ mi¦dzy liczbami x i a. Z tego wynika, »e nast¦puj¡ce warunki s¡

równowa»ne (czyli oznaczaj¡ to samo):

a) |x− a| < ε

b) a− ε < x < a+ ε

c) x ∈ (a− ε, a+ ε)

Uwaga:
Nierówno±¢ |x| < a oznacza, »e −a < x < a (czyli x ∈ (−a, a)), a to oznacza, »e speªnione

s¡ dwie nierówno±ci: x < a oraz −x < a.

2. Nierówno±¢ trójk¡ta. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi poni»sza
nierówno±¢ trójk¡ta

(∗) |a+ b| ≤ |a|+ |b|.
Mo»na j¡ wykaza¢ podnosz¡c obie strony tej nierówno±ci do kwadratu i korzystaj¡c z tego, »e
|x|2 = x2. Wa»ne jest to, »e w tej nierówno±ci (∗) mo»na zamiast b podstawi¢ −b i otrzyma¢

|a− b| = |a+ (−b)| ≤ |a|+ | − b| = |a|+ |b|,
czyli

(∗∗) |a− b| ≤ |a|+ |b|.
W skrócie obie nierówno±ci (∗) i (∗∗) mo»na zapisa¢ jako

(∗ ∗ ∗) |a± b| ≤ |a|+ |b|.
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Wa»ne jest równie» to, »e nierówno±¢ (∗∗) daje nast¦puj¡cy wniosek

|a| = |(a+ b)− b| ≤ |a+ b|+ |b|,
wi¦c (po przeniesieniu |b| na drug¡ stron¦) dostajemy

|a| − |b| ≤ |a+ b|.
Podobnie mo»emy stwierdzi¢, »e

|b| − |a| ≤ |a+ b|

i zapisa¢ obie te nierówno±ci jako ∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a+ b|.
Oczywi±cie w tej nierówno±ci znowu mo»emy podstawi¢ −b zamiast b i otrzyma¢∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a± b|.
Ta ostatnia nierówno±¢ razem z nierówno±ci¡ (∗∗∗) daje nam ogóln¡ nierówno±¢ trójk¡ta:∣∣|a| − |b|∣∣ ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|.

3. Cz¦±¢ caªkowita i uªamkowa. Cz¦±¢ caªkowita (inaczej cecha) liczby x to najwi¦ksza
liczba caªkowita nieprzekraczaj¡ca x. To znaczy, »e cecha liczby caªkowitej x wynosi x. A
je±li liczba x nie jest caªkowita, to stajemy na osi liczbowej w punkcie x, patrzymy w kierunku
−∞ i znajdujemy najbi»sz¡ liczb¦ caªkowit¡ w tym kierunku. To wªa±nie jest cecha liczby
x, któr¡ oznaczamy przez [x].

Przykªady: [3] = 3, [−8] = −8, [3, 2] = 3, [−5, 3] = −6 (tak −6, a nie −5).
Cech¦ liczby x mo»na wi¦c zde�niowa¢ przy pomocy warunku [x] ∈ Z (gdzie Z to liczby

caªkowite) oraz dwóch nierówno±ci:

[x] ≤ x < [x] + 1.

Te dwie nierówno±ci mo»na te» zapisa¢ tak

x− 1 < [x] ≤ x.
Uwaga: Cecha nie jest funkcj¡ okresow¡, ale speªnia

[x+ k] = [x] + k,

dla k ∈ Z.

Cz¦±¢ uªamkowa (inaczej mantysa) liczby x jest oznaczana przez {x} i de�niowana jako

{x} = x− [x].

Zgodnie z de�nicj¡ jest wi¦c to odlegªo±¢ jak¡ musimy przeby¢ na osi liczbowej z punktu x
tak, aby (id¡c w kierunku −∞) dotrze¢ do [x].

Przykªady: {3} = 0, {−8} = 0, {3, 2} = 0, 2, {−5, 3} = 0, 7 (tak 0, 7, a nie 0, 3, bo chcemy
doj±¢ do −6).

Mantysa jest okre±lona przez dwie kluczowe wªasno±ci:

a) {x} = x dla x ∈ [0, 1)

b) jest to funkcja okresowa speªniaj¡ca {x+ 1} = {x}, czyli
{x+ k} = {x},

dla k ∈ Z.
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4. Nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ geometryczn¡ i arytmetyczn¡. Nierówno±¢ mi¦dzy
±rednimi

n
√
a1a2 . . . an ≤

a1 + a2 + · · ·+ an
n

zachodzi dla wszystkich n ∈ N oraz dowolnych a1, a2, . . . , an ≥ 0.
Inne formy tej nierówno±ci to (po podniesieniu do pot¦gi n-tej)

a1a2 . . . an ≤
(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)n

.

Albo (po podstawieniu ank zamiast ak)

a1a2 . . . an ≤
an1 + an2 + · · ·+ ann

n
.

Uwaga: Równo±¢ w nierówno±ci mi¦dy ±rednimi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszys-
tkie liczby s¡ takie same, tzn. a1 = a2 = · · · = an.

Przykªady: Dla a, b, c ≥ 0 mamy
√
ab ≤ a+ b

2

2
√
ab ≤ a+ b

ab ≤ (a+ b)2

4

ab ≤ a2 + b2

2

3
√
abc ≤ a+ b+ c

3

3
3
√
abc ≤ a+ b+ c

abc ≤ (a+ b+ c)3

27

abc ≤ a3 + b3 + c3

3

ab = a · b · 1 ≤ a3 + b3 + 13

3
=
a3 + b3 + 1

3

ab2 = a · b · b ≤ a3 + b3 + b3

3
=
a3 + 2b3

3
.

5. Porównywanie liczb. W tej sekcji poka»emy dwa przykªady dotycz¡ce porównywa-
nia liczb

Przykªad 1. Rozwa»my nast¦puj¡ce zadanie:
Uzasadnij, która z liczb jest wi¦ksza 1513 czy 245.
Ograniczenie: W rozwi¡zaniu wolno korzysta¢ z wªasno±ci pot¦gowania oraz wolno wykony-

wa¢ obliczenia na liczbach naturalnych mniejszych od 100.

Ograniczenie oznacza, »e rozwi¡zania typu 1513 = n = . . . , co jest wi¦ksze (mniejsze)
ni» ... = m = 245 nie b¦d¡ uznane, ze wzgl¦du na to, »e liczby n i m wyst¦puj¡ce w takim
rozwi¡zaniu b¦d¡ wi¦ksze od 100.
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Proste podej±cie do tego zadania daje, »e

15 < 16 = 24,

czyli

1513 <
(
24
)13

= 24·13 = 252.

To oznacza, »e takie proste podej±cie niestety nie dziaªa :( , bo wyszªo nam po prawej stronie
252, czyli wi¦cej ni» 245.

Spróbujmy zatem pokaza¢, »e
1513 > 245.

W tym celu rozkªadamy 15 na czynniki pierwsze

15 = 3 · 5
i staramy si¦ pokaza¢, »e

(∗) 1513 = (3 · 5)13 = 313 · 513 > 245.

Aby tego dokona¢ porównujemy pot¦gi trójki i pi¡tki z pot¦gami dwójki:

a) 31 = 3 > 2 = 21 (sªabe, ale mo»e si¦ przyda¢)

b) 32 = 9 > 8 = 23 (lepsze � to trzeba u»y¢)

c) 51 = 5 > 4 = 22 (te» sªabe, ale mo»e da rad¦)
Z b) wynika, »e

312 =
(
32
)6
>

(
23
)6

= 218,

co daje nam najbli»sze podej±cie do liczby 313 wyst¦puj¡cej w po»¡danej nierówno±ci (∗).
Natomiast z c) wynika, »e

513 >
(
22
)13

= 226.

Powy»sze nierówno±ci daj¡, »e

312 · 513 > 218 · 226 = 218+26 = 244.

A to, ª¡cznie z a) dowodzi, »e nierówno±¢ (∗) jest speªniona:
313 · 513 = 3 · 312 · 513 > 2 · 244 = 245.

Przykªad 2. Rozwa»my nast¦puj¡ce zadanie (zad. 46 lista 3-1):
Uzasadnij, która z liczb jest wi¦ksza 4513 czy 272. W rozwi¡zaniu wolno korzysta¢ z

wªasno±ci pot¦gowania oraz wolno wykonywa¢ obliczenia na liczbach naturalnych mniejszych
od 300.

Ponownie nie wiemy, czy zachodzi Opcja 1: 4513 > 272, czy te» mo»e Opcja 2: 4513 < 272.
Postarajmy si¦ zbada¢ nasz¡ sytuacj¦:

4513 = (32 · 5)13 = 326 · 513.
Pod¡»aj¡c za Opcj¡ 1 korzystamy z poprzednich obserwacji:

b) 32 = 9 > 8 = 23 ,

c) 51 = 5 > 4 = 22.
Uzyskuj¡c z b), »e

326 =
(
32
)13

>
(
23
)13

= 239

oraz z c), »e

513 >
(
22
)13

= 226,

dostajemy, »e
4513 = 326 · 513 > 239 · 226 = 265.
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W ten oto sposób nasze podej±cie do Opcji 1 ko«czy si¦ pora»k¡ :{
Spróbujmy zatem Opcji 2 ponownie porównuj¡c pot¦gi trójki i pi¡tki z pot¦gami

dwójki:

d) 35 = 3 · 81 =??? < 2?

e) 5? =??? < 2?

Po podniesieniu nierówno±ci d) i e) do odpowiednich pot¦g i skorzystaniu z pierwszej
nierówno±ci w Przykªadzie 1 mo»emy uzyska¢ rozwi¡zanie tego zadania.
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