
3-2. Nierówno±ci i szacowania.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej przedstawione s¡ techniki szacowania uªamków.

1. Najpierw dla treningu popatrzymy na szacowanie iloczynów.
Wiadomo, »e je±li

a < b oraz c < d,

to mo»emy obie te nierówno±ci
a < b
c < d

przemno»y¢ stronami i uzyska¢, »e
ac < bd.

Wa»na jest jednak nast¦puj¡ca
Uwaga: Powy»sza operacja dziaªa wtedy, gdy liczby a, b, c, d s¡ NIEUJEMNE!!!

Przykªad:
2 < 5
3 < 7

daje, »e
2 · 3 < 5 · 7

i jest OK. Ale
−5 < 2
−3 < 4

wcale nie daje, »e
(−5) · (−3) < 2 · 4,

bo przecie» ta ostatnia nierówno±¢ jest faªszywa.

Inne przykªady:
Mamy

−2 < 5
3 < 7

i tu
(−2) · 3 < 5 · 7.

Mamy
−2 < 5
−3 < 7

i tu
(−2) · (−3) < 5 · 7.

Mamy
−2 < 5
−3 < −1

i tu
(−2) · (−3) > 5 · (−1).

Wniosek: To oznacza, »e je±li a < b oraz c < d i nie wiemy czy te liczby s¡ nieujemne, to
nie wiemy czy ac < bd, czy te» mo»e ac > bd.

2. Teraz mo»emy przej±¢ do szacowania uªamków.
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Wiadomo, »e je±li
c > d

oraz obie liczby c, d s¡ DODATNIE!!!, to

1

c
<

1

d
.

Dzi¦ki temu wiemy, »e je±li dla dodatnich liczb a, b, c, d zachodzi

a < b
c > d,

to
a

c
<
b

d
,

(bo a < b oraz 1
c <

1
d daje, »e a · 1c < b · 1d ).

Oznacza to, »e im wi¦kszy jest licznik danego uªamka, tym wi¦kszy jest ten uªamek. Ale z
mianownikiem jest odwrotnie. Immniejszy jest mianownik danego uªamka, tym wi¦kszy jest
ten uªamek. Oczywi±cie w takim podej±ciu rozwa»amy tylko liczniki i mianowniki dodatnie.

W takiej �dodatniej� sytuacji schemat szacowania uªamków dziaªa wi¦c nast¦puj¡co.
Je±li chc¦ oszacowa¢ uªamek a

c od góry, to zwi¦kszam licznik (czyli szukam b takiego, »e
b > a), zmniejszam mianownik (czyli szukam d takiego, »e d < c) i uzyskuj¦ oszacowanie
górne

a

c
<
b

d
.

Je±li chc¦ oszacowa¢ uªamek b
d od doªu, to zmniejszam licznik (czyli szukam a takiego,

»e a < b), zwi¦kszam mianownik (czyli szukam c takiego, »e c > d) i uzyskuj¦ oszacowanie
dolne

b

d
>
a

c
.

3. Uwaga. Powy»sze rozwa»ania nadal pozostaj¡ w mocy, gdy zast¡pimy ostre nierówno±ci
(tzn. >,<) nierówno±ciami nieostrymi (tzn. ≥,≤).

4. Teraz zobaczymy, jak takie szacowania dziaªaj¡ w praktyce.

4.1. Rozwi¡»my zadanie polegaj¡ce na oszacowaniu wyra»enia

W (n) =
n4 + 16n+ 3

2n4 + 7n2

poprzez znalezienie dwóch liczb dodatnich C,D takich, »e C < W (n) < D dla n ∈ N.
W tym celu znajdujemy wyraz najwy»szego rz¦du w liczniku. Jest to ten wyraz, gdzie n

jest w najwy»szej pot¦dze, czyli b¦dzie to n4. Nast¦pnie zwi¦kszamy licznik zast¦puj¡c wyrazy
ni»szego rz¦du (tzn. te gdzie nma ni»sz¡ pot¦g¦) odpowiednimi wyrazami najwy»szego rz¦du:

n4 + 16n+ 3 ≤ n4 + 16n4 + 3n4 = 20n4.

Teraz patrzymy na mianownik. Ponownie znajdujemy tam wyraz najwy»szego rz¦du i widzi-
my, »e jest to 2n4. Nast¦pnie zmniejszamy mianownik zast¦puj¡c wyrazy ni»szego rz¦du
zerami:

2n4 + 7n2 > 2n4 + 0 = 2n4.

W skrócie, takie oszacowanie przeprowadzamy nast¦puj¡co

n4 + 16n+ 3

2n4 + 7n2
<
n4 + 16n4 + 3n4

2n4 + 0
=

20n4

2n4
= 10 = D.
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Mo»emy wi¦c przej±¢ do oszacowania dolnego. Tym razem zmniejszamy licznik i zwi¦kszamy
mianownik u»ywaj¡c tej samej techniki, co wcze±niej:

n4 + 16n+ 3

2n4 + 7n2
>
n4 + 0 + 0

2n4 + 7n4
=

n4

9n4
=

1

9
= C

i gotowe :)

4.2. Powy»sza technika oszacowania dziaªa w sytuacji, gdy w szacowanym wyra»eniu
W (n) wyst¦puj¡ same znaki �+�. Rozwa»my zatem wyra»enie W (n), w którym pojawia si¦
równie» znak �−�

W (n) =
5n3 − 2n+ 3

4n3 + 3n2 − n
i spróbujmy je oszacowa¢.

Tym razem zwi¦kszamy licznik zast¦puj¡c umiej¦tnie wyrazy ni»szego rz¦du odpowied-
nimi wyrazami najwy»szego rz¦du lub zerami:

5n3 − 2n+ 3 < 5n3 − 0 + 3n3 = 8n3.

Podobnie zmniejszamy mianownik zast¦puj¡c umiej¦tnie wyrazy ni»szego rz¦du zerami lub
odpowiednimi wyrazami najwy»szego rz¦du:

4n3 + 3n2 − n > 4n3 + 0− n3 = 3n3.

W skrócie, takie oszacowanie przeprowadzamy wi¦c nast¦puj¡co

5n3 − 2n+ 3

4n3 + 3n2 − n
<

5n3 − 0 + 3n3

4n3 + 0− n3
=

8

3
.

U»ywaj¡c tej samej techniki zmniejszamy licznik i zwi¦kszamy mianownik, aby uzyska¢
oszacowanie dolne:

5n3 − 2n+ 3

4n3 + 3n2 − n
>

5n3 − 2n3 + 0

4n3 + 3n3 − 0
=

3

7
.

4.3. Na koniec rozwi¡»my jeszcze zadanie polegaj¡ce na znalezieniu liczby g i dodatniej
liczby C takiej, »e wyra»enie

W (n) =
2n2 + 2n+ 3

3n2 + 7n+ 2

jest oszacowane nast¦puj¡co

(∗) g − C

n
< W (n) < g +

C

n
.

Aby znale¹¢ g zauwa»amy, »e dla du»ych warto±ci n wyra»enie C
n jest bardzo bliskie

liczby zero. Dlatego powy»sze oszacowanie oznacza, »e dla du»ych warto±ci n wyra»enie
W (n) jest bardzo bliskie liczby g. Tak wi¦c g jest granic¡ wyra»enia W (n) przy n d¡»¡cym
do niesko«czono±ci (wi¦cej o poj¦ciu granicy nauczymy si¦ w Temacie 4).

Poniewa»

W (n) =
2n2 + 2n+ 3

3n2 + 7n+ 2
=

2 + 2
n + 3

n2

3 + 7
n + 2

n2

,

to wida¢, »e dla du»ych warto±ci n wyra»enie W (n) jest bardzo bliskie liczby 2
3 , czyli g = 2

3 .
Korzystaj¡c z tej informacji mo»emy przeprowadzi¢ oszacowanie (∗) podobnie jak robi-

li±my to do tej pory. Jest jednak te» troch¦ inna (chyba wygodniejsza) metoda, z któr¡ warto
si¦ zapozna¢.

Polega ona na tym, »e (jak pami¦tamy z poprzedniego wykªadu) nierówno±¢ typu

a− ε < x < a+ ε
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mo»na zapisa¢ przy pomocy warto±ci bezwzgl¦dnej jako

|x− a| < ε.

Dlatego oszacowanie (∗) skªadaj¡ce si¦ z dwóch nierówno±ci mo»na zapisa¢ u»ywaj¡c tylko
jednej nierówno±ci jako

|W (n)− g| < C

n
.

W takim razie przeprowad¹my powy»sze oszacowanie

|W (n)− g| =
∣∣∣∣2n2 + 2n+ 3

3n2 + 7n+ 2
− 2

3

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣3 · (2n2 + 2n+ 3)− 2 · (3n2 + 7n+ 2)

3 · (3n2 + 7n+ 2)

∣∣∣∣ =∣∣∣∣ −8n+ 5

9n2 + 21n+ 6

∣∣∣∣ = | − 8n+ 5|
|9n2 + 21n+ 6|

=
8n− 5

9n2 + 21n+ 6
<

8n− 0

9n2 + 0 + 0
=

8

9n
,

co daje, »e C = 8
9 .

Uwaga1: W powy»szym oszacowaniu musieli±my opu±ci¢ warto±¢ bezwzgl¦dn¡. W mia-
nowniku jest to ªatwe

|9n2 + 21n+ 6| = 9n2 + 21n+ 6,

bo 9n2 + 21n+ 6 jest zawsze dodatnie. Natomiast w liczniku mamy

| − 8n+ 5| = | − (8n− 5)| = |8n− 5| = 8n− 5,

bo 8n− 5 jest zawsze dodatnie.
Uwaga2: A co gdyby w liczniku byªo | − 8n+12|? Wówczas mo»emy si¦ pozby¢ warto±ci

bezwzgl¦dnej korzystaj¡c z nierówno±ci trójk¡ta (z poprzedniego wykªadu):

| − 8n+ 12| ≤ | − 8n|+ |12| = 8n+ 12.
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