3-2. Nierownosci i szacowania.

Szanowni Panstwo, ponizej przedstawione sa techniki szacowania utamkoéw.

1. Najpierw dla treningu popatrzymy na szacowanie iloczynéw.
Wiadomo, ze jesli
a<b oraz c<d,
to mozemy obie te nieréwnosci
a<b
c<d
przemnozy¢ stronami i uzyskac, ze
ac < bd.
Wazna jest jednak nastepujaca
Uwaga: Powyzsza operacja dziala wtedy, gdy liczby a, b, ¢, d sg NIEUJEMNE!!!
Przyktad:

2<5
3<7
daje, ze
2:3<5-7
i jest OK. Ale
-5 <2
-3<4

wcale nie daje, ze
(=5)-(=3) <24,

bo przeciez ta ostatnia nier6wnosc jest falszywa.
Inne przyktady:
Mamy
-2<5
3<7
itu
(-2)-3<5-T.
Mamy
-2<5
-3<7

(—=2)-(-3)<5-T7.
Mamy
-2<5
-3< -1
itu
(=2)-(=3) >5- (1)
Whniosek: To oznacza, ze jesli a < b oraz ¢ < d i nie wiemy czy te liczby sa nieujemne, to
nie wiemy czy ac < bd, czy tez moze ac > bd.

2. Teraz mozemy przej$¢ do szacowania utamkow.



Wiadomo, ze jesli

c>d

oraz obie liczby ¢, d sa DODATNIE!!! to
1.1
c d

Dzieki temu wiemy, ze jesli dla dodatnich liczb a, b, ¢, d zachodzi
a<b
c>d,

to

<

)
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(boa<boraz X <L daje,zea-L<b-%).

Oznacza to, ze im wiekszy jest licznik danego utamka, tym wiekszy jest ten utamek. Ale z
mianownikiem jest odwrotnie. Im mniejszy jest mianownik danego utamka, tym wiekszy jest
ten utamek. Oczywiscie w takim podejsciu rozwazamy tylko liczniki i mianowniki dodatnie.

W takiej “dodatniej” sytuacji schemat szacowania utamkéw dziala wiec nastepujaco.

Jesli chee oszacowac utamek ¢ od gory, to zwiekszam licznik (czyli szukam b takiego, 7e
b > a), zmniejszam mianownik (czyli szukam d takiego, ze d < ¢) i uzyskuje oszacowanie
gorne

a b
c d

Jesli chee oszacowaé utamek g od dotu, to zmniejszam licznik (czyli szukam a takiego,
ze a < b), zwiekszam mianownik (czyli szukam c takiego, ze ¢ > d) i uzyskuje oszacowanie
dolne

>
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3. Uwaga. Powyzsze rozwazania nadal pozostaja w mocy, gdy zastapimy ostre nieréwnosci
(tzn. >, <) nier6wnosciami nieostrymi (tzn. >, <).

4. Teraz zobaczymy, jak takie szacowania dziataja w praktyce.
4.1. Rozwiazmy zadanie polegajace na oszacowaniu wyrazenia
n* +16n + 3
2n4 + Tn?
poprzez znalezienie dwoch liczb dodatnich C, D takich, ze C < W(n) < D dlan € N.
W tym celu znajdujemy wyraz najwyzszego rzedu w liczniku. Jest to ten wyraz, gdzie n
jest w najwyzszej potedze, czyli bedzie to n*. Nastepnie zwiekszamy licznik zastepujac wyrazy
nizszego rzedu (tzn. te gdzie n ma nizsza potege) odpowiednimi wyrazami najwyzszego rzedu:

n* 4+ 16n + 3 < n* + 16n* + 3n* = 20n*.

W(n) =

Teraz patrzymy na mianownik. Ponownie znajdujemy tam wyraz najwyzszego rzedu i widzi-
my, ze jest to 2n*. Nastepnie zmniejszamy mianownik zastepujac wyrazy nizszego rzedu
zerami:
ont +7n? > 2t +0 = 2nt.
W skrécie, takie oszacowanie przeprowadzamy nastepujaco
n*+16n+3 n*+16n* +3n*  20n?

= =10=D.
2nt + Tn? 2nt +0 2n4




Mozemy wiec przej$¢ do oszacowania dolnego. Tym razem zmniejszamy licznik i zwiekszamy
mianownik uzywajac tej samej techniki, co wczesniej:

n* +16n + 3 n4—|—0—|—0_n4

1
2n4 + Tn? o mA+ 7t ont T 9

=C

i gotowe :)
4.2. Powyzsza technika oszacowania dziala w sytuacji, gdy w szacowanym wyrazeniu
W (n) wystepuja same znaki “+”. Rozwazmy zatem wyrazenie W (n), w ktorym pojawia sie
réwniez znak “—” .
on® —2n+3
W(n) = ont—antd
4n3 4+ 3n2 —n
i sprobujmy je oszacowac.
Tym razem zwiekszamy licznik zastepujac umiejetnie wyrazy nizszego rzedu odpowied-
nimi wyrazami najwyzszego rzedu lub zerami:
5n® —2n 43 < 5n® — 0+ 3n® = 8n’.
Podobnie zmniejszamy mianownik zastepujac umiejetnie wyrazy nizszego rzedu zerami lub
odpowiednimi wyrazami najwyzszego rzedu:
4n® +3n% —n > 4nd + 0 —n® = 3n3.
W skrocie, takie oszacowanie przeprowadzamy wiec nastepujaco
5n% —2n + 3 < 5n3 — 0+ 3n? 8
4n3+3n2 —n  4n34+0-n3 3
Uzywajac tej samej techniki zmniejszamy licznik i zwiekszamy mianownik, aby uzyskaé
oszacowanie dolne:

5n3% — 2n + 3 < 5n372n3+073
A3 +3n2—n " 4n3+3n3—-0 T

4.3. Na koniec rozwiazmy jeszcze zadanie polegajace na znalezieniu liczby ¢ i dodatniej
liczby C takiej, ze wyrazenie

2n2 +2n +3
W(n)=-———7——
(n) 3n2+Tn +2
jest oszacowane nastepujaco
C C
(%) g——<W(n)<g+—.
n n

Aby znalezé g zauwazamy, ze dla duzych warto$ci n wyrazenie % jest bardzo bliskie
liczby zero. Dlatego powyzsze oszacowanie oznacza, ze dla duzych wartoSci n wyrazenie
W (n) jest bardzo bliskie liczby g. Tak wiec g jest granicq wyrazenia W (n) przy n dazacym
do nieskonczonosci (wiecej o pojeciu granicy nauczymy sie w Temacie 4).

Poniewaz

m?+2n+3 2+24+ 3

W(n)— - ’
3n2+Mm+2 34142

to widaé, ze dla duzych wartosci n wyrazenie W(n) jest bardzo bliskie liczby %, czyli g = %
Korzystajac z tej informacji mozemy przeprowadzi¢ oszacowanie (*) podobnie jak robi-
lismy to do tej pory. Jest jednak tez troche inna (chyba wygodniejsza) metoda, z ktéra warto
sie zapoznad.
Polega ona na tym, ze (jak pamietamy z poprzedniego wykladu) nieréwnosé typu

a—e<xr<a-+te



mozna zapisaé¢ przy pomocy wartoéci bezwzglednej jako

|z —al <e.
Dlatego oszacowanie (x) sktadajace sie z dwoch nier6wno$ci mozna zapisaé¢ uzywajac tylko
Jjednej nieréwnosci jako

C
W) - gl < -

W takim razie przeprowadzmy powyzsze oszacowanie

2n? +2n+3 2 3-(2n2+2n+3) -2 (3n2+Tn+2)
3n2+7Tn+2 3| 3-(3n2+7n+2)

—8n+5 | — 8n + 5| 8n—5 8n—0 8
9n2+21n+6‘ T2+ 2n+ 6] 9Z12lnt6 924040  9n’

(W(n) —gl =

co daje, ze C' = %.
Uwagal: W powyzszym oszacowaniu musieli§my opuéci¢ warto$¢ bezwzgledna. W mia-
nowniku jest to latwe
|9n? + 21n + 6| = 9n* + 21n + 6,

bo 9n? 4 21n + 6 jest zawsze dodatnie. Natomiast w liczniku mamy
| —8n+5/=|—(8n—5)|=|8n — 5| =8n — 5,

bo 8n — 5 jest zawsze dodatnie.
Uwaga2: A co gdyby w liczniku bylo | — 8n + 12|? Wowezas mozemy sie pozby¢ wartosci
bezwzglednej korzystajac z nierownosci trojkata (z poprzedniego wykltadu):

| —8n+ 12| < | —8n|+ 12| = 8n + 12.



