
4-1. Ci¡gi i granice.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej przedstawione s¡ podstawowe informacje dotycz¡ce granic
ci¡gów.

Definicja: Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy g ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
ε>0
∃
N
∀

n≥N
|an − g| < ε .

Piszemy lim
n→∞

an = g lub an → g.

Ci¡g (an) jest rozbie»ny do +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
M
∃
N
∀

n≥N
an > M.

Piszemy lim
n→∞

an = +∞ lub an → +∞ (mo»na te» opu±ci¢ �+�).

Ci¡g (an) jest rozbie»ny do −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
M
∃
N
∀

n≥N
an < M.

Piszemy lim
n→∞

an = −∞ lub an → −∞.

Granice +∞ i −∞ to tzw. granice niewªa±ciwe.

Uwaga: Je±li an → g ∈ R (czyli ci¡g d¡»y do granicy, która jest liczb¡), to mówimy, »e
ci¡g (an) jest zbie»ny. W przeciwnych wypadkach (gdy granica jest niesko«czona lub nie
istnieje) mówimy, »e ci¡g (an) jest rozbie»ny.

Twierdzenia:

0. Ci¡g zbie»ny ma tylko jedn¡ granic¦ i jest ograniczony.

1. Monotoniczny ci¡g ograniczony jest zbie»ny.

2. Granica sumy jest sum¡ granic.
Dokªadniej, je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne, to ci¡g (an + bn) jest zbie»ny i

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn .

3. Granica ró»nicy jest ró»nic¡ granic.
Dokªadniej, je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne, to ci¡g (an − bn) jest zbie»ny i

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn .

4. Granica iloczynu jest iloczynem granic.
Dokªadniej, je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne, to ci¡g (anbn) jest zbie»ny i

lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn .

5. Granica ilorazu jest ilorazem granic.
Dokªadniej, je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne, przy czym bn 6= 0 oraz lim

n→∞
bn 6= 0, to ci¡g

(an

bn
) jest zbie»ny i

lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
.
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6. Zbie»no±¢ i granica nie zale»¡ od pomini¦cia lub zmiany sko«czenie wielu
pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu.

7. Sªabe nierówno±ci zachowuj¡ si¦ przy przej±ciu do granicy.
Dokªadniej, je±li ci¡gi (an) i (bn) s¡ zbie»ne, przy czym an ≤ bn (odpowiednio an ≥ bn),

to lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn (odpowiednio lim
n→∞

an ≥ lim
n→∞

bn).

8. Kilka podstawowych granic.
lim
n→∞

n = +∞
lim
n→∞

1
n = 0

lim
n→∞

a = a

lim
n→∞

an = +∞ dla a > 1

lim
n→∞

an = 0 dla |a| < 1

lim
n→∞

(−1)n nie istnieje nawet w sensie granicy niewªa±ciwej

lim
n→∞

n
√
a = 1 dla a > 0

lim
n→∞

n
√
n = 1

9. Z granic¡ mo»na wchodzi¢ pod pierwiastek.
Dokªadniej, je±li ci¡g (an) jest zbie»ny, przy czym an ≥ 0, to dla k ∈ N

lim
n→∞

k
√
an = k

√
lim
n→∞

an .

10. Granica pot¦gi.
Je±li ci¡g an → a, przy czym an ≥ 0, oraz bn → b to

abnn → ab.

(Uwaga jednak na symbole nieoznaczone - patrz ni»ej).

11. Twierdzenie o trzech ci¡gach.
Je»eli ci¡gi (an), (bn), (cn) speªniaj¡ warunek

an ≤ bn ≤ cn

oraz ci¡gi (an) i (cn) s¡ zbie»ne do tej samej granicy g, to ci¡g (bn) te» jest zbie»ny i jego
granic¡ jest g.

12. Kryterium d'Alemberta.
Je»eli (an) jest ci¡giem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = g < 1 ,

to ci¡g (an) jest zbie»ny do zera.
Je»eli istnieje granica

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = g > 1 ,

to ci¡g (an) jest rozbie»ny, a ci¡g (|an|) jest rozbie»ny do +∞.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d'Alemberta jest badanie zbie»no±ci
szeregów, ale podana wy»ej wersja stosuje si¦ do badania zbie»no±ci ci¡gów. O szeregach
b¦dzie mowa dopiero w kolejnym semestrze.
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Powy»sze wªasno±ci zachowuj¡ si¦ w przypadku ci¡gów maj¡cych granice
niewªa±ciwe (tzn. rozbie»nych do ±∞), o ile nie prowadzi to do wyra»e« (symboli)
nieoznaczonych.

13. Symbole (wyra»enia) nieoznaczone.
Symbole nieoznaczone, to

∞−∞,
∞
∞

,
0

0
, 0 · ∞,

00, ∞0, 1∞.

Je±li wi¦c otrzymujemy granic¦ powy»szego typu, to nic o niej nie wiadomo.

14. Pami¦taj o wzorach skróconego mno»enia:

√
x−√y =

x− y√
x+
√
y
,

3
√
x− 3
√
y =

x− y
3
√
x2 + 3

√
xy + 3

√
y2

.
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