4-1. Ciagi i granice.

Szanowni Panstwo, ponizej przedstawione sa podstawowe informacje dotyczace granic
ciagow.
DErINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g € R wtedy i tylko wtedy, gdy

V3V lan—gl<e.
e>0 N n>N

Piszemy lim a, = g lub a, — g.
n—oo
Ciag (a,) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy

Y3 Vv a,>M.
M Nn>N

Piszemy lim a, = +oo lub a,, — 400 (mozna tez opuscic “+7).
n— oo
Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3 Vv a, <M.
M Nn>N

Piszemy lim a, = —oco lub a,, — —oc.
n— o0
Granice +00 i —oo to tzw. granice niewlasciwe.

Uwaga: Jesli a,, — g € R (czyli ciag dazy do granicy, ktora jest liczba), to mowimy, ze
ciag (an) jest zbiezny. W przeciwnych wypadkach (gdy granica jest nieskonczona lub nie
istnieje) mowimy, ze ciag (a,) jest rozbiezny.

TWIERDZENIA:
0. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE I JEST OGRANICZONY.
1. MONOTONICZNY CIAG OGRANICZONY JEST ZBIEZNY.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktladniej, jesli ciagi (ay,) i (by,) sa zbiezne, to ciag (a, + b,) jest zbiezny i

lim (an, +b,) = lim a, + lim b, .
n—oo n—oo n—oo

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Dokladniej, jesli ciagi (ay) i (by,) sa zbiezne, to ciag (a,, — b,) jest zbiezny i
lim (a, — b,) = lim a, — lim b, .
n—oo

n— oo n—00

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (ay,) i (by,) sa zbiezne, to ciag (a,by) jest zbiezny i
lim (a,b,) = lim a, - lim b, .

n—oo n— oo n— oo

5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (an) i (b,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz lim b, # 0, to ciag
n—oo

(3) jest zbiezny i

lim a,
. an n—oo
lim — = ~-—""—
n—oo b, lim b,
n—oo



6. ZBIEZNOSC I GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE WIELU
POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (an) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (odpowiednio a,, > b,),
to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).

n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.

lim n = 4o
n—o0

lim £ =0
n—oo "

lim a=a
n— o0

lim a" = +oodlaa>1

n— oo

lim " =0dlaja| <1

n— oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwej
n—oo

lim Ya=1dlaa>0

n—oo

lim Yn=1

n— oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktladniej, jesli ciag (a,) jest zbiezny, przy czym a, > 0, to dla k € N

lim ¥a, = k/ lim a,, .
n—oo n n—oo "
10. GRANICA POTEGI.

Jesli ciag a,, — a, przy czym a,, > 0, oraz b, — b to
alr — al.

(Uwaga jednak na symbole nieoznaczone - patrz nizej).

11. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (an), (bn), (¢n) spelniaja warunek
an < by < cp
oraz ciagi (ay) i (¢,,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego
granicg jest g.

12. KRYTERIUM D’ALEMBERTA.
Jezeli (a,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim [ = g<1l,
n—oo | A
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica
a
lim |2 =g>1,
n—oo | Qp

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oo.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbieznosci
szeregdw, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbieznosci ciggow. O szeregach
bedzie mowa dopiero w kolejnym semestrze.



Powyzsze wlasnos$ci zachowuja sie w przypadku ciagéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +0), o ile nie prowadzi to do wyrazen (symboli)
nieoznaczonych.

13. SYMBOLE (WYRAZENIA) NIEOZNACZONE.
Symbole nieoznaczone, to

g 812
<

0%, o, 1%,
Jesli wiec otrzymujemy granice powyzszego typu, to nic o niej nie wiadomo.

14. PAMIETAJ O WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA:

__r"Yy
Ve V=

r—y
V- = .
Va2 + Y7y + V?




