4-2. Ciagi i granice.

Szanowni Panstwo, ponizej przedstawione sg informacje dotyczace definicji granicy ciagu
oraz metody réznicowej.

1. Definicja granicy. Formalna definicja granicy ciagu jest wyrazona w sposéb, ktory
jest bardzo precyzyjny matematycznie, ale moze by¢ trudny do pojecia. Aby pokonaé te
trudnosci przypomnijmy sobie ta definicje.

DEriNICIA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g € R wtedy i tylko wtedy, gdy

(*) YV 3V la,—gl<e.
e>0N n>N

W celu zrozumienia tej definicji najpierw odczytujemy “krzaczki” czyli kwantyfikatory podane
w formule (x):

“Dla kazdego ¢ (epsilona) wiekszego od zera istnieje N takie, ze dla kazdego n, ktore jest
wieksze badz rowne N zachodzi nastepujaca nieréwnosc |a, — g| < .’

Dla utatwienia mozemy podzieli¢ tg informacje na cztery etapy

(a) Dla kazdego € > 0

(b) istnieje N takie,

(c) ze dla kazdego n > N

(d) zachodzi nier6wnosé |a,, — g| < €.

A nastepnie przeanalizowa¢ kazdy z tych etapow.

(a) Ten etap oznacza, ze wybieramy sobie dowolna liczbe ¢ wieksza od zera. Jest ogdlnie
przyjete, ze w takich definicjach myslimy sobie, ze € jest bardzo malg liczbg blisko zera.

(b) Dla tego epsilona musimy teraz znalezé pewna liczbe N. Notacja wskazuje, ze N moze
by¢ jakas (duza) liczba naturalng i na razie mozemy o niej tak mysle¢. Ta liczba powinna
posiadaé¢ pewna wlasnosé, ktéra jest przedstawiona w kolejnych etapach.

(¢) Tu dowiadujemy sie, ze liczba N moze byé¢ traktowana jako “moment” od ktérego co$
zaczyna sie dzia¢. To znaczy, od tego “momentu”, czylidlan =N, n=N+1,n= N +2
itd. (czyli dla wszystkich n > N) zaczyna by¢ spelniona nier6wnosé z kolejnego etapu.

(d) Nieréwnosé |a, — g| < e oznacza, 7e a, jest blisko g (bo myslimy, ze ¢ jest dowolnie
male). Jak pamietamy z poprzednich wykladéw ta nier6wno$é¢ mozna zapisa¢ w formie
rownowaznej. Oznacza ona, ze g — e < a, < g+ € czyli, ze a, € (g —€,9 + €). Tak wiec
nier6wnosc z etapu (d) to informacja, ze a,, nalezy do przedziatu (g—e, g+¢). Taki przedzial
nazywamy otoczeniem punktu g o promieniu e.

Po dokonaniu analizy poszczegdlnych etapow przystepujemy do syntezy (czyli zebrania
uzyskanych informacji w calosé):

Bierzemy dowolne € wieksze od zera. Dla tego € musimy znalezé “moment” N taki, ze od
tego “momentu” wszystkie wyrazy ciagu (a, ) beda wpada¢ w otoczenie punktu g o promieniu
E.

W koricu mozemy przetrawié¢ ta definicje tworzac bardziej zyciowy model wyjasniajacy
jak ona dziata.

Mozemy wiec mysle¢, ze ta definicja opisuje gre dwoch graczy. Przybory dane do gry to
ciag (an) 1 liczba rzeczywista g. Pierwszy gracz zadaje wartosé epsilona wieksza od zera (np.
€= %) Nastepnie na osi liczbowej zaznacza otoczenie punktu g o promieniu ¢, czyli przedziat
(9 —e,9+¢) i oddaje inicjatywe w rece drugiego gracza. Drugi gracz bada zachowanie ciagu
(an) w celu znalezienia “momentu” N takiego, ze dla n > N wszystkie wyrazy ciagu wpadaja
do przedzialu wskazanego przez pierwszego gracza. Np. drugi gracz moze stwierdzié, ze ay
oraz as nie naleza do wskazanego przedziatu, ale az i a4 juz naleza. To jednak nie koniec,
bo okazuje sie, ze as nie nalezy do tego przedziatu i dopiero od “momentu” N = 6 wszystkie



pozostale wyrazy ag, ar, as, ... juz naleza do przedzialu wskazanego przez pierwszego gracza.
Woéwcezas drugi gracz méwi, ze dla tego e znalezione N wynosi 6 i wygrywa gre.

[Uwaga: Oczywiscie drugi gracz moze oglosi¢, ze N = 100 i tez wygra, bo w regutach
gry nie jest powiedziane, ze musimy szuka¢ pierwszego “momentu”, kazdy pézniejszy od
pierwszego tez jest dobry.]

Dzieki temu mozemy stwierdzi¢, ze definicja granicy ciggu oznacza, ze w powyzsze]j grze
niezaleznie od tego jak male ¢ > 0 wskaze pierwszy gracz, drugi gracz zawsze
bedzie mogl wskazaé N, dzieki ktéremu wygra gre w sytuacji, gdy liczba g jest granica
ciggu. Natomiast jesli g nie jest granica danego ciagu, to pierwszy gracz zawsze bedzie mogt
znalez¢ tak male e, ze drugi gracz przegra.

Teraz mozemy zobaczy¢ jak to wszystko dziala w praktyce.

Przyklad 1. Rozwazmy zadanie polegajace na wykazaniu z definicji, ze granica ciaggu
an = + jest 0.

Aby rozwiazaé to zadanie zaczynamy od konca czyli od etapu (d). Mamy do czynienia z
nieré6wnoscia,

n

-
——0] <e¢,

ktora przeksztalcamy do
1
—<e
n
i rozwiazujemy ze wzgledu na n w sposob nastepujacy
1
- <n.
€
Natepnie szukamy “momentu” N, ktéry “wciska” sie w powyzsza nieréwnosé tak:
1
- < N<n.
€
Jesli cheemy, zeby N byto liczba naturalna, to musimy uzy¢ czesci catkowitej (tzw. cechy) i

stwierdzié, ze
1
N = [} + 1.
€
Z tym N mozemy przedstawic¢ rozwiazanie naszego zadania zgodne z wyjasnionymi wczes$niej
regutami:

Niech dane bedzie dowolne € > 0. Wéwczas dla N = [é] + 1 mamy, ze dla wszystkich
n > N zachodzi

1 1
nZN—[}+1>,
€ €

cO oznacza, ze

1 1 ’
e>—=|——0],
n n
a wiec
lan, — 0] < e.

Koricowa wazna uwaga dotyczy tego, ze definicje zbieznosci ciagu mozna modyfikowaé
uzyskujac rownowazne definicje zbieznosci ciggu. Na przykltad wcale nie musimy mysleé, ze
liczba N z etapu (b) jest naturalna, ponadto nieréwnosé n > N z etapu (c) mozemy zastapic¢
nieréwnoscia n > N. Chodzi o to, aby utrzymaé sens definicji: “Od pewnego momentu
juz wszystkie wyrazy ciagu wpadaja w zadane (dowolnie male) otoczenie granicy”. Takie



modyfikacje nie zmieniaja tego sensu i dlatego formule (%) mozemy zastapi¢ nastepujaca
réwnowazng formulg
(%) VIV lap—ygl<e.
e>0Nn>N

Ta formuta lepiej sprawdza sie w praktyce, co wida¢ na modyfikacji Przyktadu 1.

Przyklad 2. Rozwazmy ponownie zadanie polegajace na wykazaniu z definicji, ze granica
ciagu a, = % jest 0.

Aby rozwigzaé¢ to zadanie znéow zaczynamy od korca czyli od etapu (d). Mamy do
czynienia z nieréwnoscia

1
- — O‘ < g,
n
ktora przeksztalcamy do
1
—<e€
n
i rozwigzujemy ze wzgledu na n w sposéb nastepujacy
1
- <n.
€

Korzystajac 7 formuty (#*) mozemy natychmiat uznaé, ze to co nam wyszto po lewej stronie

jest naszym szukanym N. To znaczy
1
N =—-.
€
Z tym N mozemy przedstawi¢ rozwigzanie naszego zadania zgodne z formuta (xx):
Niech dane bedzie dowolne € > 0. Wéwczas dla N = % mamy, ze dla wszystkich n > N

zachodzi

1
n>N=—,
€
cO oznacza, ze
1 1
n n
a wiec
la, — 0] < e.

Mam nadzieje, ze dzieki tym wyjasnieniom nie bedzie dla Paiistwa problemem samodzielne
przejscie przez “krzaczki” definiujace pojecie granicy niewtasciwej +oo:
DeriNIcIA: Ciag (ay,) jest rozbiezny do +o0o wtedy i tylko wtedy, gdy

VI Vv a,>M
M N n>N

(tu myslimy, ze M jest dowolnie duzg liczba dodatnig).
Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

VIV a, <M
M Nn>N

(a tu myslimy, ze M jest ujemne i |[M| jest dowolnie duze, np. M = —102920 itd.).

2. Metoda réznicowa. Zadanie polegajace na podaniu kolejnej liczby pasujacej do
danego ciggu kilku liczb czesto pojawia sie w testach sprawdzajacych zdolno$ci umystowe
badanej osoby. O ile matematycznie jest to zadanie niezbyt precyzyjnie okreslone, to poprawna
odpowiedZ powinna opiera¢ sie na schemacie, ktoéry taczy dane elementy ciggu i pozwala na
“odkrycie” kolejnego elementu.



Przyklad 1. Zadanie polegajace na podaniu kolejnego wyrazu ciagu
(%) —2,1,4,7,10,...

ma latwe poprawne rozwiazanie, w ktéorym szukang kolejna liczba ciagu jest 13. Wynika to
7 tego, ze roznice kolejnych wyrazéw danego ciagu sa stale i wynosza 3. Tak wiec jest to
schemat, ktéry mocno sugeruje, ze mamy tu do czynienia z ciagiem arytmetycznym.

Oczywiscie, kto§ mogltby uznaé, ze rownie dobra odpowiedzig jest liczba —2 i upieraé sie,
ze dany ciag przedluza sie nastepujaco

~2,1,4,7,10,—2,1,4,7,10,-2,1,4,7,10, ...

dajac bardzo tadny ciag okresowy. Niestety tego typu podejscie nie jest honorowane w testach
na inteligencje i dlatego lepiej uznaé, ze poprawng odpowiedzig jest liczba 13.

Czasem oprocz kolejnego wyrazu ciggu warto jeszcze podaé wzor rekurencyjny tego ciggu
i jego wzor ogblny. W tym celu jako§ musimy nazwaé ten ciag, np.

ai :—2,a2:1,a3:4,a4:7,a5:10,...

czyli nasz ciag jest nazwany jako ciag (a,), gdzie n € N.

Wzo6r rekurencyjny to taki, ktory pozwala podaé kolejny wyraz ciagu w oparciu o jego
poprzednie wyrazy. W powyzszym przyktadzie latwo mozemy podaé¢ taki wzér. Wystarczy
wystartowaé od informacji poczatkowej, ze a; = —2 i stwierdzié, ze kolejny wyraz powstaje z
poprzedniego przez dodanie liczby 3. Dzieki temu dostajemy nastepujacy wzoér rekurencyjny:

a; = —2, An41 = Gn, + 3.

Wzor ogoélny ciagu (a,) to taki, ktory podaje jak a, zalezy od samego n. W powyzszym
przykladzie mozemy stworzy¢ taki wzor korzystajac ze znanej formutly na ciag arytmetyczny.
Mozna tez skorzystaé¢ z innej metody. Skoro réznica kolejnych wyrazéw wynosi 3, to a, =
3n + z, gdzie x jest pewna liczba. Skoro a; = —2, to x = —5. Dzieki temu uzyskujemy
nastepujacy wzoér ogblny:

a, =3n — 5.

Majac taki wzor ogbélny mozna obliczy¢ kilka poczatkowych wyrazéw ciagu i sprawdzi¢, ze
rzeczywiscie zgadzaja sie one z danym ciagiem ().

Warto zaznaczy¢, ze czasem tatwo jest podac kolejny wyraz ciggu, ale trudniej jest znalezé
wzoér rekurencyjny i wzor ogélny ciggu. Widaé to w kolejnym przyktadzie.

Przyklad 2. Aby uzupelnié cigg
2,3,5,7,11,13,...

zgadujemy, ze mamy tu do czynienia z ciagiem liczb pierwszych i szukanym kolejnym ele-
mentem ciggu jest 17.

Mozemy dla odmiany nazwaé ten ciag (p,) 1 zapyta¢ o wzér rekurencyjny tego ciagu.
Mozna taki wzor podaé stownie: p,41 to najmniejsza liczba wieksza od p,, ktéra nie dzieli
sie przez liczby p1,p2, ..., Pn.

Gorzej jest ze wzorem ogdlnym i warto wiedzieé, ze za znalezienie duzych liczb pier-
wszych sa przyznawane nagrody pieniezne. Np. nagroda 100 000 USD (dolaréw amerykaris-
kich) zostala wyplacona w roku 2008 za znalezienie liczby pierwszej, ktora (jako pierwsza)
przekroczyta bariere wielkosci polegajaca na posiadaniu co najmniej dziesieciu milionéw cyfr.
Obecnie najwicksza liczbg pierwsza jest 282589933 1 ktéra ma ponad 24 miliony cyfr i zostata
znaleziona w 2018 roku. Kolejna nagroda pieniezna jest oferowana za znalezienie liczby pier-
wszej posiadajacej co najmniej sto milionéw cyfr. To daje nam pojecie o tym, ze nie mamy
zadnego sensownego wzoru ogolnego na ciag (p,), ktory pozwalatby wyliczy¢ p, dla danego
n.



Metoda roznicowa opiera sie na obliczeniu réznic kolejnych wyrazéw ciagu i zgadywaniu
jak zachowuje sie ciag tych réznic. Ta metoda nie dziala w Przyktadzie 2., ale dziala w
Przyktadzie 1. i kolejnym przyktadzie.

Przyklad 3. Rozwazmy nastepujace zadanie: Podaj kolejny wyraz ciagu
(o) 1,6,15, 28,45, 66, . ..
oraz wzOr rekurencyjny tego ciagu i jego wzor ogdlny.

Najpierw postaramy sie znalez¢ kolejny wyraz ciagu (dedh), bo tylko to jest wymagane w
testach na inteligencje :)

W tym celu patrzymy na roznice kolejnych wyrazow ciagu (dedh):

6—-1=5 15—-6=9, 28—-15=13, 45—-28=17, 66 —45=21.
Te réznice daja wiec nastepujacy ciag
(Fodoch) 5,9,13,17,21,...
Akurat taki cigg mozemy tatwo przedtuzy¢, ale gdyby$my nadal mieli problem, to mozemy
jeszcze popatrzec na ciag roznic ciagu (dededs):
9-5=4, 13-9=4, 17—13=4, 21— 17=4.
Aha, czyli ciag (ddedb) jest ciagiem arytmetycznym, ktory przedtuzamy liczba 21 + 4 = 25.
Dzigki temu mozemy przedluzy¢ ciag (dedb). Wystarczy dodaé uzyskana przed chwila liczbe
25 do ostatniego podanego wyrazu ciagu (&), czyli do 66. Mamy wiec 66 + 25 = 91 i po
przedtuzeniu ciag (dé) wyglada tak:
1,6,15,28,45,66,91 . ..

W skrocie opisana metoda wyglada nastepujaco:
Mamy
1,6,15,28,45,66, ...

5,9,13,17,21,...
4,4,4,4,...
przedluzamy zaczynajac od dotu idac w gore
1,6,15,28,45,66,66 + 25 = 91
5,9,13,17,21,21 +4 = 25
4,4,4,4,4
i gotowe :)
Po zdaniu testu na inteligencje mozemy przystapic¢ do trudniejszego zadania, czyli znalezienia
wzoréw na ciag (dedh).
W tym celu oznaczamy ciag () jako (a,), a ciag roznic (dededb) jako (b,). Zauwazmy,
ze oczywiscie
by, = apn+1 — ap.

Z tego wynikaja dwie rzeczy.
Po pierwsze
Ap4+1 = Ap, + bn7

wiec jesli znajdziemy wzor ogdlny na ciag (b, ), to powyzsze rownanie da nam wzor rekuren-
cyjny na ciag (ay).
Po drugie

by +by+b3+---+by_1=a2—ar+az—az+az—as+---+a, —ap_1 = an — ay,



wiec w skrocie

n—1
ap = a1 + E b,
k=1

n—1
co da nam wzor ogolny na ciag (a,), o ile uda sie nam obliczy¢ sume Z by.
k=1
Nalezy wiec najpierw znalezé wzor ogolny na ciag (b,). W naszym przykladzie jest to
proste, bo jest to ciag arytmetyczny o roéznicy 4 oraz b; = 5 i tatwo widaé, ze
b, =4n + 1.
[Uwaga wazne: Jesli jest problem ze znalezieniem wzoru na ciag (b,) to, jak mowlilismy
poprzednio, nalezy popatrzeé¢ na ciag roznic kolejnych wyrazow ciagu (b, ), nazwaé go (cy,)
i uzy¢ go do znalezienia wzoru ogblnego na ciag (b,). W naszym przykladzie ciag (c,) jest
staly i ¢, = 4]
Korzystajac z tego, ze b, = 4n + 1, apy1 = a, + b, oraz a; = 1 otrzymujemy wzor
rekurencyjny na ciag (a,):
ap =1, Gn+1 = ap +4n + 1.
Aby znalez¢ wzoér ogolny na ciag (a,) obliczamy sume

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
b= ([k+1)= dk+Y 1=4) k+(n—1)=
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
1 —1
4-#(71—1)4—71—1:211(71—1)—1—71—1:2n2—n—1.
Tak wiec
n—1
an:al—l—Zbk:1+(2n2—n—1):2n2—n,
k=1

czyli wzoér ogélny na ciag (a,) to
an, = wm? —n.

Warto zaznaczy¢, ze dzieki temu widaé ukryty schemat rzadzacy ciagiem (a,,). Poniewaz

an = 2n% —n =n(2n — 1), to ciag (dké) ma postaé
1=1-1, 6=2-3, 15=3-5 28=4-7, 45=5-9, 66=6-11

i badana osoba, ktora zauwazy ten schemat (bez dzikich obliczen) jest w stanie podaé kolejny
wyraz jako 91 =7 - 13.

Ostatnia juz uwaga dotyczy tego, ze majac wzor ogdlny na ciag (b,) mozemy probowaé
zgadnac wzor ogdlny na ciag (a,) w sposob nastepujacy. Skoro b, = 4n+1, to w przyblizeniu
by, ~ 4n. Natomiast a,, w przybliZzeniu to suma poczatkowych wyrazow ciagu (b,). Czyli, w

przyblizeniu
n—1 n—1 TL2
9.2
anN;kaZLI;kNZLo?an

(bo 2;11 k ~ %2) Dzigki temu widaé, ze nasz ciag (a,) ma co$ wspolnego z ciagiem (2n?),
ktory wyglada tak:
2,8,18,32,50,72, . ..
Porownujac ten ostatni ciag z ciagiem (déb) zgadujemy, ze
1=2-1, 6=8-2 15=18-3, 28=32—4, 45=50—5 66=72—6,

co pozwala na odkrycie, ze a,, = 2n% — n.



