
4-2. Ci¡gi i granice.

Szanowni Pa«stwo, poni»ej przedstawione s¡ informacje dotycz¡ce de�nicji granicy ci¡gu
oraz metody ró»nicowej.

1. De�nicja granicy. Formalna de�nicja granicy ci¡gu jest wyra»ona w sposób, który
jest bardzo precyzyjny matematycznie, ale mo»e by¢ trudny do poj¦cia. Aby pokona¢ te
trudno±ci przypomnijmy sobie t¡ de�nicj¦.

Definicja: Ci¡g (an) jest zbie»ny do granicy g ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy

(∗) ∀
ε>0
∃
N
∀

n≥N
|an − g| < ε .

W celu zrozumienia tej de�nicji najpierw odczytujemy �krzaczki� czyli kwanty�katory podane
w formule (∗):

�Dla ka»dego ε (epsilona) wi¦kszego od zera istnieje N takie, »e dla ka»dego n, które jest
wi¦ksze b¡d¹ równe N zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢ |an − g| < ε.�

Dla uªatwienia mo»emy podzieli¢ t¡ informacj¦ na cztery etapy
(a) Dla ka»dego ε > 0
(b) istnieje N takie,
(c) »e dla ka»dego n ≥ N
(d) zachodzi nierówno±¢ |an − g| < ε.
A nast¦pnie przeanalizowa¢ ka»dy z tych etapów.
(a) Ten etap oznacza, »e wybieramy sobie dowoln¡ liczb¦ ε wi¦ksz¡ od zera. Jest ogólnie

przyj¦te, »e w takich de�nicjach my±limy sobie, »e ε jest bardzo maª¡ liczb¡ blisko zera.
(b) Dla tego epsilona musimy teraz znale¹¢ pewn¡ liczb¦ N . Notacja wskazuje, »e N mo»e

by¢ jak¡± (du»¡) liczb¡ naturaln¡ i na razie mo»emy o niej tak my±le¢. Ta liczba powinna
posiada¢ pewn¡ wªasno±¢, która jest przedstawiona w kolejnych etapach.

(c) Tu dowiadujemy si¦, »e liczba N mo»e by¢ traktowana jako �moment� od którego co±
zaczyna si¦ dzia¢. To znaczy, od tego �momentu�, czyli dla n = N , n = N + 1, n = N + 2
itd. (czyli dla wszystkich n ≥ N) zaczyna by¢ speªniona nierówno±¢ z kolejnego etapu.

(d) Nierówno±¢ |an − g| < ε oznacza, »e an jest blisko g (bo my±limy, »e ε jest dowolnie
maªe). Jak pami¦tamy z poprzednich wykªadów t¡ nierówno±¢ mo»na zapisa¢ w formie
równowa»nej. Oznacza ona, »e g − ε < an < g + ε czyli, »e an ∈ (g − ε, g + ε). Tak wi¦c
nierówno±¢ z etapu (d) to informacja, »e an nale»y do przedziaªu (g−ε, g+ε). Taki przedziaª
nazywamy otoczeniem punktu g o promieniu ε.

Po dokonaniu analizy poszczególnych etapów przyst¦pujemy do syntezy (czyli zebrania
uzyskanych informacji w caªo±¢):

Bierzemy dowolne ε wi¦ksze od zera. Dla tego ε musimy znale¹¢ �moment� N taki, »e od
tego �momentu� wszystkie wyrazy ci¡gu (an) b¦d¡ wpada¢ w otoczenie punktu g o promieniu
ε.

W ko«cu mo»emy przetrawi¢ t¡ de�nicj¦ tworz¡c bardziej »yciowy model wyja±niaj¡cy
jak ona dziaªa.

Mo»emy wi¦c my±le¢, »e ta de�nicja opisuje gr¦ dwóch graczy. Przybory dane do gry to
ci¡g (an) i liczba rzeczywista g. Pierwszy gracz zadaje warto±¢ epsilona wi¦ksz¡ od zera (np.
ε = 1

7 ). Nast¦pnie na osi liczbowej zaznacza otoczenie punktu g o promieniu ε, czyli przedziaª
(g− ε, g+ ε) i oddaje inicjatyw¦ w r¦ce drugiego gracza. Drugi gracz bada zachowanie ci¡gu
(an) w celu znalezienia �momentu� N takiego, »e dla n ≥ N wszystkie wyrazy ciagu wpadaj¡
do przedziaªu wskazanego przez pierwszego gracza. Np. drugi gracz mo»e stwierdzi¢, »e a1
oraz a2 nie nale»¡ do wskazanego przedziaªu, ale a3 i a4 ju» nale»¡. To jednak nie koniec,
bo okazuje si¦, »e a5 nie nale»y do tego przedziaªu i dopiero od �momentu� N = 6 wszystkie
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pozostaªe wyrazy a6, a7, a8, . . . ju» nale»¡ do przedziaªu wskazanego przez pierwszego gracza.
Wówczas drugi gracz mówi, »e dla tego ε znalezione N wynosi 6 i wygrywa gr¦.

[Uwaga: Oczywi±cie drugi gracz mo»e ogªosi¢, »e N = 100 i te» wygra, bo w reguªach
gry nie jest powiedziane, »e musimy szuka¢ pierwszego �momentu�, ka»dy pó¹niejszy od
pierwszego te» jest dobry.]

Dzi¦ki temu mo»emy stwierdzi¢, »e de�nicja granicy ci¡gu oznacza, »e w powy»szej grze
niezale»nie od tego jak maªe ε > 0 wska»e pierwszy gracz, drugi gracz zawsze
b¦dzie mógª wskaza¢ N , dzi¦ki któremu wygra gr¦ w sytuacji, gdy liczba g jest granic¡
ci¡gu. Natomiast je±li g nie jest granic¡ danego ci¡gu, to pierwszy gracz zawsze b¦dzie mógª
znale¹¢ tak maªe ε, »e drugi gracz przegra.

Teraz mo»emy zobaczy¢ jak to wszystko dziaªa w praktyce.
Przykªad 1. Rozwa»my zadanie polegaj¡ce na wykazaniu z de�nicji, »e granic¡ ci¡gu

an = 1
n jest 0.

Aby rozwi¡za¢ to zadanie zaczynamy od ko«ca czyli od etapu (d). Mamy do czynienia z
nierówno±ci¡ ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε,

któr¡ przeksztaªcamy do
1

n
< ε

i rozwi¡zujemy ze wzgl¦du na n w sposób nast¦puj¡cy

1

ε
< n.

Nat¦pnie szukamy �momentu� N , który �wciska� si¦ w powyzsz¡ nierówno±¢ tak:

1

ε
< N ≤ n.

Je±li chcemy, »eby N byªo liczb¡ naturaln¡, to musimy u»y¢ cz¦±ci caªkowitej (tzw. cechy) i
stwierdzi¢, »e

N =

[
1

ε

]
+ 1.

Z tym N mo»emy przedstawi¢ rozwi¡zanie naszego zadania zgodne z wyja±nionymi wcze±niej
reguªami:

Niech dane b¦dzie dowolne ε > 0. Wówczas dla N =
[
1
ε

]
+ 1 mamy, »e dla wszystkich

n ≥ N zachodzi

n ≥ N =

[
1

ε

]
+ 1 >

1

ε
,

co oznacza, »e

ε >
1

n
=

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ ,
a wi¦c

|an − 0| < ε.

Ko«cowa wa»na uwaga dotyczy tego, »e de�nicj¦ zbie»no±ci ci¡gu mo»na mody�kowa¢
uzyskuj¡c równowa»ne de�nicje zbie»no±ci ci¡gu. Na przykªad wcale nie musimy my±le¢, »e
liczba N z etapu (b) jest naturalna, ponadto nierówno±¢ n ≥ N z etapu (c) mo»emy zast¡pi¢
nierówno±ci¡ n > N . Chodzi o to, aby utrzyma¢ sens de�nicji: �Od pewnego momentu
ju» wszystkie wyrazy ci¡gu wpadaj¡ w zadane (dowolnie maªe) otoczenie granicy�. Takie
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mody�kacje nie zmieniaj¡ tego sensu i dlatego formuª¦ (∗) mo»emy zast¡pi¢ nast¦puj¡c¡
równowa»n¡ formuª¡

(∗∗) ∀
ε>0
∃
N
∀

n>N
|an − g| < ε .

Ta formuªa lepiej sprawdza si¦ w praktyce, co wida¢ na mody�kacji Przykªadu 1.
Przykªad 2. Rozwa»my ponownie zadanie polegaj¡ce na wykazaniu z de�nicji, »e granic¡

ci¡gu an = 1
n jest 0.

Aby rozwi¡za¢ to zadanie znów zaczynamy od ko«ca czyli od etapu (d). Mamy do
czynienia z nierówno±ci¡ ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε,

któr¡ przeksztaªcamy do
1

n
< ε

i rozwi¡zujemy ze wzgl¦du na n w sposób nast¦puj¡cy

1

ε
< n.

Korzystaj¡c z formuªy (∗∗) mo»emy natychmiat uzna¢, »e to co nam wyszªo po lewej stronie
jest naszym szukanym N . To znaczy

N =
1

ε
.

Z tym N mo»emy przedstawi¢ rozwi¡zanie naszego zadania zgodne z formuªa (∗∗):
Niech dane b¦dzie dowolne ε > 0. Wówczas dla N = 1

ε mamy, »e dla wszystkich n > N
zachodzi

n > N =
1

ε
,

co oznacza, »e

ε >
1

n
=

∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ ,
a wi¦c

|an − 0| < ε.

Mam nadziej¦, »e dzi¦ki tym wyja±nieniom nie b¦dzie dla Pa«stwa problemem samodzielne
przej±cie przez �krzaczki� de�niuj¡ce poj¦cie granicy niewªa±ciwej ±∞:

Definicja: Ci¡g (an) jest rozbie»ny do +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
M
∃
N
∀

n≥N
an > M

(tu my±limy, »e M jest dowolnie du»¡ liczb¡ dodatni¡).
Ci¡g (an) jest rozbie»ny do −∞ wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
M
∃
N
∀

n≥N
an < M

(a tu my±limy, »e M jest ujemne i |M | jest dowolnie du»e, np. M = −102020 itd.).

2. Metoda ró»nicowa. Zadanie polegaj¡ce na podaniu kolejnej liczby pasuj¡cej do
danego ci¡gu kilku liczb cz¦sto pojawia si¦ w testach sprawdzaj¡cych zdolno±ci umysªowe
badanej osoby. O ile matematycznie jest to zadanie niezbyt precyzyjnie okre±lone, to poprawna
odpowied¹ powinna opiera¢ si¦ na schemacie, który ª¡czy dane elementy ci¡gu i pozwala na
�odkrycie� kolejnego elementu.
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Przykªad 1. Zadanie polegaj¡ce na podaniu kolejnego wyrazu ci¡gu

(♣) −2, 1, 4, 7, 10, . . .
ma ªatwe poprawne rozwi¡zanie, w którym szukan¡ kolejn¡ liczb¡ ci¡gu jest 13. Wynika to
z tego, »e ró»nice kolejnych wyrazów danego ci¡gu s¡ staªe i wynosz¡ 3. Tak wi¦c jest to
schemat, który mocno sugeruje, »e mamy tu do czynienia z ci¡giem arytmetycznym.

Oczywi±cie, kto± mógªby uzna¢, »e równie dobr¡ odpowiedzi¡ jest liczba −2 i upiera¢ si¦,
»e dany ci¡g przedªu»a si¦ nast¦puj¡co

−2, 1, 4, 7, 10,−2, 1, 4, 7, 10,−2, 1, 4, 7, 10, . . .
daj¡c bardzo ªadny ci¡g okresowy. Niestety tego typu podej±cie nie jest honorowane w testach
na inteligencj¦ i dlatego lepiej uzna¢, »e poprawn¡ odpowiedzi¡ jest liczba 13.

Czasem oprócz kolejnego wyrazu ci¡gu warto jeszcze poda¢ wzór rekurencyjny tego ci¡gu
i jego wzór ogólny. W tym celu jako± musimy nazwa¢ ten ci¡g, np.

a1 = −2, a2 = 1, a3 = 4, a4 = 7, a5 = 10, . . .

czyli nasz ci¡g jest nazwany jako ci¡g (an), gdzie n ∈ N.
Wzór rekurencyjny to taki, który pozwala poda¢ kolejny wyraz ci¡gu w oparciu o jego

poprzednie wyrazy. W powy»szym przykªadzie ªatwo mo»emy poda¢ taki wzór. Wystarczy
wystartowa¢ od informacji pocz¡tkowej, »e a1 = −2 i stwierdzi¢, »e kolejny wyraz powstaje z
poprzedniego przez dodanie liczby 3. Dzi¦ki temu dostajemy nast¦puj¡cy wzór rekurencyjny:

a1 = −2, an+1 = an + 3.

Wzór ogólny ci¡gu (an) to taki, który podaje jak an zale»y od samego n. W powy»szym
przykªadzie mo»emy stworzy¢ taki wzór korzystaj¡c ze znanej formuªy na ci¡g arytmetyczny.
Mo»na te» skorzysta¢ z innej metody. Skoro ró»nica kolejnych wyrazów wynosi 3, to an =
3n + x, gdzie x jest pewn¡ liczb¡. Skoro a1 = −2, to x = −5. Dzi¦ki temu uzyskujemy
nast¦puj¡cy wzór ogólny:

an = 3n− 5.

Maj¡c taki wzór ogólny mo»na obliczy¢ kilka pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu i sprawdzi¢, »e
rzeczywi±cie zgadzaj¡ si¦ one z danym ci¡giem (♣).

Warto zaznaczy¢, »e czasem ªatwo jest poda¢ kolejny wyraz ci¡gu, ale trudniej jest znale¹¢
wzór rekurencyjny i wzór ogólny ci¡gu. Wida¢ to w kolejnym przykªadzie.

Przykªad 2. Aby uzupeªni¢ ci¡g

2, 3, 5, 7, 11, 13, . . .

zgadujemy, »e mamy tu do czynienia z ci¡giem liczb pierwszych i szukanym kolejnym ele-
mentem ci¡gu jest 17.

Mo»emy dla odmiany nazwa¢ ten ci¡g (pn) i zapyta¢ o wzór rekurencyjny tego ci¡gu.
Mo»na taki wzór poda¢ sªownie: pn+1 to najmniejsza liczba wi¦ksza od pn, która nie dzieli
si¦ przez liczby p1, p2, . . . , pn.

Gorzej jest ze wzorem ogólnym i warto wiedzie¢, »e za znalezienie du»ych liczb pier-
wszych s¡ przyznawane nagrody pieni¦»ne. Np. nagroda 100 000 USD (dolarów ameryka«s-
kich) zostaªa wypªacona w roku 2008 za znalezienie liczby pierwszej, która (jako pierwsza)
przekroczyªa barier¦ wielko±ci polegaj¡c¡ na posiadaniu co najmniej dziesi¦ciu milionów cyfr.
Obecnie najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡ jest 282589933−1, która ma ponad 24 miliony cyfr i zostaªa
znaleziona w 2018 roku. Kolejna nagroda pieni¦»na jest oferowana za znalezienie liczby pier-
wszej posiadaj¡cej co najmniej sto milionów cyfr. To daje nam poj¦cie o tym, »e nie mamy
»adnego sensownego wzoru ogólnego na ci¡g (pn), który pozwalaªby wyliczy¢ pn dla danego
n.

4



Metoda ró»nicowa opiera si¦ na obliczeniu ró»nic kolejnych wyrazów ci¡gu i zgadywaniu
jak zachowuje si¦ ci¡g tych ró»nic. Ta metoda nie dziaªa w Przykªadzie 2., ale dziaªa w
Przykªadzie 1. i kolejnym przykªadzie.

Przykªad 3. Rozwa»my nast¦puj¡ce zadanie: Podaj kolejny wyraz ci¡gu

(♣♣) 1, 6, 15, 28, 45, 66, . . .

oraz wzór rekurencyjny tego ci¡gu i jego wzór ogólny.
Najpierw postaramy si¦ znale¹¢ kolejny wyraz ci¡gu (♣♣), bo tylko to jest wymagane w

testach na inteligencj¦ :)
W tym celu patrzymy na ró»nice kolejnych wyrazów ci¡gu (♣♣):

6− 1 = 5, 15− 6 = 9, 28− 15 = 13, 45− 28 = 17, 66− 45 = 21.

Te róznice daj¡ wi¦c nast¦puj¡cy ci¡g

(♣♣♣) 5, 9, 13, 17, 21, . . .

Akurat taki ci¡g mo»emy ªatwo przedªu»y¢, ale gdyby±my nadal mieli problem, to mo»emy
jeszcze popatrzec na ci¡g ró»nic ci¡gu (♣♣♣):

9− 5 = 4, 13− 9 = 4, 17− 13 = 4, 21− 17 = 4.

Aha, czyli ci¡g (♣♣♣) jest ci¡giem arytmetycznym, który przedªu»amy liczb¡ 21 + 4 = 25.
Dzi¦ki temu mo»emy przedªu»y¢ ci¡g (♣♣). Wystarczy doda¢ uzyskan¡ przed chwil¡ liczb¦
25 do ostatniego podanego wyrazu ci¡gu (♣♣), czyli do 66. Mamy wi¦c 66 + 25 = 91 i po
przedªu»eniu ci¡g (♣♣) wygl¡da tak:

1, 6, 15, 28, 45, 66, 91 . . .

W skrócie opisana metoda wygl¡da nast¦puj¡co:
Mamy

1, 6, 15, 28, 45, 66, . . .

5, 9, 13, 17, 21, . . .

4, 4, 4, 4, . . .

przedªu»amy zaczynaj¡c od doªu id¡c w gór¦

1, 6, 15, 28, 45, 66, 66 + 25 = 91

5, 9, 13, 17, 21, 21 + 4 = 25

4, 4, 4, 4, 4

i gotowe :)
Po zdaniu testu na inteligencj¦ mo»emy przyst¡pi¢ do trudniejszego zadania, czyli znalezienia

wzorów na ci¡g (♣♣).
W tym celu oznaczamy ci¡g (♣♣) jako (an), a ci¡g ró»nic (♣♣♣) jako (bn). Zauwa»my,

»e oczywi±cie
bn = an+1 − an.

Z tego wynikaj¡ dwie rzeczy.
Po pierwsze

an+1 = an + bn,

wi¦c je±li znajdziemy wzór ogólny na ci¡g (bn), to powy»sze równanie da nam wzór rekuren-
cyjny na ci¡g (an).

Po drugie

b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn−1 = a2 − a1 + a3 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ an − an−1 = an − a1,
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wi¦c w skrócie

an = a1 +

n−1∑
k=1

bk,

co da nam wzór ogólny na ci¡g (an), o ile uda si¦ nam obliczy¢ sum¦

n−1∑
k=1

bk.

Nale»y wi¦c najpierw znale¹¢ wzór ogólny na ci¡g (bn). W naszym przykªadzie jest to
proste, bo jest to ci¡g arytmetyczny o ró»nicy 4 oraz b1 = 5 i ªatwo wida¢, »e

bn = 4n+ 1.

[Uwaga wa»ne: Je±li jest problem ze znalezieniem wzoru na ci¡g (bn) to, jak mówlili±my
poprzednio, nale»y popatrze¢ na ci¡g ró»nic kolejnych wyrazów ci¡gu (bn), nazwa¢ go (cn)
i u»y¢ go do znalezienia wzoru ogólnego na ci¡g (bn). W naszym przykªadzie ci¡g (cn) jest
staªy i cn = 4.]

Korzystaj¡c z tego, »e bn = 4n + 1, an+1 = an + bn oraz a1 = 1 otrzymujemy wzór
rekurencyjny na ci¡g (an):

a1 = 1, an+1 = an + 4n+ 1.

Aby znale¹¢ wzór ogólny na ci¡g (an) obliczamy sum¦
n−1∑
k=1

bk =

n−1∑
k=1

(4k + 1) =

n−1∑
k=1

4k +

n−1∑
k=1

1 = 4

n−1∑
k=1

k + (n− 1) =

4 · 1 + (n− 1)

2
(n− 1) + n− 1 = 2n(n− 1) + n− 1 = 2n2 − n− 1.

Tak wi¦c

an = a1 +

n−1∑
k=1

bk = 1 + (2n2 − n− 1) = 2n2 − n,

czyli wzór ogólny na ci¡g (an) to

an = 2n2 − n.

Warto zaznaczy¢, »e dzi¦ki temu wida¢ ukryty schemat rz¡dz¡cy ci¡giem (an). Poniewa»
an = 2n2 − n = n(2n− 1), to ci¡g (♣♣) ma posta¢

1 = 1 · 1, 6 = 2 · 3, 15 = 3 · 5, 28 = 4 · 7, 45 = 5 · 9, 66 = 6 · 11
i badana osoba, która zauwa»y ten schemat (bez dzikich oblicze«) jest w stanie poda¢ kolejny
wyraz jako 91 = 7 · 13.

Ostatnia ju» uwaga dotyczy tego, »e maj¡c wzór ogólny na ci¡g (bn) mo»emy próbowa¢
zgadn¡c wzór ogólny na ci¡g (an) w sposób nast¦puj¡cy. Skoro bn = 4n+1, to w przybli»eniu
bn ∼ 4n. Natomiast an w przybli»eniu to suma pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu (bn). Czyli, w
przybli»eniu

an ∼
n−1∑
k=1

bk ∼ 4

n−1∑
k=1

k ∼ 4 · n
2

2
= 2n2

(bo
∑n−1

k=1 k ∼
n2

2 ). Dzi¦ki temu wida¢, »e nasz ci¡g (an) ma co± wspólnego z ci¡giem (2n2),
który wygl¡da tak:

2, 8, 18, 32, 50, 72, . . .

Porównuj¡c ten ostatni ci¡g z ci¡giem (♣♣) zgadujemy, »e

1 = 2− 1, 6 = 8− 2, 15 = 18− 3, 28 = 32− 4, 45 = 50− 5, 66 = 72− 6,

co pozwala na odkrycie, »e an = 2n2 − n.
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