Kresy zbioréow

Szanowni Panistwo. Ponizej znajduja sie podstawowe informacje dotyczace kresow zbiorow.

1. Zbiory. Bedziemy tu rozwazaé zbiory, ktore sa podzbiorami liczb rzeczywistych. W
skrocie A C R oznacza, ze zbidr A jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R. Jak moga
wygladaé takie zbiory to wcale nie jest jasne. Oczywiscie mozemy mysleé, ze zbior A sklada
sie z paru punktéw, z przedzialéow, albo z ciggu punktéw. Istnieje jednak wiele “dzikich”
konstrukcji generujacych trudne do pojecia zbiory. Na szcze$cie tym nie bedziemy sie tu
zajmowac.

2. Ograniczenia. Majac zbior A (jak wspomnieliSmy weze$niej my$limy w tym wykladzie,
ze A C R, ponadto warto tez mysle¢, ze A jest niepusty, czyli A # () mozemy sie¢ zastanowic
czy ten zbiér jest ogramiczony. Terminologia jest nastepujaca: zbiér ograniczony to taki,
ktory ma ograniczenie gorne i ograniczenie dolne.

Definicja. Liczba rzeczywista G jest ograniczeniem gornym zbioru A jesli kazdy element
zbioru A jest mmiejszy badz réwny G. Co w skrécie mozna zapisac tak

VvV a<d.
acA

Podobnie

Definicja. Liczba rzeczywista D jest ograniczeniem dolnym zbioru A jesli kazdy element
zbioru A jest wiekszy badz réwny D. Co w skrécie mozna zapisaé tak
Y a>D.
acA
Uwaga: Zbior ktory nie ma ograniczenia goérnego to zbiér nieograniczony od gory, a zbioér
ktory nie ma ograniczenia dolnego to zbiér nieograniczony od dotu.

3. Kresy. Kresy zbioru to tzw. supremum (kres gorny) zwiazane z ograniczeniem
gornym zbioru oraz infimum (kres dolny) zwigzane z ograniczeniem dolnym zbioru. Ponizej
wyjasnimy jak dziala supremum, a potem powtorzymy te informacje dla infimum.

4. Supremum. Supremum zbioru A oznaczamy jako sup A, badz sup(A).

Jesli zbiér A jest nieograniczony od gory to piszemy, ze sup A = oo (albo sup A = +00).

Jesli zbior A jest ograniczony od gory, to jego supremum jest najlepszym goérnym ogranicze-
niem, czyli jest to najmniejsze goérne ograniczenie.

Tak wiec liczba g (uwaga, prosze nie pomyli¢ tego g z granica) jest rowna sup A wtedy i
tylko wtedy gdy

a) g jest gornym ograniczeniem zbioru A,

b) kazda liczba mniejsza od ¢ juz nie jest gornym ograniczeniem zbioru A.

W skroécie mozna to zapisaé tak:

a) V a<g,
a€EA

b) v 3 a>g—e.
e>0acA

Gdzie formula w a) jest raczej jasna. Natomiast formuta w b) oznacza, ze jesli troche
zmniejszymy ¢ (tzn. odejmiemy od g jaki§ “mini” €, to ¢ — € nie bedzie juz ograniczeniem
gornym zbioru A, czyli znajdziemy jaki§ element zbioru A, ktory jest wiekszy od g — e.

Uwaga: Supremum zbioru A moze, ale wcale nie musi naleze¢ do zbioru A. Mozemy to

zobaczy¢ ponizej.



Przyklad. Niech A bedzie przedzialem domknietym [0,1]. Wowczas supA = 1 € A.
Natomiast jesli A jest przedziatem otwartym (0,1), to supA=1¢ A.

Uwaga! Jesli sup A = co, to ZAWSZE sup A = co ¢ A. Po prostu oo nie jest liczba
tylko symbolem i dlatego nie ma zadnych szans, aby naleze¢ do zbioru A. Prosze o tym
pamietad :)

4. Infimum. Infimum zbioru A oznaczamy jako inf A, badz inf(A).

Jesli zbior A jest nieograniczony od dotu to piszemy, ze inf A = —oo.

Jesli zbidr A jest ograniczony od dotu, to jego infimum jest najlepszym dolnym ogranicze-
niem, czyli jest to najwieksze dolne ograniczenie.

Tak wiec liczba d jest réwna inf A wtedy i tylko wtedy gdy

a) d jest dolnym ograniczeniem zbioru A,

b) kazda liczba wieksza od d juz nie jest dolnym ograniczeniem zbioru A.

W skrécie mozna to zapisa¢ tak:

a) VY a>d,
acA

b) V 3 a<d+e.
e>0acA

Gdzie formula w a) jest raczej jasna. Natomiast formuta w b) oznacza, ze jesli troche
zwiekszymy d (tzn. dodamy do d jaki$ “mini” £, to d+ ¢ nie bedzie juz ograniczeniem dolnym
zbioru A, czyli znajdziemy jaki§ element zbioru A, ktory jest mniejszy od d + €.

Uwaga: Infimum zbioru A moze, ale wcale nie musi naleze¢ do zbioru A. Mozemy to
zobaczy¢ ponizej.

Przyklad. Niech A bedzie przedzialem domknietym [0,1]. Wowcezas inf A = 0 € A.
Natomiast jesli A jest przedziatem otwartym (0, 1), to inf A =0 ¢ A.

Uwaga! Jesli inf A = —o0, to ZAWSZE inf A = —co ¢ A. Po prostu —oo nie jest
liczby tylko symbolem i dlatego nie ma zadnych szans, aby naleze¢ do zbioru A. Prosze o
tym pamietaé :)

5. Zbior pusty. Okazuje sie, ze dla zbioru pustego () mamy nastepujace paradoksalne
formuty
sup@ = —oo, inf@ = +oo.

Wynika to z tego, ze kazda liczba jest ograniczeniem gérnym zbioru pustego, wiec najmniejsze
7z tych ograniczen to —oo. Podobnie jest z infimum. Dlatego przy kresach czesto zaklada sie,
7e A # 0.

6. Fakty i wlasnos$ci. Podstawowe twierdzenie jest nastepujace
Twierdzenie. Kazdy podzbior liczb rzeczywistych ma kres gérny i kres dolny.

W ustalaniu kreséw pomocny jest nastepujacy
Fakt. Jesli G jest gornym ograniczeniem zbioru A oraz G € A to G = sup A.

Analogicznie
Fakt. Jesli D jest dolnym ograniczeniem zbioru A oraz D € A to D = inf A.

Te fakty dzialaja wiec w przypadku, gdy ktory$ z kreséw nalezy do zbioru. Warto
wiedzieé, ze w kazdej sytuacji dziala natomiast nastepujaca wygodna charakteryzacja.

Fakt. Gdrne ograniczenie G zbioru A jest rowne sup A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg
elementow zbioru A dgigcy do G.



W szczegolnoscei to oznacza, ze jesli G jest gornym ograniczeniem zbioru A i uda nam sie
znalez¢ ciag a, € A taki, ze lim,,_, o, a, = G, to mamy juz pewnos¢, ze sup A = G. Podobnie
jest z kresem dolnym:

Fakt. Dolne ograniczenie D zbioru A jest réwne inf A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg
elementow zbioru A dgzgcy do D.

Aby potrenowaé techniki dowodowe pokazemy jeszcze dwa fakty:

Fakt. Jesli zbior A # 0 to
inf A < sup A.

Proof. Fakt wydaje sie oczywisty (poza absurdalnym przypadkiem zbioru pustego) zobaczmy
jednak, jak mozna go udowodnié.
Po chwili zastanowienia wida¢, ze dowod tego faktu jest tatwy. Wystarczy skorzystac z
tego, ze inf A jest ograniczeniem dolnym zbioru A, czyli
v infA<a
a€A
oraz, ze sup A jest ograniczeniem gérnym, czyli
VvV a <supA.
a€A
Drzieki temu dla wszystkich a € A mamy, 7e
inf A <a <supA.
Wystarczy wiec, ze zbiér A ma chociaz jeden element (jest niepusty) i powyzsza nier6wnosé
daje nam, ze
inf A < sup A.

Fakt. Jesli A C B, to
sup A < sup B.

Proof. Ten fakt tez wydaje sie oczywisty, ale z dowodem moze by¢ troche gorzej. Pokazemy
dwie metody.
Metoda 1. Najpierw nalezy zauwazyc¢, ze jeSli x jest pewna liczba rzeczywista, to
nieré6wnosc
supA <=z
jest rownowazna temu, ze x jest ograniczeniem gérnym zbioru A.
Drzieki temu wystarczy wykazaé, ze sup B jest ograniczeniem gérnym zbioru A, co powinno
by¢ tatwe.
W istocie, wezmy dowolny element a € A. Skoro A C B, to a € B, wiec skoro sup B jest
ograniczeniem goérnym zbioru B, to
a < sup B,

czyli widaé, ze sup B jest gornym ograniczeniem zbioru A.
Jak wspomnielismy wczesniej, skoro sup A jest najmniejszym goérnym ograniczeniem zbioru
A, to w takim razie dostajemy, ze
sup A < sup B.

Metoda 2. 7 jednego z poprzednich faktéw wiemy, ze istnieje ciag a, € A dazacy do
sup A. Skoro A C B, to a, € B, wiec a,, < sup B, czyli lim,,_,, a,, < sup B. Dzieki temu
supA = lim a, <supB.

n— oo



