
Kresy zbiorów

Szanowni Pa«stwo. Poni»ej znajduj¡ si¦ podstawowe informacje dotycz¡ce kresów zbiorów.

1. Zbiory. B¦dziemy tu rozwa»a¢ zbiory, które s¡ podzbiorami liczb rzeczywistych. W
skrócie A ⊂ R oznacza, »e zbiór A jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych R. Jak mog¡
wygl¡da¢ takie zbiory to wcale nie jest jasne. Oczywi±cie mo»emy my±le¢, »e zbiór A skªada
si¦ z paru punktów, z przedziaªów, albo z ci¡gu punktów. Istnieje jednak wiele �dzikich�
konstrukcji generuj¡cych trudne do poj¦cia zbiory. Na szcz¦±cie tym nie b¦dziemy si¦ tu
zajmowa¢.

2. Ograniczenia. Maj¡c zbiórA (jak wspomnieli±my wcze±niej my±limy w tym wykªadzie,
»e A ⊂ R, ponadto warto te» my±le¢, »e A jest niepusty, czyli A 6= ∅) mo»emy si¦ zastanowi¢
czy ten zbiór jest ograniczony. Terminologia jest nast¦puj¡ca: zbiór ograniczony to taki,
który ma ograniczenie górne i ograniczenie dolne.

De�nicja. Liczba rzeczywista G jest ograniczeniem górnym zbioru A je±li ka»dy element

zbioru A jest mniejszy b¡d¹ równy G. Co w skrócie mo»na zapisa¢ tak

∀
a∈A

a ≤ G.

Podobnie

De�nicja. Liczba rzeczywista D jest ograniczeniem dolnym zbioru A je±li ka»dy element

zbioru A jest wi¦kszy b¡d¹ równy D. Co w skrócie mo»na zapisa¢ tak

∀
a∈A

a ≥ D.

Uwaga: Zbiór który nie ma ograniczenia górnego to zbiór nieograniczony od góry, a zbiór
który nie ma ograniczenia dolnego to zbiór nieograniczony od doªu.

3. Kresy. Kresy zbioru to tzw. supremum (kres górny) zwi¡zane z ograniczeniem
górnym zbioru oraz in�mum (kres dolny) zwi¡zane z ograniczeniem dolnym zbioru. Poni»ej
wyja±nimy jak dziaªa supremum, a potem powtórzymy te informacje dla in�mum.

4. Supremum. Supremum zbioru A oznaczamy jako supA, b¡d¹ sup(A).
Je±li zbiór A jest nieograniczony od góry to piszemy, »e supA =∞ (albo supA = +∞).
Je±li zbiórA jest ograniczony od góry, to jego supremum jest najlepszym górnym ogranicze-

niem, czyli jest to najmniejsze górne ograniczenie.
Tak wi¦c liczba g (uwaga, prosz¦ nie pomyli¢ tego g z granic¡) jest równa supA wtedy i

tylko wtedy gdy
a) g jest górnym ograniczeniem zbioru A,
b) ka»da liczba mniejsza od g ju» nie jest górnym ograniczeniem zbioru A.
W skrócie mo»na to zapisa¢ tak:

a) ∀
a∈A

a ≤ g,

b) ∀
ε>0

∃
a∈A

a > g − ε.

Gdzie formuªa w a) jest raczej jasna. Natomiast formuªa w b) oznacza, »e je±li troch¦
zmniejszymy g (tzn. odejmiemy od g jaki± �mini� ε, to g − ε nie b¦dzie ju» ograniczeniem
górnym zbioru A, czyli znajdziemy jaki± element zbioru A, który jest wi¦kszy od g − ε.

Uwaga: Supremum zbioru A mo»e, ale wcale nie musi nale»e¢ do zbioru A. Mo»emy to
zobaczy¢ poni»ej.
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Przykªad. Niech A b¦dzie przedziaªem domkni¦tym [0, 1]. Wówczas supA = 1 ∈ A.
Natomiast je±li A jest przedziaªem otwartym (0, 1), to supA = 1 6∈ A.

Uwaga! Je±li supA = ∞, to ZAWSZE supA = ∞ /∈ A. Po prostu ∞ nie jest liczb¡
tylko symbolem i dlatego nie ma »adnych szans, aby nale»e¢ do zbioru A. Prosz¦ o tym
pami¦ta¢ :)

4. In�mum. In�mum zbioru A oznaczamy jako inf A, b¡d¹ inf(A).
Je±li zbiór A jest nieograniczony od doªu to piszemy, »e inf A = −∞.
Je±li zbiór A jest ograniczony od doªu, to jego in�mum jest najlepszym dolnym ogranicze-

niem, czyli jest to najwi¦ksze dolne ograniczenie.
Tak wi¦c liczba d jest równa inf A wtedy i tylko wtedy gdy
a) d jest dolnym ograniczeniem zbioru A,
b) ka»da liczba wi¦ksza od d ju» nie jest dolnym ograniczeniem zbioru A.
W skrócie mo»na to zapisa¢ tak:

a) ∀
a∈A

a ≥ d,

b) ∀
ε>0

∃
a∈A

a < d+ ε.

Gdzie formuªa w a) jest raczej jasna. Natomiast formuªa w b) oznacza, »e je±li troch¦
zwi¦kszymy d (tzn. dodamy do d jaki± �mini� ε, to d+ε nie b¦dzie ju» ograniczeniem dolnym
zbioru A, czyli znajdziemy jaki± element zbioru A, który jest mniejszy od d+ ε.

Uwaga: In�mum zbioru A mo»e, ale wcale nie musi nale»e¢ do zbioru A. Mo»emy to
zobaczy¢ poni»ej.

Przykªad. Niech A b¦dzie przedziaªem domkni¦tym [0, 1]. Wówczas inf A = 0 ∈ A.
Natomiast je±li A jest przedziaªem otwartym (0, 1), to inf A = 0 6∈ A.

Uwaga! Je±li inf A = −∞, to ZAWSZE inf A = −∞ /∈ A. Po prostu −∞ nie jest
liczb¡ tylko symbolem i dlatego nie ma »adnych szans, aby nale»e¢ do zbioru A. Prosz¦ o
tym pami¦ta¢ :)

5. Zbiór pusty. Okazuje si¦, »e dla zbioru pustego ∅ mamy nast¦pujace paradoksalne
formuªy

sup ∅ = −∞, inf ∅ = +∞.

Wynika to z tego, »e ka»da liczba jest ograniczeniem górnym zbioru pustego, wi¦c najmniejsze
z tych ogranicze« to −∞. Podobnie jest z in�mum. Dlatego przy kresach cz¦sto zakªada si¦,
»e A 6= ∅.

6. Fakty i wªasno±ci. Podstawowe twierdzenie jest nast¦puj¡ce

Twierdzenie. Ka»dy podzbiór liczb rzeczywistych ma kres górny i kres dolny.

W ustalaniu kresów pomocny jest nast¦puj¡cy

Fakt. Je±li G jest górnym ograniczeniem zbioru A oraz G ∈ A to G = supA.

Analogicznie

Fakt. Je±li D jest dolnym ograniczeniem zbioru A oraz D ∈ A to D = inf A.

Te fakty dziaªaj¡ wi¦c w przypadku, gdy który± z kresów nale»y do zbioru. Warto
wiedzie¢, »e w ka»dej sytuacji dziaªa natomiast nast¦puj¡ca wygodna charakteryzacja.

Fakt. Górne ograniczenie G zbioru A jest równe supA wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci¡g

elementów zbioru A d¡»¡cy do G.
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W szczególno±ci to oznacza, »e je±li G jest górnym ograniczeniem zbioru A i uda nam si¦
znale¹¢ ci¡g an ∈ A taki, »e limn→∞ an = G, to mamy ju» pewno±¢, »e supA = G. Podobnie
jest z kresem dolnym:

Fakt. Dolne ograniczenie D zbioru A jest równe inf A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci¡g

elementów zbioru A d¡»¡cy do D.

Aby potrenowa¢ techniki dowodowe poka»emy jeszcze dwa fakty:

Fakt. Je±li zbiór A 6= ∅ to
inf A ≤ supA.

Proof. Fakt wydaje si¦ oczywisty (poza absurdalnym przypadkiem zbioru pustego) zobaczmy
jednak, jak mo»na go udowodni¢.

Po chwili zastanowienia wida¢, »e dowód tego faktu jest ªatwy. Wystarczy skorzysta¢ z
tego, »e inf A jest ograniczeniem dolnym zbioru A, czyli

∀
a∈A

inf A ≤ a

oraz, »e supA jest ograniczeniem górnym, czyli

∀
a∈A

a ≤ supA.

Dzi¦ki temu dla wszystkich a ∈ A mamy, »e

inf A ≤ a ≤ supA.

Wystarczy wi¦c, »e zbiór A ma chocia» jeden element (jest niepusty) i powy»sza nierówno±¢
daje nam, »e

inf A ≤ supA.

Fakt. Je±li A ⊂ B, to

supA ≤ supB.

Proof. Ten fakt te» wydaje si¦ oczywisty, ale z dowodem mo»e by¢ troch¦ gorzej. Poka»emy
dwie metody.

Metoda 1. Najpierw nale»y zauwa»y¢, »e je±li x jest pewn¡ liczb¡ rzeczywist¡, to
nierówno±¢

supA ≤ x

jest równowa»na temu, »e x jest ograniczeniem górnym zbioru A.
Dzi¦ki temu wystarczy wykaza¢, »e supB jest ograniczeniem górnym zbioru A, co powinno

by¢ ªatwe.
W istocie, we¹my dowolny element a ∈ A. Skoro A ⊂ B, to a ∈ B, wi¦c skoro supB jest

ograniczeniem górnym zbioru B, to
a ≤ supB,

czyli wida¢, »e supB jest górnym ograniczeniem zbioru A.
Jak wspomnieli±my wcze±niej, skoro supA jest najmniejszym górnym ograniczeniem zbioru

A, to w takim razie dostajemy, »e
supA ≤ supB.

Metoda 2. Z jednego z poprzednich faktów wiemy, »e istnieje ci¡g an ∈ A d¡»¡cy do
supA. Skoro A ⊂ B, to an ∈ B, wi¦c an ≤ supB, czyli limn→∞ an ≤ supB. Dzi¦ki temu

supA = lim
n→∞

an ≤ supB.
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