
Funkcje. Granica i ci¡gªo±¢.

Szanowni Pa«stwo. Poni»ej znajduj¡ si¦ podstawowe informacje dotycz¡ce funkcji, ich
granic i poj¦cia ci¡gªo±ci funkcji.

1. Funkcje. Bedziemy rozwa»a¢ tylko funkcje rzeczywiste, czyli takie, których argumen-
tami i warto±ciami s¡ liczby rzeczywiste.

Jak pami¦tamy (ze szkoªy) funkcj¦ mo»na oznacza¢ znaczkiem f . Taka funkcja ma swoj¡
dziedzin¦ X i przeciwdziedzin¦ Y (u nas X,Y ⊂ R). Funkcja f ka»demu elementowi zbioru
X przypisuje element zbioru Y i zapisuje si¦ to tak.

f : X → Y.

Dziedzina X cz¦sto jest oznaczana jako Df . Natomiast odno±nie przeciwdziedziny Y warto
wiedzie¢, »e nie ka»dy element Y musi by¢ warto±ci¡ funkcji. Zbiór warto±ci funkcji mo»na
oznaczy¢ jako Wf i stwierdzi¢ jedynie, »e Wf ⊂ Y . Dlatego mo»na sobie przyj¡¢, »e w
przypadku funkcji rzeczywistych Y = R.

W skrócie nasze funkcje wygl¡daj¡ wi¦c tak

f : Df → R.

2. Przykªady funkcji. Warto zna¢ poni»sze funkcje, no i ich wykresy.

a) f(x) = c - funkcja staªa

b) f(x) = ax+ b - funkcja liniowa

c) f(x) = ax2 + bx+ c - funkcja kwadratowa dla a 6= 0

d) f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d - wielomian trzeciego stopnia dla a 6= 0

e) f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a2x2+a1x+a0 - wielomian n-tego stopnia dla an 6= 0.

f) f(x) = 1
x - podstawowa funkcja wymierna, której wykresem jest hiperbola

g) f(x) = P (x)
Q(x) , gdzie P,Q to wielomiany - funkcja wymierna

h) f(x) = xα - funkcja pot¦gowa (np. f(x) = x0 = 1, f(x) = x−1 = 1
x , f(x) = x

2
3 =

3
√
x2)

i) f(x) = ax, gdzie a > 0 - funkcja wykªadnicza

j) f(x) = ex - podstawowa funkcja wykªadnicza (e = 2, 71 . . . to bardzo wa»na liczba)

k) f(x) = loga(x), gdzie 0 < a 6= 1 - logarytm (o podstawie a)

l) f(x) = ln(x) - logarytm naturalny (jego podstaw¡ jest wªa±nie wspomniane e)

m) f(x) = sin(x) - sinus

n) f(x) = cos(x) - cosinus

o) f(x) = tg(x) - tangens

p) f(x) = ctg(x) - cotangens

r) f(x) = arctg(x) - arcus tangens (bardzo wa»na funkcja, b¦dzie o niej potem)

s) f(x) = |x| - moduª, czyli warto±¢ bezwzgl¦dna

t) f(x) = [x] - cecha, czyli cz¦±¢ caªkowita

u) f(x) = {x} - mantysa, czyli cz¦±¢ uªamkowa

w) f(x) = sgn(x) - signum (patrz lista 6-1)
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3. Poj¦cie granicy. Niech Df oznacza dziedzin¦ funkcji rzeczywistej f . Je±li dla
ka»dego δ > 0 przedziaª otwarty (a, a + δ) ma cz¦±¢ wspóln¡ z Df , to mo»emy zde�niowa¢
granic¦ prawostronn¡ funkcji f w punkcie a w nast¦puj¡cy sposób.

De�nicja. Funkcja f z dziedzin¡ Df ma prawostronn¡ granic¦ g ∈ R w punkcie a je±li

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈(a,a+δ)∩Df

|f(x)− g| < ε

i piszemy wówczas, »e

lim
x→a+

f(x) = g.

W tej de�nicji chodzi o to, »e je±li z argumentem x zbli»amy si¦ do punktu a z jego prawej
strony, to warto±ci funkcji f zmierzaj¡ do g.

Analogicznie, je±li dla ka»dego δ > 0 przedziaª otwarty (a− δ, a) ma cz¦±¢ wspóln¡ z Df ,
to mo»emy zde�niowa¢ granic¦ lewostronn¡ funkcji f w punkcie a w nast¦puj¡cy sposób.

De�nicja. Funkcja f z dziedzin¡ Df ma lewostronn¡ granic¦ g w punkcie a je±li

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈(a−δ,a)∩Df

|f(x)− g| < ε

i piszemy wówczas, »e

lim
x→a−

f(x) = g.

W tej de�nicji chodzi o to, »e je±li z argumentem x zbli»amy si¦ do punktu a z jego lewej
strony, to warto±ci funkcji f zmierzaj¡ do g.

Aby zde�niowa¢ poj¦cie granicy funkcji f w punkcie a ª¡czymy powy»sze de�nicje otrzy-
muj¡c

De�nicja. Funkcja f z dziedzin¡ Df ma granic¦ g w punkcie a je±li

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈((a−δ,a)∪(a,a+δ))∩Df

|f(x)− g| < ε

i piszemy wówczas, »e

lim
x→a

f(x) = g.

Uwaga: Podobnie jak wcze±niej powy»sza de�nicja ma sens, je±li dla ka»dego δ > 0 zbiór

(a−δ, a)∪ (a, a+δ) ma cz¦±¢ wspóln¡ z Df (tzn.
(
(a−δ, a)∪ (a, a+δ)

)
∩Df 6= ∅). A co je±li

tak nie jest? To znaczy, a co je±li istnieje δ > 0 taka, »e (a− δ, a+ δ)∩Df = {a}? Wówczas
a jest punktem izolowanym Df (nie ma dowolnie blisko niego innych punktów nale»¡cych do
Df ) i mamy maªy problem z powy»sz¡ de�nicj¡. W istocie, mo»na sprawdzi¢, »e dla funkcji
f(x) = x z dziedzin¡ Df = {0, 1} powy»sza de�nicja daje kuriozalne wyniki:

lim
x→0

f(x) = 1, lim
x→1

f(x) = 0.

Co wskazuje na to, »e powy»sza de�nicja nie powinna by¢ u»ywana, je±li a jest punktem
izolowanym dziedziny funkcji f .

Okazuje si¦, »e je±li f ma (dobrze zde�niowan¡) granic¦ g w punkcie a, to wcale jeszcze
nie oznacza, »e f(a) = g. W istocie, ta ostatnia wªasno±¢ de�niuje poj¦cie ci¡gªo±ci funkcji.

De�nicja. Mówimy, »e funkcja f z dziedzin¡ Df jest ci¡gªa w punkcie a ∈ Df je±li

lim
x→a

f(x) = f(a),

lub a jest punktem izolowanym Df .
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Równowa»nie mo»na ci¡gªo±¢ zde�niowa¢ nast¦puj¡co

De�nicja. Mówimy, »e funkcja f z dziedzin¡ Df jest ci¡gªa w punkcie a ∈ Df je±li

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
x∈(a−δ,a+δ)∩Df

|f(x)− f(a)| < ε.

Ostatecznie

De�nicja. Mówimy, »e funkcja f jest ci¡gªa, je±li jest ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej

dziedziny.

Przykªad. Funkcja f(x) = 1
x jest ci¡gªa.

Matematycznie, de�niuj¡c funkcj¦ nale»y poda¢ jej dziedzin¦. W szkolnym podej±ciu robi
si¦ jednak inaczej i uczniowie musz¡ znajdowa¢ samodzielnie dziedzin¦ podanej funkcji (czyli
znale¹¢ najwi¦kszy podzbiór liczb rzeczywistych na jakim podana funkcja ma sens).

W naszym przykªadzie dziedzina to Df = R\{0}. Prosz¦ zauwa»y¢, »e w ka»dym punkcie
swej dziedziny ta funkcja jest ci¡gªa. A wi¦c jest ciagªa. Punkt 0 nie nale»y do dziedziny i
dlatego nie ma sensu mówienie, czy w tym punkcie funkcja jest ci¡gªa.

Przykªad. Funkcja f(x) = x z dziedzin¡ Df = [0, 1] jest ci¡gªa.
Ciagªo±¢ tej funkcji w punktach a ∈ (0, 1) jest jasna. Je±li chodzi o punkt a = 0, to

jasne jest, »e mo»emy w tym punkcie obliczy¢ granic¦ prawostronn¡. Okazuje si¦ jednak, »e
wnikliwe zrozumienie de�nicji granicy funkcji pozwala stwierdzi¢, »e ta funkcja ma granic¦ w
punkcie a = 0, która jest równa f(0) i dzi¦ki temu ta funkcja jest ci¡gªa w zerze. Podobnie
mo»na stwierdzi¢ ci¡gªo±¢ tej funkcji w punkcie a = 1.

Ci¡gªo±¢ funkcji jest przydatn¡ wªasno±ci¡ przy obliczaniu granic ci¡gów.

Fakt. Je±li funkcja f z dziedzin¡ Df jest ci¡gªa w punkcie a ∈ Df oraz ci¡g an ∈ Df d¡»y

do a, to
lim
n→∞

f(an) = f(a).

Co wi¦cej

Twierdzenie. Funkcja f z dziedzin¡ Df ma granic¦ g w punkcie a wtedy i tylko wtedy gdy

dla ka»dego ci¡gu an ∈ Df \ {a}
lim
n→∞

f(an) = g.

4. Obliczanie granic. Obliczanie granic funkcji jest podobne do obliczania granic
ci¡gów (w szczególno±ci zachodz¡ wzory na granic¦ sumy, ró»nicy, iloczynu i ilorazu funkcji).
Mam nadziej¦, »e opanuj¡ Pa«stwo bardzo wa»n¡ umiej¦tno±¢ obliczania granic funkcji w
oparciu o pozostaªe materiaªy doª¡czone do kursu. Zdajmy sobie tylko spraw¦ z tego, jakie
mog¡ wyst¡pi¢ przy tym scenariusze. Wypiszemy je poni»ej bez podawania formalnej de�nicji
przy pomocy kwanty�katorów.

a) lim
x→a+

f(x) = g

b) lim
x→a−

f(x) = g

c) lim
x→a

f(x) = g

d) lim
x→a+

f(x) = +∞

e) lim
x→a−

f(x) = +∞
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f) lim
x→a

f(x) = +∞

g) lim
x→a+

f(x) = −∞

h) lim
x→a−

f(x) = −∞

i) lim
x→a

f(x) = −∞

j) lim
x→+∞

f(x) = g

k) lim
x→−∞

f(x) = g

l) lim
x→+∞

f(x) = +∞

m) lim
x→−∞

f(x) = +∞

n) lim
x→+∞

f(x) = −∞

o) lim
x→−∞

f(x) = −∞

Oczywi±cie mo»e te» by¢ tak, »e jaka± z powy»szych granic nie istnieje.

5. Dominacja wzrostów. Aby stwierdzi¢ jak szybko dana funkcja ro±nie do niesko«-
czono±ci stosuje si¦ nast¦puj¡ce rozró»nienie �typowych� wzrostów:

a) najwi¦kszy (najsilniejszy, najszybszy) wzrost: ax, gdzie a > 1 - wzrost wykªadniczy,
b) ±redni wzrost: xα, gdzie α > 0 - wzrost pot¦gowy,
c) najmniejszy (najsªabszy, najwolniejszy) wzrost: logb(x), gdzie b > 1 - wzrost logaryt-

miczny.
Pow»sze wzrosty to funkcje zmiennej x (d¡»¡cej do ∞), natomiast a, b > 1 oraz α > 0 to

parametry gwarantuj¡ce, »e te wzrosty d¡»¡ do ∞. To oznacza, »e dla tych parametrów

lim
x→∞

ax = lim
x→∞

xα = lim
x→∞

logb(x) =∞.

A sedno dominacji wzrostów jest takie, »e (zgodnie z wcze±niejszym opisem)

logb(x) << xα << ax,

gdzie znak �<<� oznacza �duuu...»o mniejsze� dla dostatecznie du»ych x (tzn. dla x > M ,
gdzie M jest jak¡± du»¡ liczb¡).

Moraª wi¦c jest taki, »e chocia» wszystkie te wzrosty rosn¡ wraz z x do niesko«czono±ci,
to dla a, b > 1 oraz α > 0

lim
x→∞

ax

xα
=∞,

lim
x→∞

xα

logb(x)
=∞,

czyli ax ro±nie do niesko«czono±ci o wiele szybciej ni» xα, a xα ro±nie do niesko«czono±ci o
wiele szybciej ni» logb(x).

Uwaga: Oczywi±cie z tego wynika, »e lim
x→∞

xα

ax
= 0 oraz, »e lim

x→∞

logb(x)

xα
= 0.

Uwaga: Oprócz wskazanych �typowych� wzrostów mo»na rozwa»a¢ inne wzrosty (dla
parametrów a, b > 1 oraz α > 0), które s¡ silniejsze lub sªabsze od tych �typowych� np. takie
wzrosty jak:

xx
x

, ax
x

, ax
α

, xa
x

, xx
α

,
(
logb(x)

)xα
, loga(logb(x)).
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6. Funkcja odwrotna. Je±li funkcja f ma dziedzin¦ Df i zbiór warto±ci Wf

f : Df →Wf

oraz jest ró»nowarto±ciowa, to funkcja g do niej odwrotna

g :Wf → Df

jest de�niowana formuª¡
g(f(x)) = x, dla x ∈ Df

Z powy»szej de�nicji wynika, »e je±li g jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji f , to f jest funkcj¡
odwrotn¡ do funkcji g i dzi¦ki temu

f(g(x)) = x, dla x ∈Wf .

Przykªad. Funkcja odwrotna do funkcji

f(x) = x

to funkcja
g(x) = x.

Przykªad. Funkcja odwrotna do funkcji

f(x) = x3

to funkcja
g(x) = 3

√
x.

Na tym przykªadzie mo»emy prze±ledzi¢ schemat znajdywania funkcji odwrotnej:
a) Mamy funkcj¦ f(x) = x3.
b) Zast¦pujemy f(x) przez y otrzymuj¡c y = x3.
c) Rozwi¡zujemy powy»sze równanie ze wzgl¦du na x otrzymuj¡c x = 3

√
y.

d) Zamieniamy w powy»szym równaniu x z y otrzymuj¡c y = 3
√
x.

e) Zast¦pujemy w powy»szym równaniu y przez g(x) otrzymuj¡c wzór funkcji odwrotnej
g(x) = 3

√
x.

Przykªad. Aby znale¹¢ funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji f(x) = x2 nale»y ograniczy¢ jej
dziedzin¦, tak aby uzyska¢ funkcj¦ ró»nowarto±ciow¡.

Mamy wi¦c, »e funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji f(x) = x2 dla x ≥ 0 jest funkcja g(x) =
√
x.

Natomiast funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji f(x) = x2 dla x ≤ 0 jest funkcja g(x) = −
√
x.

7. Arcus tangens. W skrócie, arctg to funkcja odwrotna do funkcji tangens. Ze
wzgl¦du na to, »e funkcja tangens nie jest ró»nowarto±ciowa nale»y odpowiednio ograniczy¢
jej dziedzin¦. Naturalnym ograniczeniem jest wzi¦cie przedziaªu (−π2 ,

π
2 ), bo tam tangens

jest ró»nowarto±ciowy i przyjmuje wszystkie swoje mo»liwe warto±ci.
Rozwa»amy wi¦c funkcj¦

f(x) = tg(x) dla x ∈
(
−π
2
,
π

2

)
i bierzemy jej funkcj¦ odwrotn¡ g, któr¡ nazywamy arctg.

Skoro
f :

(
−π
2
,
π

2

)
→ R,

to
g : R→

(
−π
2
,
π

2

)
.

Jak to dziaªa w praktyce? Je±li chcemy obliczy¢ arctg(x) dla danego x ∈ R, to musimy
znale¹¢ taki k¡t α ∈

(
−π2 ,

π
2

)
wyra»ony w radianach, »e tg(α) = x. Wówczas arctg(x) = α.
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Dla przykªadu
arctg(0) = 0, bo tg(0) = 0,

arctg(1) =
π

4
, bo tg

(π
4

)
= 1,

arctg
(√

3
)
=
π

3
, bo tg

(π
3

)
=
√
3,

arctg

(
1√
3

)
=
π

6
, bo tg

(π
6

)
=

1√
3
.

Ponadto przy braniu granic mamy

lim
x→+∞

arctg(x) =
π

2
,

lim
x→−∞

arctg(x) = −π
2
.

Oczywi±cie warto te» wiedzie¢ jak wygl¡da wykres funkcji arctg. Reguªa jest taka, »e
zawsze (dla naszych funkcji rzeczywistych) wykres funkcji odwrotnej jest odbiciem wykresu
oryginalnej funkcji wzgl¦dem prostej o równaniu y = x.
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