8. Pochodna funkcji

Szanowni Panstwo. Ponizej znajdujg sie podstawowe informacje dotyczace pochodnej
funkcji.

1. Tloraz réznicowy. Dla funkcji f okreslonej na przedziale [a,b] jej iloraz réznicowy
miedzy a i b to
f(b) — f(a)

b—a
Tak wiec jest to réznica wartosci funkcji podzielona przez roéznice argumentéw funkcji.

Interpretacja geometryczna tego ilorazu jest nastepujaca.

Funkcja f ma swoj wykres dla « € [a,b]. Zaznaczmy na tym wykresie punkt (a, f(a)) i
punkt (b, f(b)). PrzeprowadZmy przez te punkty prosta. Taka prosta to tzw. sieczna wykresu
funkcji f. To co trzeba zapamietac to to, ze wspolczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny
ilorazowi roznicowemu funkcji f miedzy a i b. Dzieki temu tatwo jest napisa¢ réwnanie tej
siecznej znane nam ze szkoty (rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty):

y=TO=TO o) fla)
—a

2. Szybkosé chwilowa. Zalézmy, ze samochéd porusza sie po prostej drodze i chcemy
obliczy¢ szybkos¢ z jaka sie porusza w danej chwili ¢y. Mozna to zrobi¢ znajac dystans
przebyty przez ten samochod w czasie t. Tak wiec niech s(t) oznacza dystans przebyty przez
ten samochod w czasie t.

Aby obliczy¢ szybkosé samochodu w chwili ¢y stosujemy metode aproksymacji. Bierzemy
jaki§ (maty) przedzial czasu h i badamy z jaka szybkoscia Srednig porusza sie samochod
miedzy chwilg tg, a chwila tg + h. Jak latwo sie domysli¢, ta szybkosé $rednia wyraza sie
przez iloraz roznicowy (dzielimy przebyty dystans przez czas potrzebny na jego pokonanie):

S(to + h) — S(to) . S(to + h) — S(to)
to+h—tg N h
Metoda aproksymacji polega na tym, ze musimy zaczaé¢ zmniejszaé nasz przedzial czasu h
i oblicza¢ powyzszy iloraz réznicowy dla tych coraz mniejszych h. Idealnie, jesli weZmiemy
granice tych ilorazéw przy h dazacym do zera, to otrzymamy szukana szybko$¢ w chwili ¢g.
Oznaczajac ta szybkosé jako v(tg) dostajemy wiec, ze
s(to + h) — s(to) I s(to + h) — s(to)

t = 1. e —————— —_—,
U( O) hli% to+ h —tg hli% h

3. Pochodna funkcji. Powyzsze motywuje nastepujaca definicje.

Dla funkcji f okreslonej w otoczeniu punktu zo (czyli na jakim$ przedziale otwartym
zawierajacym xg) warto rozwazy¢ pochodna tej funkcji w punkcie g, ktorg zapisujemy
jako f'(zg) i definiujemy przez

F'(w) = lim f(zo + h) — f(zo) — lim flzo+h) - f(fco)_
h—0  xo+h—x9 h—0 h

Dzieki temu mozemy stwierdzi¢, ze w poprzednich rozwazaniach szybkosé¢ chwilowa jest
pochodna drogi, czyli dystansu pokonywanego przez pojazd. Daje nam to nastepujaca
zgrabng formute

’U(to) = Sl(to).

4. Styczna. Interpretacja geometryczna pochodnej jest nastepujaca.
Wyobrazmy sobie wykres funkeji f dla z lezacych w otoczeniu punktu zy. Dla wartosci h
gwarantujacych, ze o+ h tez jest w tym otoczeniu mozemy rozwazy¢ sieczng wykresu funkcji



f przechodzaca przez punkt (xo, f(zo)) i przez punkt (xo + h, f(zo + h)). Jak juz wiemy
wspolezynnik kierunkowy tej siecznej wyraza sie jako iloraz réznicowy funkeji f miedzy xg i
xo + h.

Rozwazajac takie sieczne dla coraz mniejszych wartosci A mozemy stwierdzié, ze gdy h
zmierza do zera, to sieczne daza do pewnej prostej. Ta prosta to styczna do wykresu funkcji
f w punkcie (zg, f(z0)).

Wida¢ wiec, ze wspotczynnik kierunkowy tej stycznej jest granica wspotczynnikow kierun-
kowych siecznych, ktore aproksymuja ta styczna. A ta granica to wlagnie pochodna funkcji
f w punkcie zg.

Dzieki temu uzyskujemy bardzo istotna informacje:

Pochodna funkcji f w punkcie 2y to wspotezynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(z0)).

5. Rozniczkowalnosé. Poniewaz pochodna funkcji w punkcie jest granica. To czasem
moze si¢ zdarzyé, ze ta granica, czyli pochodna w danym punkcie, nie istnieje (albo, ze jest
nieskoriczona).

Na przyklad funkcja f(z) = |z| nie ma pochodnej w punkcie g = 0. Mozna to stwierdzic
po wykresie. Widaé, ze w tym punkcie wykres ma “dziébek” i ze przez to nie da sie w
tym punkcie wyznaczy¢ sensownej stycznej. Druga opcja jest taka, ze mozna uzy¢ definicji
pochodnej i stwierdzi¢, ze wyrazajaca ja granica nie istnieje.

Dlatego moéwimy, ze funkcja jest rdzniczkowalna w punkcie zg, jesli ma ona skoriczong
pochodna w punkcie xg.

A funkcja rozniczkowalna, to taka, ktora jest rézniczkowalna w kazdym punkcie swojej
dziedziny.

Warto tez znaé¢ nastepujacy

Fakt. Jesli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie xg, to jest w tym punkcie ciggta.

6. Pochodna jako funkcja. Teraz musimy zrobi¢ maty wysitek koncepcyjny. Udalo
nam sie zdefiniowa¢ pochodng funkcji w punkcie zy. Ta pochodna jest liczby. Mozemy
jednak uzmiennié¢ nasz ustalony punkt xy usuwajac to przyklejone do niego zero i pomysleé,
ze przeciez mozemy staraé sie oblicza¢ pochodna w dowolnym punkcie z nalezacym do
dziedziny naszej funkcji.

Dzieki temu, dla danej funkcji f jej pochodna f’ staje sie funkcja zadang jako

Dla przyktadu mozemy sobie wyobrazi¢, ze rozwazany przez nas wcze$niej samochoéd w
dowolnej chwili t ma szybkos¢ chwilowa v(t). Tak wiec ta szybkosé¢ zwiazana jest z droga s(¢)
przebyta do chwili ¢ wtasnie przez pochodna:

s'(t) = v(t).
Ponadto, okazuje sie, ze to nie koniec przydatnosci pochodnej, bo z koleji
V() = alt),
gdzie a(t) oznacza przyspieszenie (samochodu) w chwili .
7. Pochodna z definicji. Policzmy pochodna paru funkeji z definicji ().
Przyklad. Niech f(z) = ¢ (funkcja stala). Z definicji pochodnej mamy, ze

) = fi L&) = fl@) o e—c
e T




Wiec, w skrocie

(c) = 0.
Przyktad. Niech f(z) = z. Z definicji pochodnej mamy, 7e
oy o J@th)—f@) . x+h-—x . h _
T L T

Wiec, w skrocie
(x) = 1.

Przyktlad. Niech f(z) = 22. Z definicji pochodnej mamy, ze

. fle+h)—fx) . (x+h)?—-2> . 2zh+h®>
/ — —_—— — = = =
F@) = lim h Jiny h e — Jim (22 + h) = 2z.

Wiec, w skrocie

(2?) = 2.

[Uwaga: Cze$¢ oséb zaczyna myli¢ pojecia widzac powyzsza formute. Kombinuja oni
btednie, ze skoro pochodna funkcji f(z) = 2 wynosi f/(x) = 2, to w takim razie prosta o
réwnaniu y = 2 jest styczna do wykresu funkcji f(x) = 22 (no bo przeciez “pochodna, to
styczna”).

Nic bardziej mylnego. Nalezy rozumowaé poprawnie w sposéb nastepujacy. Skoro pochodna
funkcji f(x) = 2% wynosi f/(r) = 2, to w takim razie styczna do wykresu funkcji f(z) = 22
w punkcie (xq, f(zo)) ma wspolezynnik kierunkowy zadany jako f/(zo), czyli 2z¢.|

8. Wzory I. Na szczescie nie musimy oblicza¢ pochodnych korzystajac z definicji, tylko
mozemy uzy¢ wzorow.

Ponizej sa podane (w formie skroconej) pochodne podstawowych funkcji

(%) =az®tdlaaeR
() = e

(a®) = a*In(a)
(In(@))' =

(cos(x))” = —sin(x)
(180 = 5
(arct(@))’ = ——



9. Wzory II. Ponizsze wzory pozwalaja na obliczanie funkcji tworzonych z powyzszych
funkcji.
Dla stalej (czyli jakiej$ liczby) ¢ mamy, ze

(c- f(x)) =c- f'(z)

i zapisujemy to skrotowo jako

(cf) =cf'.

Korzystajac nadal z takiego skroconego zapisu mamy wzory dla dwoch funkeji fi g
(f+9)=1+d

(f-9)=1f-4¢

(f9)=f-9+f4d

(f)zzf“g—f-d
g 92
(f@) =199
10. Ostatni wzor. Ostatni powyzszy wzoér
(f(@) = f'(9) o
to tzw. wzér na pochodng ztozenia funkcji. Aby go lepiej wchlonaé warto go rozwingé
dopisujac ukryta wczeéniej zmienng x

() (flg(x)) = f'(9(x)) - ¢ (2).
Przyktadowo, jesli f(z) = \/z, a g(x) = sin(x), to f/(z) = 55= i ¢’(z) = cos(z). Dlatego

2z
( sin(x)) = (f(g(x)))/ = f'(g(x)) - ¢'(x)

- cos(z).

IR
2/g(x) 2+/sin(x)

Ponadto, wzor (xx) pozwala na podanie wzoru na pochodna funkcji odwrotnej.
Jesli funkcja f ma funkcje odwrotng g, to

fg(x)) ==,

wiec po obustronnym przylozeniu pochodnej

(fg(2)))" = (2)',

czyli
f(g(x)-g'(x) =1,
a stad
(&) = =
T )
lub w skrécie
;1
e



