
8. Pochodna funkcji

Szanowni Pa«stwo. Poni»ej znajduj¡ si¦ podstawowe informacje dotycz¡ce pochodnej
funkcji.

1. Iloraz ró»nicowy. Dla funkcji f okre±lonej na przedziale [a, b] jej iloraz ró»nicowy
mi¦dzy a i b to

f(b)− f(a)
b− a

.

Tak wi¦c jest to ró»nica warto±ci funkcji podzielona przez ró»nic¦ argumentów funkcji.
Interpretacja geometryczna tego ilorazu jest nast¦puj¡ca.
Funkcja f ma swój wykres dla x ∈ [a, b]. Zaznaczmy na tym wykresie punkt (a, f(a)) i

punkt (b, f(b)). Przeprowad¹my przez te punkty prost¡. Taka prosta to tzw. sieczna wykresu
funkcji f . To co trzeba zapami¦ta¢ to to, »e wspóªczynnik kierunkowy tej prostej jest równy
ilorazowi ró»nicowemu funkcji f mi¦dzy a i b. Dzi¦ki temu ªatwo jest napisa¢ równanie tej
siecznej znane nam ze szkoªy (równanie prostej przechodz¡cej przez dwa dane punkty):

y =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a).

2. Szybko±¢ chwilowa. Zaªó»my, »e samochód porusza si¦ po prostej drodze i chcemy
obliczy¢ szybko±¢ z jak¡ si¦ porusza w danej chwili t0. Mo»na to zrobi¢ znaj¡c dystans
przebyty przez ten samochód w czasie t. Tak wi¦c niech s(t) oznacza dystans przebyty przez
ten samochód w czasie t.

Aby obliczy¢ szybko±¢ samochodu w chwili t0 stosujemy metod¦ aproksymacji. Bierzemy
jaki± (maªy) przedziaª czasu h i badamy z jak¡ szybko±ci¡ ±redni¡ porusza si¦ samochód
mi¦dzy chwil¡ t0, a chwil¡ t0 + h. Jak ªatwo si¦ domy±li¢, ta szybko±¢ ±rednia wyra»a si¦
przez iloraz ró»nicowy (dzielimy przebyty dystans przez czas potrzebny na jego pokonanie):

s(t0 + h)− s(t0)
t0 + h− t0

=
s(t0 + h)− s(t0)

h
.

Metoda aproksymacji polega na tym, »e musimy zacz¡¢ zmniejsza¢ nasz przedziaª czasu h
i oblicza¢ powy»szy iloraz ró»nicowy dla tych coraz mniejszych h. Idealnie, je±li we¹miemy
granic¦ tych ilorazów przy h d¡»¡cym do zera, to otrzymamy szukan¡ szybko±¢ w chwili t0.
Oznaczaj¡c t¡ szybko±¢ jako v(t0) dostajemy wi¦c, »e

v(t0) = lim
h→0

s(t0 + h)− s(t0)
t0 + h− t0

= lim
h→0

s(t0 + h)− s(t0)
h

.

3. Pochodna funkcji. Powy»sze motywuje nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.
Dla funkcji f okre±lonej w otoczeniu punktu x0 (czyli na jakim± przedziale otwartym

zawieraj¡cym x0) warto rozwa»y¢ pochodn¡ tej funkcji w punkcie x0, któr¡ zapisujemy
jako f ′(x0) i de�niujemy przez

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
x0 + h− x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

.

Dzi¦ki temu mo»emy stwierdzi¢, »e w poprzednich rozwa»aniach szybko±¢ chwilowa jest
pochodn¡ drogi, czyli dystansu pokonywanego przez pojazd. Daje nam to nast¦puj¡c¡
zgrabn¡ formuª¦

v(t0) = s′(t0).

4. Styczna. Interpretacja geometryczna pochodnej jest nast¦puj¡ca.
Wyobra¹my sobie wykres funkcji f dla x le»¡cych w otoczeniu punktu x0. Dla warto±ci h

gwarantuj¡cych, »e x0+h te» jest w tym otoczeniu mo»emy rozwa»y¢ sieczn¡ wykresu funkcji
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f przechodz¡c¡ przez punkt (x0, f(x0)) i przez punkt (x0 + h, f(x0 + h)). Jak ju» wiemy
wspóªczynnik kierunkowy tej siecznej wyra»a si¦ jako iloraz ró»nicowy funkcji f mi¦dzy x0 i
x0 + h.

Rozwa»aj¡c takie sieczne dla coraz mniejszych warto±ci h mo»emy stwierdzi¢, »e gdy h
zmierza do zera, to sieczne d¡»¡ do pewnej prostej. Ta prosta to styczna do wykresu funkcji
f w punkcie (x0, f(x0)).

Wida¢ wi¦c, »e wspóªczynnik kierunkowy tej stycznej jest granic¡ wspóªczynników kierun-
kowych siecznych, które aproksymuj¡ t¡ styczn¡. A ta granica to wªa±nie pochodna funkcji
f w punkcie x0.

Dzi¦ki temu uzyskujemy bardzo istotn¡ informacj¦:

Pochodna funkcji f w punkcie x0 to wspóªczynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0)).

5. Ró»niczkowalno±¢. Poniewa» pochodna funkcji w punkcie jest granic¡. To czasem
mo»e si¦ zdarzy¢, »e ta granica, czyli pochodna w danym punkcie, nie istnieje (albo, »e jest
niesko«czona).

Na przykªad funkcja f(x) = |x| nie ma pochodnej w punkcie x0 = 0. Mo»na to stwierdzi¢
po wykresie. Wida¢, »e w tym punkcie wykres ma �dzióbek� i »e przez to nie da si¦ w
tym punkcie wyznaczy¢ sensownej stycznej. Druga opcja jest taka, »e mo»na u»y¢ de�nicji
pochodnej i stwierdzi¢, »e wyra»aj¡ca j¡ granica nie istnieje.

Dlatego mówimy, »e funkcja jest ró»niczkowalna w punkcie x0, je±li ma ona sko«czon¡
pochodn¡ w punkcie x0.

A funkcja ró»niczkowalna, to taka, która jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie swojej
dziedziny.

Warto te» zna¢ nast¦puj¡cy

Fakt. Je±li funkcja jest ró»niczkowalna w punkcie x0, to jest w tym punkcie ci¡gªa.

6. Pochodna jako funkcja. Teraz musimy zrobi¢ maªy wysiªek koncepcyjny. Udaªo
nam si¦ zde�niowa¢ pochodn¡ funkcji w punkcie x0. Ta pochodna jest liczb¡. Mo»emy
jednak uzmienni¢ nasz ustalony punkt x0 usuwaj¡c to przyklejone do niego zero i pomy±le¢,
»e przecie» mo»emy stara¢ si¦ oblicza¢ pochodn¡ w dowolnym punkcie x nale»¡cym do
dziedziny naszej funkcji.

Dzi¦ki temu, dla danej funkcji f jej pochodna f ′ staje si¦ funkcj¡ zadan¡ jako

(∗) f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Dla przykªadu mo»emy sobie wyobrazi¢, »e rozwa»any przez nas wcze±niej samochód w
dowolnej chwili t ma szybko±¢ chwilow¡ v(t). Tak wi¦c ta szybko±¢ zwi¡zana jest z drog¡ s(t)
przebyt¡ do chwili t wªa±nie przez pochodn¡:

s′(t) = v(t).

Ponadto, okazuje si¦, »e to nie koniec przydatno±ci pochodnej, bo z koleji

v′(t) = a(t),

gdzie a(t) oznacza przyspieszenie (samochodu) w chwili t.

7. Pochodna z de�nicji. Policzmy pochodn¡ paru funkcji z de�nicji (∗).
Przykªad. Niech f(x) = c (funkcja staªa). Z de�nicji pochodnej mamy, »e

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

c− c
h

= 0.
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Wi¦c, w skrócie
(c)′ = 0.

Przykªad. Niech f(x) = x. Z de�nicji pochodnej mamy, »e

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

x+ h− x
h

= lim
h→0

h

h
= 1.

Wi¦c, w skrócie
(x)′ = 1.

Przykªad. Niech f(x) = x2. Z de�nicji pochodnej mamy, »e

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim
h→0

2xh+ h2

h
= lim
h→0

(2x+ h) = 2x.

Wi¦c, w skrócie
(x2)′ = 2x.

[Uwaga: Cz¦±¢ osób zaczyna myli¢ poj¦cia widz¡c powy»sz¡ formuª¦. Kombinuj¡ oni
bª¦dnie, »e skoro pochodna funkcji f(x) = x2 wynosi f ′(x) = 2x, to w takim razie prosta o
równaniu y = 2x jest styczna do wykresu funkcji f(x) = x2 (no bo przecie» �pochodna, to
styczna�).

Nic bardziej mylnego. Nale»y rozumowa¢ poprawnie w sposób nast¦puj¡cy. Skoro pochodna
funkcji f(x) = x2 wynosi f ′(x) = 2x, to w takim razie styczna do wykresu funkcji f(x) = x2

w punkcie (x0, f(x0)) ma wspóªczynnik kierunkowy zadany jako f ′(x0), czyli 2x0.]

8. Wzory I. Na szcz¦±cie nie musimy oblicza¢ pochodnych korzystaj¡c z de�nicji, tylko
mo»emy u»y¢ wzorów.

Poni»ej s¡ podane (w formie skróconej) pochodne podstawowych funkcji

(c)
′
= 0

(x)
′
= 1(√
x
)′

=
1

2
√
x(

1

x

)′
= − 1

x2

(xα)
′
= αxα−1 dla α ∈ R

(ex)
′
= ex

(ax)
′
= axln(a)

(ln(x))
′
=

1

x

(loga(x))
′
=

1

xln(a)

(sin(x))
′
= cos(x)

(cos(x))
′
= − sin(x)

(tg(x))
′
=

1

cos2(x)

(arctg(x))
′
=

1

x2 + 1

3



9. Wzory II. Poni»sze wzory pozwalaj¡ na obliczanie funkcji tworzonych z powy»szych
funkcji.

Dla staªej (czyli jakiej± liczby) c mamy, »e

(c · f(x))′ = c · f ′(x)
i zapisujemy to skrótowo jako

(cf)′ = cf ′.

Korzystajac nadal z takiego skróconego zapisu mamy wzory dla dwóch funkcji f i g

(f + g)′ = f ′ + g′

(f − g)′ = f ′ − g′

(f · g)′ = f ′ · g + f · g′(
f

g

)′
=
f ′ · g − f · g′

g2

(f(g))
′
= f ′(g) · g′

10. Ostatni wzór. Ostatni powy»szy wzór

(f(g))
′
= f ′(g) · g′

to tzw. wzór na pochodn¡ zªo»enia funkcji. Aby go lepiej wchªon¡¢ warto go rozwin¡¢
dopisuj¡c ukryt¡ wcze±niej zmienn¡ x

(∗∗) (f(g(x)))
′
= f ′(g(x)) · g′(x).

Przykªadowo, je±li f(x) =
√
x, a g(x) = sin(x), to f ′(x) = 1

2
√
x
i g′(x) = cos(x). Dlatego(√

sin(x)
)′

= (f(g(x)))
′
= f ′(g(x)) · g′(x) = 1

2
√
g(x)

· g′(x) = 1

2
√
sin(x)

· cos(x).

Ponadto, wzór (∗∗) pozwala na podanie wzoru na pochodn¡ funkcji odwrotnej.
Je±li funkcja f ma funkcj¦ odwrotn¡ g, to

f(g(x)) = x,

wi¦c po obustronnym przyªo»eniu pochodnej

(f(g(x)))
′
= (x)′,

czyli
f ′(g(x)) · g′(x) = 1,

a st¡d

g′(x) =
1

f ′(g(x))
,

lub w skrócie

g′ =
1

f ′(g)
.
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