
9. Twierdzenie Rolle'a i twierdzenie Lagrange'a, reguªa de l'Hospitala

Szanowni Pa«stwo. Poni»ej znajduj¡ si¦ poszerzone informacje dotycz¡ce pochodnej
funkcji.

1. Fakty i twierdzenia. Przypomnijmy, »e funkcja f jest ró»niczkowalna je±li ma
sko«czon¡ pochodn¡ w ka»dym punkcie swojej dziedziny. Powinni±my pami¦ta¢, »e je±li
funkcja jest ró»niczkowalna, to musi by¢ ci¡gªa. Nie nale»y jednak tego myli¢ z nast¦puj¡cym
wa»nym stwierdzeniem

Fakt. Pochodna funkcji ró»niczkowalnej nie musi by¢ ci¡gªa.

Chodzi wi¦c o to, »e aby zró»niczkowa¢ funkcj¦ f musimy wystartowa¢ z funkcji ci¡gªej
f , zobaczy¢ czy wsz¦dzie da si¦ obliczy¢ jej pochodn¡, czyli uzyska¢ f ′ i gdy si¦ to uda, to
nie mamy gwarancji, »e otrzymana pochodna b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.

Mimo, »e f ′ nie musi by¢ ci¡gªa, to jednak okazuje si¦ »e

Fakt. Pochodna funkcji ró»niczkowalnej ma wªasno±¢ Darboux.

Czyli f ′ przyjmuje swoje warto±ci po±rednie. Dzi¦ki temu mo»na uzyska¢ nast¦puj¡ce

Twierdzenie Rolle'a. Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ z dziedzin¡ zawieraj¡c¡ przedziaª

[a, b]. Wówczas, je±li

f(a) = f(b),

to istnieje punkt c ∈ (a, b) taki, »e

f ′(c) = 0.

Z powy»szego twierdzenia mo»na wywnioskowa¢ ogólniejsze, bardzo wa»ne twierdzenie:

Twierdzenie Lagrange'a. Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ z dziedzin¡ zawieraj¡c¡

przedziaª [a, b]. Wówczas, istnieje punkt c ∈ (a, b) taki, »e

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Oznacza to, »e przy powyzszych zaªo»eniach, iloraz ró»nicowy funkcji f mi¦dzy a i b jest
równy pochodnej funkcji f w pewnym punkcie c le»¡cym w przedziale (a, b).

Przykªad. Je±li f : R→ R jest ró»niczkowalna i f(3) = 1 oraz f(5) = 9, to

f(5)− f(3)
5− 3

=
9− 1

5− 3
=

8

2
= 4.

Z twierdzenia Lagrange'a wynika wi¦c, »e istnieje punkt c ∈ (3, 5) taki, »e

f ′(c) = 4.

Jak wida¢ powy»szy przykªad nie jest zbyt ekscytuj¡cy. Popatrzmy jednak na kolejny

Przykªad. Rozwa»my zadanie polegaj¡ce na wykazaniu, »e dla wszystkich x, y ∈ R
zachodzi nierówno±¢

(∗) | sin(x)− sin(y)| ≤ |x− y|.
Aby rozwi¡za¢ to zadanie bierzemy funkcj¦ f(x) = sin(x). Zauwa»amy, »e jest ona ró»niczkowalna
dla x ∈ R i przygotowujemy si¦ do zastosowania twierdzenia Lagrange'a.

Je±li x = y, to nierówno±¢ (∗) jest speªniona. Je±li x 6= y, to z twierdzenia Lagrange'a
wynika, »e dla pewnego c ∈ R (le»¡cego mi¦dzy x i y)

f(y)− f(x)
y − x

= f ′(c).
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Poniewa» f ′(x) = cos(x) oraz (oczywi±cie) f(y)−f(x)
y−x = f(x)−f(y)

x−y , to powy»sze równanie daje
nam, »e

sin(x)− sin(y)

x− y
= cos(c).

Po przyªo»eniu warto±ci bezwzgl¦dnej dostajemy wi¦c

| sin(x)− sin(y)|
|x− y|

= | cos(c)|.

Aby doko«czy¢ zadanie korzystamy z prostego oszacowania | cos(c)| ≤ 1, dzi¦ki któremu
powy»sza równo±¢ daje nam, »e

| sin(x)− sin(y)|
|x− y|

≤ 1,

czyli (po przemno»eniu przez |x− y|)
| sin(x)− sin(y)| ≤ |x− y|.

Ogólnie, nierówno±¢ typu
|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|

jest nazywana warunkiem Lipschitza ze staª¡ L. A powy»szy przykªad pokazuje, »e mo»na
j¡ wykaza¢ znajduj¡c odpowiednie oszacowanie pochodnej: |f ′(c)| ≤ L dla c nale»¡cych do
dziedziny funkcji f .

2. Pochodna i monotoniczno±¢. Twierdzenie Rolle'a mo»na udowodni¢ korzysta-
j¡c z wªasno±ci Darboux oraz tego, »e pochodna koduje monotoniczno±¢ funkcji w sposób
przedstawiony w poni»szych faktach dotycz¡cych funkcji ró»niczkowalnych f na przedziale
(a, b).

Fakt. Je±li f ′(x) > 0 dla x ∈ (a, b), to f jest rosn¡ca dla x ∈ (a, b).

Fakt. f ′(x) ≥ 0 dla x ∈ (a, b) ⇐⇒ f jest niemalej¡ca dla x ∈ (a, b).

Fakt. Je±li f ′(x) < 0 dla x ∈ (a, b), to f jest malej¡ca dla x ∈ (a, b).

Fakt. f ′(x) ≤ 0 dla x ∈ (a, b) ⇐⇒ f jest nierosn¡ca dla x ∈ (a, b).

Tu warto pami¦ta¢ o przykªadzie f(x) = x3. Jest to funkcja rosn¡ca, ale mimo to jej
pochodna zeruje si¦ w punkcie x = 0.

W skrócie dowód tw. Rolle'a wygl¡da nast¦puj¡co. Je±li f ′(x) > 0 dla x ∈ (a, b) to f jest
rosn¡ca, czyli f(b) > f(a) (sprzeczno±¢). Je±li f ′(x) < 0 dla x ∈ (a, b) to f jest malej¡ca,
czyli f(b) < f(a) (sprzeczno±¢). W takim razie albo f jest staªa (i ma zerow¡ pochodn¡),
albo f ′(x1) > 0 i f ′(x2) < 0 dla pewnych x1, x2 ∈ (a, b). Wówczas z wªasno±ci Darboux f ′

wynika, »e f ′(c) = 0 dla pewnego c ∈ (a, b).

3. Reguªa de l'Hospitala. Jest to reguªa, która pozwala na obliczanie granic ilorazów

lim
x→a

f(x)

g(x)
,

gdzie a ∈ R mo»na zast¡pi¢ równie» przez a+, a−, +∞, −∞.
Bardzo wa»ne jest to, »e t¡ reguª¦ stosujemy wtedy, gdy

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

[
0

0

]
,

tzn. gdy limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0. Albo, gdy

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

[
±∞
±∞

]
,
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tzn. gdy obie granice limx→a f(x), limx→a g(x) s¡ niesko«czone.
W tych przypadkach, mo»emy zastosowa¢ reguª¦ de l'Hospitala mówi¡c¡, »e

(H) lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Oznacza to, »e granica ilorazu funkcji jest równa granicy ilorazu pochodnych tych funkcji.
Aby zaznaczy¢, »e stosujemy powy»sz¡ reguª¦ (H) piszemy literk¦H nad znakiem równo±ci:

lim
x→a

f(x)

g(x)

H
= lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Sztandarowy przykªad zastosowania tej reguªy jest nast¦puj¡cy.

Przykªad. Chcemy obliczy¢ granic¦

lim
x→0

sin(x)

x
.

W tym celu najpierw sprawdzamy, »e nasza granica jest odpowiedniego typu i stosujemy
reguª¦ (H), czyli

lim
x→0

sin(x)

x
=

[
0

0

]
H
= lim
x→0

(sin(x))′

x′
= lim
x→0

cos(x)

1
= cos(0) = 1,

a w skrócie

lim
x→0

sin(x)

x
=

[
0

0

]
H
= lim
x→0

cos(x)

1
= 1.

Inny przykªad pokazuje bª¦dne zastosowanie tej reguªy.

Przykªad. Chcemy obliczy¢ granic¦

lim
x→π

sin(x)

x
.

Ale robimy bª¡d i nie sprawdzamy, »e nasza granica jest odpowiedniego typu, tylko �z au-
tomatu� stosujemy reguª¦ (H), czyli

lim
x→π

sin(x)

x

H
= lim
x→π

cos(x)

1
= cos(π) = −1

i mamy ¹le.
Poprawne obliczenie tej granicy, to

lim
x→π

sin(x)

x
=

sin(π)

π
=

0

π
= 0.

Okazuje si¦, »e reguª¦ (H) mo»na stosowa¢ te» przy iloczynach, tyle »e trzeba umiej¦tnie
przerobi¢ je na iloraz.

Przykªad. Chcemy obliczy¢ granic¦

lim
x→0+

xln(x) = [0 · (−∞)].

W tym celu przerabiamy xln(x) na iloraz

xln(x) =
ln(x)

1
x

i obliczamy, »e

lim
x→0+

xln(x) = lim
x→0+

ln(x)
1
x

=

[
−∞
∞

]
H
= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0
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i super :)

Warto jednak wiedzie¢, »e takie przerobienie iloczynu na iloraz trzeba zrobi¢ �umiej¦tnie�.
Aby si¦ o tym przekona¢, popatrzmy na ostatni

Przykªad. Chcemy obliczy¢ granic¦

lim
x→0+

xln(x) = [0 · (−∞)].

W tym celu przerabiamy xln(x) na iloraz

xln(x) =
x
1

ln(x)

i obliczamy, »e

lim
x→0+

xln(x) = lim
x→0+

x
1

ln(x)
=

[
0

0

]
H
= lim
x→0+

1

− 1

xln2
(x)

= lim
x→0+

(−xln2(x)) = ???

i jest gorzej ni» byªo :(

Warto jeszcze wiedzie¢, »e reguª¦ de l'Hospitala mo»na stosowa¢ par¦ razy pod rz¡d.
Ponadto, warto w trakcie oblicze« eliminowa¢ te funkcje, które mo»na zast¡pi¢ ich granic¡,
albo prostsz¡ funkcj¡.

Przykªad. Chcemy obliczy¢ granic¦

lim
x→0

arctg(x) sin3(x2)

x7
.

W tym celu sprawdzamy, »e nasza granica jest odpowiedniego typu i stosujemy reguª¦ (H)
dopiero po przeksztaªceniu tej granicy do odpowiedniej postaci

lim
x→0

arctg(x) sin3(x2)

x7
=

[
0

0

]
= lim
x→0

arctg(x)

x
· sin

3(x2)

x6
=

lim
x→0

arctg(x)

x
· lim
x→0

(
sin(x2)

x2

)3

= 1 · 1 = 1,

bo

lim
x→0

arctg(x)

x
=

[
0

0

]
H
= lim
x→0

1
x2+1

1
= 1

oraz

lim
x→0

sin(x2)

x2
= [x2 = t] = lim

t→0

sin(t)

t
= 1.
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