9. Twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a, regula de I’Hospitala

Szanowni Panstwo. Ponizej znajdujg sie poszerzone informacje dotyczace pochodnej
funkcji.

1. Fakty i twierdzenia. Przypomnijmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna jesli ma
skoniczong pochodna w kazdym punkcie swojej dziedziny. Powinnismy pamieta¢, ze jesli
funkcja jest rozniczkowalna, to musi by¢ cigglta. Nie nalezy jednak tego myli¢ z nastepujacym
waznym stwierdzeniem

Fakt. Pochodna funkcji rézniczkowalnej nie musi byé ciggta.

Chodzi wiec o to, ze aby zrézniczkowaé funkcje f musimy wystartowaé z funkcji ciaglej
f, zobaczyé czy wszedzie da sie obliczy¢ jej pochodng, czyli uzyskaé¢ f' i gdy sie to uda, to
nie mamy gwarancji, ze otrzymana pochodna bedzie funkcja ciggta.

Mimo, ze f’ nie musi by¢ ciggla, to jednak okazuje si¢ ze
Fakt. Pochodna funkcji rézniczkowalnej ma wtasnosé Darbouz.

Czyli f’ przyjmuje swoje wartosci posrednie. Dzigki temu mozna uzyskaé nastepujace

Twierdzenie Rolle’a. Niech f bedzie funkcjqg rézniczkowalng z dziedzing zawierajgcg przedziat
[a,b]. Wowczas, jesli

to istnieje punkt c € (a,b) taki, ze
f'(e)=0.

7 powyzszego twierdzenia mozna wywnioskowaé ogoélniejsze, bardzo wazne twierdzenie:
Twierdzenie Lagrange’a. Niech f bedzie funkcjg rdézniczkowalng z dziedzing zawierajgcg
przedzial [a,b]. Wowczas, istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze

f,(C) _ f(b) B f(a)
b—a

Oznacza to, ze przy powyzszych zalozeniach, iloraz réznicowy funkcji f miedzy a i b jest
rowny pochodnej funkeji f w pewnym punkcie ¢ lezacym w przedziale (a, b).

Przyklad. Jesli f : R — R jest rozniczkowalna i f(3) =1 oraz f(5) =9, to

[6)-F3)_9-1 8 _,
5—-3 5-3 2 '
Z twierdzenia Lagrange’a wynika wiec, ze istnieje punkt ¢ € (3,5) taki, ze

f'e) =4.
Jak wida¢ powyzszy przyktad nie jest zbyt ekscytujacy. Popatrzmy jednak na kolejny

Przyklad. Rozwazmy zadanie polegajace na wykazaniu, ze dla wszystkich z,y € R
zachodzi nier6wno$¢
(%) |sin(z) —sin(y)| < |z —y.
Aby rozwigzac to zadanie bierzemy funkcje f(x) = sin(x). Zauwazamy, 7e jest ona rozniczkowalna
dla x € R i przygotowujemy sie do zastosowania twierdzenia Lagrange’a.
Jesli z = y, to nier6wnosé () jest spelniona. Jesli © # y, to z twierdzenia Lagrange’a
wynika, ze dla pewnego ¢ € R (lezacego miedzy x i y)
fy) — f(=)
== f(c).
y—x



Poniewaz f'(z) = cos(z) oraz (oczywiscie) f(y;:i(m) = f(mzig(y), to powyzsze rownanie daje
nam, ze
sin(x) — sin(y)
r—y
Po przylozeniu wartosci bezwzglednej dostajemy wiec
| sin(x) — sin(y)|
[z -yl
Aby dokoriczy¢ zadanie korzystamy z prostego oszacowania |cos(c)| < 1, dzieki ktéremu
powyzsza réwnos$¢ daje nam, ze

= cos(c).

= | cos(c)|.

| sin(x) — sin(y)|

<1
|z —y

— 9

czyli (po przemnozeniu przez |z — y|)
[sin(z) — sin(y)| < |z — yl.

Ogolnie, nierownosé typu
[f(z) = f(y)| < Llz —y]

jest nazywana warunkiem Lipschitza ze stala L. A powyzszy przyklad pokazuje, Ze mozna
ja wykazac¢ znajdujac odpowiednie oszacowanie pochodnej: |f/(c)| < L dla ¢ nalezacych do
dziedziny funkcji f.

2. Pochodna i monotoniczno$é. Twierdzenie Rolle’a mozna udowodni¢ korzysta-

jac z wtasnosci Darboux oraz tego, ze pochodna koduje monotonicznosé funkcji w sposob
przedstawiony w ponizszych faktach dotyczacych funkcji rézniczkowalnych f na przedziale

(a,b).

Fakt. Jesli f'(x) > 0 dla x € (a,b), to f jest rosngca dla x € (a,b).
Fakt. f'(x) >0 dla x € (a,b) < f jest niemalejgca dla x € (a,b).
Fakt. Jesli f'(x) <0 dla x € (a,b), to f jest malejgca dla x € (a,b).

Fakt. f/(x) <0 dla z € (a,b) <= [ jest nierosngca dla x € (a,b).

Tu warto pamieta¢ o przyktadzie f(x) = 3. Jest to funkcja rosnaca, ale mimo to jej

pochodna zeruje sie w punkcie x = 0.

W skrocie dowod tw. Rolle’a wyglada nastepujaco. Jesli f'(z) > 0 dla x € (a,b) to f jest
rosnaca, czyli f(b) > f(a) (sprzecznosé). Jesli f'(x) < 0 dla = € (a,b) to f jest malejaca,
czyli f(b) < f(a) (sprzecznos¢). W takim razie albo f jest stala (i ma zerowa pochodna),
albo f/(z1) > 01 f'(z2) < 0 dla pewnych z1, 25 € (a,b). Wowczas z wlasnosci Darboux f’
wynika, ze f'(c) = 0 dla pewnego ¢ € (a,b).

3. Regula de I'Hospitala. Jest to regula, ktora pozwala na obliczanie granic ilorazéow

f(z)

lim ——=,
Tr—ra g(l‘)
gdzie a € R mozna zastapi¢ réwniez przez a™, a=, +00, —00.
Bardzo wazne jest to, ze ta regute stosujemy wtedy, gdy
lim 7f(x) = 9 ,
v=a g(x) [0
tzn. gdy lim,_,, f(z) = lim,_,, g(z) = 0. Albo, gdy
lim 7f(x) = £00 ,
z—a g(x) +o0



tzn. gdy obie granice lim,_,, f(x), lim,_,, g(z) sa nieskoniczone.
W tych przypadkach, mozemy zastosowaé regule de I’Hospitala méwiaca, ze

(H) TPACI R C)

T—a m r—a g’(x) '

Oznacza to, ze granica ilorazu funkcji jest rowna granicy ilorazu pochodnych tych funkcji.
Aby zaznaczy¢, 7e stosujemy powyzsza regute (H) piszemy literke H nad znakiem réwnosci:
!
lim 7f(x) 2 lim ! (33)
z—a g(x) z—a g'(x)
Sztandarowy przyktad zastosowania tej reguly jest nastepujacy.

Przyklad. Chcemy obliczy¢ granice

Jig S22)
x—0 €T
W tym celu najpierw sprawdzamy, ze nasza granica jest odpowiedniego typu i stosujemy

regule (H), czyli
mﬁm”[ﬂHr (sin(@)) _ . cos(a)
1

0

= cos(0) =1,

= 1m ———F———— = 111

x—0 x x—0 ,T/ x—0

a w skrocie

0

z—0 x

lmamm:[qgr cos(z)

Inny przykltad pokazuje bledne zastosowanie tej reguty.
Przyklad. Chcemy obliczyé¢ granice
- Sln(l‘).
T—T €T
Ale robimy blad i nie sprawdzamy, ze nasza granica jest odpowiedniego typu, tylko “z au-
tomatu” stosujemy regute (H), czyli
cos(z)

lim 4 im = cos(m) = —1
T—T T T—T 1

sin(x)

i mamy Zle.
Poprawne obliczenie tej granicy, to
sin(x sin(m 0
fi S0) _ sinm) 0,
T—T x 7T s
Okazuje sie, ze regulte (H) mozna stosowaé tez przy iloczynach, tyle ze trzeba umiejetnie
przerobi¢ je na iloraz.

Przyklad. Chcemy obliczy¢ granice
lim zln(z) =[0- (—o0)].

z—0t

W tym celu przerabiamy xln(z) na iloraz

1
zln(z) = n(lcv)
i obliczamy, ze
) . In(z) —ocol| m . 1 )
lim zln(z) = lim —— = |—| = lim —%- = lim (—z) =0
z—0t z—0t > o0 z—0t — = z—0t



i super :)
Warto jednak wiedzieé, ze takie przerobienie iloczynu na iloraz trzeba zrobi¢ “umiejetnie”.
Aby sie o tym przekonaé, popatrzmy na ostatni
Przyklad. Chcemy obliczyé¢ granice
lim zln(z) = [0- (—o0)].

z—0t

W tym celu przerabiamy xln(z) na iloraz

zln(z) = :f
In()
i obliczamy, ze
1
lim zln(z) = lim # = {0] 2 lim — = lim (—zln?(z)) =777
z—0t z—0t —— 0 z—0t — o} z—0t
In(z) zIn’ ()

i jest gorzej niz byto :(

Warto jeszcze wiedzie¢, ze regule de I’Hospitala mozna stosowaé¢ pare razy pod rzad.
Ponadto, warto w trakcie obliczenn eliminowaé te funkcje, ktére mozna zastapié¢ ich granica,
albo prostsza funkcja.

Przyklad. Chcemy obliczy¢ granice

¢ )
iy A€ g(x)sin®(z )
x—0 .1?7
W tym celu sprawdzamy, ze nasza granica jest odpowiedniego typu i stosujemy regule (H)

dopiero po przeksztalceniu tej granicy do odpowiedniej postaci
arct in3 (22 0 arct in3 (22
g & g(x) sin®(z*) _ {] i & g(x) sin®(z)

Ii
0 £—0 T 6

z—0 %7

. 2 3
lim 28 (Sm(x )> —1-1=1,
z—0

x—0 x ,1,'2
bo )
hmarctg(x):{()]gimmzl
z—0 x 0 z—0 1
oraz )
i t
lim sm(;v ) = [2? =] = lim sin(t) =1
z—0 X t—0 t



