
K1. Schemat mno»enia i permutacje

1. Wst¦p. Kombinatoryka jest dziedzin¡ matematyki skoncentrowan¡ na okre±laniu
liczby elementów danego zbioru (o sko«czonej liczbie elementów). W przypadku prostych
zbiorów kombinatoryka dostarcza prostych schematów podaj¡cych liczb¦ elementów danego
zbioru. W przypadku zbiorów de�niowanych w skomplikowany sposób schematy kombinato-
ryczne mog¡ sªu»y¢ jedynie jako pomoc do okre±lenia liczby elementów tych zbiorów.

2. Mno»enie. Podstawowy schemat kombinatoryczny jest wyja±niony na nast¦puj¡cym
przykªadzie

Przykªad 1. Rozwa»my nast¦pujacy problem:
Ile ró»nych kreacji ubioru mo»na stworzy¢ maj¡c do dyspozycji trzy ró»ne koszule i dwie

ró»ne marynarki?
Z reguªy zagadnienia kombinatoryczne, które pojawiaj¡ si¦ w szkole opieraj¡ si¦ na pewnej

sytuacji (np. rzuty kostk¡, lub monet¡, wybieranie kul o ró»nych kolorach, wybieranie kart z
talii kart itp.), która modeluje pewne matematyczne zagadnienie. Dlatego pierwszym krokiem
przy rozwi¡zywaniu takich zagadnie« jest zrozumienie, jakie zagadnienie matematyczne jest
modelowane przez dan¡ sytuacj¦.

W tym wypadku mamy trzy ró»ne koszule i dwie ró»ne marynarki. Z tej kolekcji ubra«
mamy wybra¢ jedn¡ koszul¦ i jedn¡ marynark¦. Pytanie jest takie, na ile ró»nych sposobów
mo»emy to zrobi¢.

Podstawowy schemat kombinatoryczny stwierdza, »e tych sposobów b¦dzie 3 · 2 = 6.
Wynika to z tego, »e koszul¦ mo»emy wybra¢ na 3 sposoby i do ka»dego z tych wyborów

musimy jeszcze dobra¢ marynark¦, co mo»emy uczyni¢ na 2 sposoby. Co daje nam 3 · 2 = 6
sposobów.

Mo»emy te» wypisa¢ wszystkie mo»liwo±ci i je policzy¢. W tym celu oznaczamy koszule
przez k1, k2, k3, a marynarki przezm1,m2. Wybór koszuli k1 i marynarkim1 oznaczamy jako
(k1,m1). Oznaczaj¡c analogicznie pozostaªe mo»liwe wybory mo»emy je wszystkie wypisa¢
nast¦puj¡co:

(k1,m1) (k2,m1) (k3,m1)

(k1,m2) (k2,m2) (k3,m2)

i wida¢, »e jest ich 6.
Dzi¦ki temu wida¢ te», jakie matematyczne zagadnienie modeluje dana w tym zadaniu

sytuacja. Mamy zbiór koszul K = {k1, k2, k3} i zbiór marynarek M = {m1,m2}. Tworzymy
tzw. iloczyn kartezja«ski, czyli zbiór par

K ×M = {(k,m) : k ∈ K,m ∈M}
i staramy si¦ znale¹¢ liczb¦ elementów tego zbioru par.

W nast¦pnym przykªadzie, zobaczymy inny podstawowy aspekt zagadnie« kombinato-
rycznych.

Przykªad 2. Rozwa»my nast¦pujacy problem:
Pan X. wybiera si¦ w delegacj¦. Do swej walizki chce spakowa¢ jedn¡ koszul¦ i jedn¡

par¦ spodni. Na ile sposobów mo»e dokona¢ swego wyboru maj¡c do dyspozycji trzy ró»ne
koszule i dwie ró»ne pary spodni?

Jak wida¢, przedstawiona w powy»szym zadaniu sytuacja modeluje dokªadnie to samo
zagadnienie matematyczne, co sytuacja przedstawiona w Przykªadzie 1. Sytuacja jest inna,
ale zagadnienie si¦ nie zmienia. Stosujemy wi¦c ten sam schemat i uzyskujemy 3 · 2 = 6
mo»liwo±ci.
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Kolejny przykªad pokazuje trudno±ci, które mog¡ si¦ pojawi¢ przy ocenie jakie zagadnienie
matematyczne jest modelowane przez dan¡ sytuacj¦.

Przykªad 3. Rozwa»my nast¦pujacy problem:
Pan X. wybiera si¦ w delegacj¦. Do swej walizki chce spakowa¢ dwie koszule. Na ile

sposobów mo»e dokona¢ swego wyboru maj¡c do dyspozycji trzy ró»ne koszule?
Mimo, i» ta sytuacja wydaje si¦ analogiczna do sytuacji z poprzedniego przykªadu, to

jednak jest ona inna. Zastosowanie poprzedniego schematu mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co:
Pan X najpierw wybiera pierwsz¡ koszul¦ i mo»e to zrobi¢ na 3 sposoby, a nast¦pnie z

pozostaªych dwóch koszul wybiera drug¡ koszul¦ i mo»e to zrobi¢ na 2 sposoby. Po przem-
no»eniu dostajemy wi¦c ponownie 3 · 2 = 6 sposobów.

Niestety powy»sze rozwi¡zanie nie jest poprawne i mo»na to stwierdzi¢ nast¦puj¡co:

a) Gdyby Pan X. miaª tylko dwie koszule, to miaªby tylko jeden wybór, a nie 2 · 1 = 2
wybory.

b) Maj¡c trzy koszule Pan X. mo»e po prostu zdecydowa¢, która koszula zostaje w domu.
S¡ wi¦c 3 mo»liwo±ci ustalenia, która koszula nie zostanie zabrana.

c) 6 sposobów wyliczonych w niepoprawnym rozwi¡zaniu zawiera sposoby, które nie s¡
ró»ne. To oznacza, »e s¡ tam sposoby, które s¡ takie same, a my zliczamy je wielokrotnie.
Np. wybór koszuli k1, a potem k2 daje taki sam rezultat jak wybór koszuli k2, a potem k1.
Wida¢ wi¦c, »e w takim rozwi¡zaniu ka»dy wybór jest liczony podwójnie i dlatego uzyskan¡
liczb¦ sposobów musimy podzieli¢ przez 2. To daje 6/2 = 3 ró»ne sposoby.

d) Mo»emy wypisa¢ wszystkie mo»liwo±ci. Tym razem jednak wybór koszuli k1 i koszuli
k2 lepiej jest oznaczy¢ jako {k1, k2}. Dzi¦ki temu zbiór wszystkich mo»liwo±ci skªada si¦ z

{k1, k2} {k1, k3} {k2, k3}
i wida¢, »e jest ich 3.

Dzi¦ki temu wida¢ te», jakie matematyczne zagadnienie modeluje dana w tym zadaniu
sytuacja. Mamy zbiór koszul K = {k1, k2, k3}, ten zbiór ma swoje podzbiory. Interesuj¡ nas
tylko podzbiory dwu-elementowe (przedstawione powy»ej) i chcemy stwierdzi¢ ile ich jest.

Rozwa»my kolejny
Przykªad 4. Oblicz ile jest liczb dwucyfrowych, których cyfry s¡ wzi¦te ze zbioru

{1, 2, 3}.
W takim zadaniu warto doprecyzowa¢ (i najlepiej umie±ci¢ to w tre±ci zadania), »e cyfry

brane z tego zbioru nie mog¡ si¦ powtarza¢.
Po tym doprecyzowaniu mo»na uzna¢, »e powy»sza sytuacja modeluje to samo zagadnienie

matematyczne, co sytuacja w Przykªadzie 3. Mamy wzi¡¢ dwie ró»ne cyfry ze zbioru o trzech
elementach i stworzy¢ z nich liczb¦.

Niestety, ta analogia nie jest dobra, bo przy tworzeniu liczby z tych dwóch cyfr wa»na
b¦dzie ich kolejno±¢.

Dlatego, to zadanie mo»emy poprawnie rozwi¡za¢ w sposób nast¦puj¡cy:
Mamy trzy mo»liwo±ci wybrania pierwszej cyfry i dwie mo»liwo±ci wybrania drugiej cyfry

z pozostaªych dwóch cyfr. Razem daje to 3 · 2 = 6 mo»liwo±ci.
Warto jeszcze stwierdzi¢, czy w zwi¡zku z tym matematyczne zagadnienie modelowane

przez t¡ sytuacj¦ jest takie samo jak zagadnienie w Przykªadzie 1.
W tym celu wypisujemy wszystkie mo»liwo±ci:

12 13

21 23

31 32
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i wida¢, »e matematyczne zagadnienie modelowane w Przykªadzie 4 jest zupeªnie inne ni»
w Przykªadzie 1. Mimo, i» u»ywamy tego samego podstawowego schematu mno»enia przed-
stawionego w Przykªadzie 1, aby obliczy¢ liczb¦ mo»liwo±ci w Przykªadzie 4.

Zagadnienie matematyczne modelowane w Przykªadzie 4 mo»na zrozumie¢ przez odpowied-
ni¡ mody�kacj¦ zagadnienia modelowanego w kolejnym przykªadzie.

Przykªad 5. Oblicz ile jest liczb dwucyfrowych, których cyfry s¡ elementami zbioru
{1, 2, 3} (cyfry mog¡ si¦ powtarza¢).

Stosuj¡c podstawowy schemat mno»enia widzimy, »e pierwsz¡ cyfr¦ mo»na wybra¢ na 3
sposoby, a drug¡ cyfr¦ te» mo»na wybra¢ na 3 sposoby. To daje 3 · 3 = 32 = 9 mo»liwo±ci.

Wypisanie tych mo»liwo±ci pozwoli nam zobaczy¢ modelowane zagadnienie matematy-
czne:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Mo»na wi¦c stwierdzi¢, »e znowu mamy do czynienia z iloczynem kartezja«skim. Dla
zbioru C = {1, 2, 3} tworzymy zbiór par

C × C = {(a, b) : a, b ∈ C}
i staramy si¦ znale¹¢ liczb¦ elementów tego zbioru par. Jest wi¦c to zagadnienie analogiczne
do zagadnienia z Przykªadu 1.

Natomiast poprzednie zagadnienie z Przykªadu 4 powstaje przez usuni¦cie tych par, które
�le»¡ na przek¡tnej�, tzn. tych liczb, w których cyfry si¦ powtarzaj¡.

3. Permutacje. Zbiór o róznych elementach mo»emy uporz¡dkowa¢, czyli ustawi¢ w
ci¡g, na wiele sposobów. Na przykªad zbiór {1, 2, 3} mo»emy uporz¡dkowa¢ nast¦puj¡co

1, 2, 3 1, 3, 2

2, 1, 3 2, 3, 1

3, 1, 2 3, 2, 1

Takie uporz¡dkowania nazywamy permutacjami tego zbioru. Stosuj¡c schemat mno»enia
mo»emy znale¹¢ liczb¦ tych wszystkich permutacji.

Na pierwszym miejscu ustawiamy wybrany element zbioru. Takich wyborów mamy 3.
Na drugim miejscu ustawiamy wybrany element z pozostaªych elementów zbioru. Takich
wyborów mamy 2. A na trzecim miejscu ustawiamy ostatni pozostaªy element zbioru na 1
sposób. To daje 3 · 2 · 1 = 6 sposobów.

Ogólnie, przy zbiorze, który ma n elementów post¦pujemy analogicznie. Na pierwszym
miejscu ustawiamy wybrany element zbioru. Takich wyborów mamy n. Na drugim miejscu
ustawiamy wybrany element z pozostaªych elementów zbioru. Takich wyborów mamy n− 1
itd. W ko«cu na ostatnim n-tym miejscu ustawiamy ostatni pozostaªy element zbioru na 1
sposób. To daje n · (n− 1) · . . . · 1 wszyskich mo»liwo±ci.

To motywuje wprowadzenie symbolu n! (czytaj: n silnia) danego jako

n! = n · (n− 1) · . . . · 1,
albo

n! = 1 · 2 · . . . · n.

Przykªadowo
5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.
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Oczywi±cie 1! = 1. Nale»y jednak wiedzie¢ o bardzo wa»nej konwencji, dzi¦ki której dziaªaj¡

ró»ne wzory kombinatoryczne, a mianowicie

0! = 1.

Powy»sze rozwa»ania daj¡ nam nast¦puj¡cy

Fakt. Zbiór n-elementowy mo»na uporz¡dkowa¢ (ustawi¢ w ci¡g) na n! sposobów.

Przykªad 6. Cztery osoby mog¡ ustawi¢ si¦ w kolejce na 4! = 1 · 2 · 3 · 4 = 24 sposoby.

Przykªad 7. Ze zbioru sze±cio-elementowego wybieramy pi¦¢ elementów i ustawiamy je
w ci¡g. Na ile sposobów mo»na to zrobi¢?

Wybór pi¦ciu elementów z dost¦pnych sze±ciu mo»na zrealizowa¢ przez wskazanie tego
elementu, który nie zostanie wybrany. To mo»emy uczyni¢ na 6 sposobów. Wybrane 5
elementów porz¡dkujemy na 5! sposobów. To daje 6·5! = 6·120 = 720 wszystkich mo»liwo±ci.

4. Trudne zbiory. Jak wspomnieli±my wcze±niej, w niektórych przypadkach sama
de�nicja zbioru mo»e dostarcza¢ dodatkowych trudno±ci.

Przykªad 8. Rozwa»my nast¦puj¡ce zadanie.
Podaj liczb¦ dzielników liczby N = 123 · 144 · 155.
Aby rozwi¡za¢ to zadanie musimy dokona¢ rozkªadu liczby N na czynniki pierwsze. Ro-

bimy to w sposób nast¦puj¡cy.

12 = 3 · 4 = 22 · 3, 14 = 2 · 7, 15 = 3 · 5.
Dzi¦ki temu

N = 123 · 144 · 155 = (22 · 3)3 · (2 · 7)4 · (3 · 5)5 = 26 · 33 · 24 · 74 · 35 · 55 = 210 · 38 · 55 · 74.
Czyli

(∗) N = 210 · 38 · 55 · 74.
W nast¦pnym kroku analizujemy poj¦cie dzielnika. Dana liczba b¦dzie dzieli¢ N je±li

b¦dzie iloczynem, w którym mog¡ wyst¦powa¢ jedynie czynniki pierwsze wyst¦puj¡ce w
powy»szym rozkªadzie N i to w pot¦dze nie wy»szej ni» ta, która wyst¦puje w tym rozkªadzie.
Ponadto, nie ma obowi¡zku, aby wszystkie czynniki pierwsze wyst¦puj¡ce w rozkªadzie (∗)
musiaªy wyst¡pi¢ w iloczynie reprezentuj¡cym dzielnik liczby N .

W takim razie wida¢, »e dowolny dzielnik D liczby N jest postaci

D = 2a · 3b · 5c · 7d,
gdzie amo»e przyjmowa¢ wszystkie caªkowite warto±ci od 0 do 10 (dla a = 0mamy, »e 20 = 1,
co oznacza, »e tak naprawd¦ nie bierzemy »adnych pot¦g dwójki do iloczynu de�niuj¡cego
dzielnik D). Wida¢ wi¦c, »e mamy 10+1 = 11 mo»liwo±ci do ustalenia odpowiedniej warto±ci
liczby a.

Podobnie:
b mo»e przyjmowa¢ wszystkie caªkowite warto±ci od 0 do 8,
c mo»e przyjmowa¢ wszystkie caªkowite warto±ci od 0 do 5,
d mo»e przyjmowa¢ wszystkie caªkowite warto±ci od 0 do 4.
Co daje 9 mo»liwo±ci dla ustalenia b, 6 mo»liwo±ci dla ustalenia c i 5 mo»liwo±ci dla

ustalenia d.
Po tej analizie wkracza znany nam podstawowy schemat mno»enia uzyskanych mo»liwo±ci.

Dzi¦ki niemu wida¢, »e liczba dzielników liczby N wynosi 11 · 9 · 6 · 5 = 2970.

Innym przykªadem pokazuj¡cym mo»liwo±¢ komplikacji de�nicji zbioru jest
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Przykªad 9. Ile jest liczb dwucyfrowych o tej wªasno±ci, »e suma ich cyfr jest liczb¡
pierwsz¡?

W celu rozwi¡zania tego zadania przypomnijmy, »e 1 nie jest liczb¡ pierwsz¡, a pocz¡tkowe
liczby pierwsze, to

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

Dalszych liczb pierwszych nie musimy wypisywa¢, bo suma cyfr liczby dwucyfrowej jest
mniejsza od 20. W istocie, ta suma jest nawet mniejsza od 19, bo mo»e co najwy»ej wynie±¢
18 dla liczby 99.

Dzi¦ki temu mo»emy ograniczy¢ interesuj¡cy nas zbiór liczb pierwszych do

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17.

Po oznaczeniu sumy cyfr liczby dwucyfrowej przez s, mo»emy rozpatrzy¢ wszystkie przypadki:

s = 2 - mo»liwe liczby to 11, 20.

s = 3 - 12, 21, 30.

s = 5 - 14, 23, 32, 41, 50.

s = 7 - 16, 25, 34, 43, 52, 61, 70 .

s = 11 - 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

s = 13 - 49, 58, 67, 76, 85, 94.

s = 17 - 89, 98.

To daje razem 33 wszystkich mo»liwo±ci.

5. Zadania.

Z.K1.1 Pan X. chce kupi¢ w barze kasz¦ i surówk¦ na wynos. Bar oferuje dwa rodzje
kaszy i trzy rodzaje surówek. Dzi¦ki temu Pan X. mo»e skomponowa¢ swój posiªek na wynos
na nast¦puj¡c¡ liczb¦ sposobów:

A. 2+3.

B. 2 · 3.
C. 23.
D. 32.

Wybierz poprawn¡ liczb¦ sposobów spo±ród powy»szych mo»liwo±ci i j¡ uzasadnij.

Z.K1.2 Sala teatralna jest o±wietlana przez sze±¢ lamp umieszczonych w ró»nych miejs-
cach sali. Ka»da z tych lamp mo»e ±wieci¢ na czerwono, na zielono i na niebiesko, albo wcale
(to oznacza, »e mo»e ±wieci¢ na ró»ne powy»ej wymienione kolory w tym samym czasie).
Oblicz liczb¦ mo»liwo±ci na o±wietlenie tej sali przy pomocy tych lamp.

Z.K1.3 W zawodach matematycznych bierze udziaª trzech uczniów. Wyniki tych za-
wodów podaj¡, które miejsce (pierwsze, drugie, trzecie) uzyskuje dany uczestnik na podstawie
punktów zdobytych za rozwi¡zanie zada« w trakcie zawodów. Uczestnicy, którzy zdob¦d¡ tyle
samo punktów, s¡ klasy�kowani na tym samym miejscu. Podaj liczb¦ mo»liwych wyników
tych zawodów.

Z.K1.4 Oblicz liczb¦ dzielników liczby

N = 502 · 513 · 524.

Z.K1.5 S¡siednie liczby pierwsze to takie ró»ne liczby pierwsze, mi¦dzy którymi nie ma
innej liczby pierwszej. Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych o tej wªasno±ci, »e ka»de dwie
s¡siednie cyfry tej liczby s¡ s¡siednimi liczbami pierwszymi.
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