K1. Schemat mnozenia i permutacje

1. Wstep. Kombinatoryka jest dziedzing matematyki skoncentrowana na okreslaniu
liczby elementéw danego zbioru (o skonczonej liczbie elementéw). W przypadku prostych
zbioréw kombinatoryka dostarcza prostych schematéw podajacych liczbe elementéw danego
zbioru. W przypadku zbioréw definiowanych w skomplikowany sposéb schematy kombinato-
ryczne moga stuzy¢ jedynie jako pomoc do okreslenia liczby elementéw tych zbioréw.

2. Mnozenie. Podstawowy schemat kombinatoryczny jest wyjasniony na nastepujacym
przyktadzie

Przyklad 1. Rozwazmy nastepujacy problem:

Ile réznych kreacji ubioru mozna stworzy¢ majac do dyspozycji trzy rézne koszule i dwie
rézne marynarki?

Z reguly zagadnienia kombinatoryczne, ktére pojawiaja sie w szkole opieraja sie na pewnej
sytuacji (np. rzuty kostka, lub moneta, wybieranie kul o réznych kolorach, wybieranie kart z
talii kart itp.), ktéra modeluje pewne matematyczne zagadnienie. Dlatego pierwszym krokiem
przy rozwiazywaniu takich zagadnieri jest zrozumienie, jakie zagadnienie matematyczne jest
modelowane przez dang sytuacje.

W tym wypadku mamy trzy rézne koszule i dwie rézne marynarki. Z tej kolekcji ubran
mamy wybraé¢ jedna koszule i jedna marynarke. Pytanie jest takie, na ile r6znych sposobow
mozemy to zrobié.

Podstawowy schemat kombinatoryczny stwierdza, ze tych sposobéw bedzie 3 -2 = 6.

Wynika to z tego, ze koszule mozemy wybraé¢ na 3 sposoby i do kazdego z tych wyboréw
musimy jeszcze dobra¢ marynarke, co mozemy uczyni¢ na 2 sposoby. Co daje nam 3-2 =06
sposobow.

Mozemy tez wypisaé¢ wszystkie mozliwosci i je policzy¢. W tym celu oznaczamy koszule
przez k1, k2, k3, amarynarki przez m1l, m2. Wybér koszuli k1 i marynarki m1 oznaczamy jako
(k1,m1). Oznaczajac analogicznie pozostale mozliwe wybory mozemy je wszystkie wypisac¢
nastepujaco:

(k1,m1) (k2,ml) (k3,m1l)
(k1,m2) (k2,m2) (k3,m2)
i widaé, ze jest ich 6.
Drzieki temu widaé tez, jakie matematyczne zagadnienie modeluje dana w tym zadaniu

sytuacja. Mamy zbior koszul K = {k1, k2, k3} i zbiér marynarek M = {m1l, m2}. Tworzymy
tzw. iloczyn kartezjariski, czyli zbidr par

KxM={(km): ke K,Kme M}
i staramy sie znalez¢ liczbe elementéw tego zbioru par.

W nastepnym przykltadzie, zobaczymy inny podstawowy aspekt zagadnien kombinato-
rycznych.

Przyklad 2. Rozwazmy nastepujacy problem:

Pan X. wybiera sie w delegacje. Do swej walizki chce spakowac¢ jedna koszule i jedna
pare spodni. Na ile sposobéw moze dokonaé swego wyboru majac do dyspozycji trzy rézne
koszule i dwie rézne pary spodni?

Jak widaé, przedstawiona w powyzszym zadaniu sytuacja modeluje doktadnie to samo
zagadnienie matematyczne, co sytuacja przedstawiona w Przykladzie 1. Sytuacja jest inna,
ale zagadnienie sie nie zmienia. Stosujemy wiec ten sam schemat i uzyskujemy 3 -2 = 6
mozliwo$ci.



Kolejny przyklad pokazuje trudnosci, ktére moga sie pojawié¢ przy ocenie jakie zagadnienie
matematyczne jest modelowane przez dana sytuacje.

Przyklad 3. Rozwazmy nastepujacy problem:

Pan X. wybiera sie w delegacje. Do swej walizki chce spakowaé¢ dwie koszule. Na ile
sposobow moze dokonaé swego wyboru majac do dyspozycji trzy rézne koszule?

Mimo, iz ta sytuacja wydaje sie analogiczna do sytuacji z poprzedniego przyktadu, to
jednak jest ona inna. Zastosowanie poprzedniego schematu moze wyglada¢ nastepujaco:

Pan X najpierw wybiera pierwsza koszule i moze to zrobi¢ na 3 sposoby, a nastepnie z
pozostalych dwoch koszul wybiera druga koszule i moze to zrobi¢ na 2 sposoby. Po przem-
nozeniu dostajemy wiec ponownie 3 -2 = 6 sposobow.

Niestety powyzsze rozwigzanie nie jest poprawne i mozna to stwierdzi¢ nastepujaco:

a) Gdyby Pan X. mial tylko dwie koszule, to mialby tylko jeden wybor, a nie 2-1 = 2
wybory.

b) Majac trzy koszule Pan X. moze po prostu zdecydowadé, ktora koszula zostaje w domu.
Sa wiec 3 mozliwosci ustalenia, ktéra koszula nie zostanie zabrana.

c) 6 sposobéw wyliczonych w niepoprawnym rozwiazaniu zawiera sposoby, ktore nie sa
rézne. To oznacza, ze sa tam sposoby, ktore sg takie same, a my zliczamy je wielokrotnie.
Np. wybér koszuli k1, a potem k2 daje taki sam rezultat jak wyboér koszuli k2, a potem k1.
Wida¢ wiec, ze w takim rozwigzaniu kazdy wybér jest liczony podwdjnie i dlatego uzyskana
liczbe sposobow musimy podzielié¢ przez 2. To daje 6/2 = 3 rézne sposoby.

d) Mozemy wypisa¢ wszystkie mozliwosci. Tym razem jednak wybor koszuli k1 i koszuli
k2 lepiej jest oznaczy¢ jako {kl, k2}. Dzieki temu zbiér wszystkich mozliwosci sktada sie z

{k1,k2} {k1,k3} {k2,k3}
i wida¢, ze jest ich 3.
Dzieki temu widaé tez, jakie matematyczne zagadnienie modeluje dana w tym zadaniu

sytuacja. Mamy zbior koszul K = {k1, k2, k3}, ten zbiér ma swoje podzbiory. Interesuja nas
tylko podzbiory dwu-elementowe (przedstawione powyzej) i chcemy stwierdzié ile ich jest.

Rozwazmy kolejny

Przyklad 4. Oblicz ile jest liczb dwucyfrowych, ktérych cyfry sa wziete ze zbioru
{1,2,3}.

W takim zadaniu warto doprecyzowaé (i najlepiej umiesci¢ to w tresci zadania), ze cyfry
brane z tego zbioru nie moga sie powtarzac.

Po tym doprecyzowaniu mozna uznaé, ze powyzsza sytuacja modeluje to samo zagadnienie
matematyczne, co sytuacja w Przykladzie 3. Mamy wziaé¢ dwie rozne cyfry ze zbioru o trzech
elementach i stworzy¢ z nich liczbe.

Niestety, ta analogia nie jest dobra, bo przy tworzeniu liczby z tych dwoch cyfr wazna
bedzie ich kolejnosé.

Dlatego, to zadanie mozemy poprawnie rozwiaza¢ w sposob nastepujacy:

Mamy trzy mozliwosci wybrania pierwszej cyfry i dwie mozliwosci wybrania drugiej cyfry
z pozostatych dwoch cyfr. Razem daje to 3 -2 = 6 mozliwosci.

Warto jeszcze stwierdzi¢, czy w zwigzku z tym matematyczne zagadnienie modelowane
przez ta sytuacje jest takie samo jak zagadnienie w Przyktadzie 1.

W tym celu wypisujemy wszystkie mozliwosci:

12 13
21 23

31 32



i widaé, ze matematyczne zagadnienie modelowane w Przykladzie 4 jest zupelnie inne niz
w Przykladzie 1. Mimo, iz uzywamy tego samego podstawowego schematu mnozenia przed-
stawionego w Przykladzie 1, aby obliczy¢ liczbe mozliwosci w Przyktadzie 4.

Zagadnienie matematyczne modelowane w Przyktadzie 4 mozna zrozumie¢ przez odpowied-
nig modyfikacje zagadnienia modelowanego w kolejnym przykladzie.

Przyklad 5. Oblicz ile jest liczb dwucyfrowych, ktérych cyfry sa elementami zbioru
{1,2,3} (cyfry moga sie powtarzac).

Stosujac podstawowy schemat mnozenia widzimy, ze pierwszg cyfre mozna wybraé na 3
sposoby, a druga cyfre tez mozna wybraé¢ na 3 sposoby. To daje 3 -3 = 32 = 9 mozliwosci.

Wypisanie tych mozliwosci pozwoli nam zobaczy¢é modelowane zagadnienie matematy-
czne:

11 12 13
21 22 23
31 32 33

Mozna wiec stwierdzi¢, ze znowu mamy do czynienia z iloczynem kartezjanskim. Dla
zbioru C' = {1, 2,3} tworzymy zbiér par
CxC={(a,b):a,beC}
i staramy sie znalez¢ liczbe elementéw tego zbioru par. Jest wiec to zagadnienie analogiczne
do zagadnienia z Przyktadu 1.

Natomiast poprzednie zagadnienie z Przyktadu 4 powstaje przez usuniecie tych par, ktére
“leza na przekatnej”, tzn. tych liczb, w ktérych cyfry sie powtarzaja.

3. Permutacje. Zbior o roznych elementach mozemy uporzadkowaé, czyli ustawié¢ w
ciag, na wiele sposobow. Na przyktad zbior {1,2,3} mozemy uporzadkowaé nastepujaco

1,2,3 1,3,2
2,1,3 2,3,1
3,1,2 3,21

Takie uporzadkowania nazywamy permutacjami tego zbioru. Stosujac schemat mnozenia
mozemy znalezé liczbe tych wszystkich permutacii.

Na pierwszym miejscu ustawiamy wybrany element zbioru. Takich wyboréw mamy 3.
Na drugim miejscu ustawiamy wybrany element z pozostatych elementéw zbioru. Takich
wyboréw mamy 2. A na trzecim miejscu ustawiamy ostatni pozostaly element zbioru na 1
spos6b. To daje 3-2-1 = 6 sposobow.

Ogolnie, przy zbiorze, ktory ma n elementow postepujemy analogicznie. Na pierwszym
miejscu ustawiamy wybrany element zbioru. Takich wyboréw mamy n. Na drugim miejscu
ustawiamy wybrany element z pozostalych elementéw zbioru. Takich wyboréw mamy n — 1
itd. W koricu na ostatnim n-tym miejscu ustawiamy ostatni pozostaty element zbioru na 1

sposob. To daje n- (n—1)-...-1 wszyskich mozliwosci.
To motywuje wprowadzenie symbolu n! (czytaj: n silnia) danego jako
nl=n-(n—-1)-...-1,
albo
nl=1-2-...-n.
Przyktadowo

5/=1-2-3-4-5=120.



Oczywiscie 1! = 1. Nalezy jednak wiedzie¢ o bardzo waznej konwencji, dzieki ktorej dziataja,
rézne wzory kombinatoryczne, a mianowicie

0l =1.

Powyzsze rozwazania daja nam nastepujacy

Fakt. Zbior n-elementowy mozna uporzqdkowaé (ustawié w cigg) na n! sposobow.

Przyklad 6. Cztery osoby moga ustawi¢ sie w kolejce na 4! =1-2-3 -4 = 24 sposoby.

Przyklad 7. Ze zbioru szeicio-elementowego wybieramy pie¢ elementéw i ustawiamy je
w ciagg. Na ile sposobéw mozna to zrobié?

Wybér pieciu elementéw z dostepnych sze$ciu mozna zrealizowaé przez wskazanie tego
elementu, ktory nie zostanie wybrany. To mozemy uczyni¢ na 6 sposobéw. Wybrane 5
elementéw porzadkujemy na 5! sposobéw. To daje 6-5! = 6-120 = 720 wszystkich mozliwosci.

4. Trudne zbiory. Jak wspomnieliémy wcze$niej, w niektoérych przypadkach sama
definicja zbioru moze dostarcza¢ dodatkowych trudnosci.

Przyklad 8. Rozwazmy nastepujace zadanie.

Podaj liczbe dzielnikow liczby N = 123 - 14* - 15°.

Aby rozwiaza¢ to zadanie musimy dokonaé¢ rozkladu liczby N na czynniki pierwsze. Ro-
bimy to w sposéb nastepujacy.

12=3-4=2%.3, 14=2.7, 15=3-5.
Dzieki temu
N=12%14*.15° = (22-3)* . (2-7)*- (3-5)> =20.3% .24 . 7%.3% .55 = 210. 38 . 5% . 7%,
Czyli
(x) N =2'.3%.5%.7%

W nastepnym kroku analizujemy pojecie dzielnika. Dana liczba bedzie dzielic N jesli
bedzie iloczynem, w ktérym moga wystepowaé jedynie czynniki pierwsze wystepujace w
powyzszym rozktadzie N i to w potedze nie wyzszej niz ta, ktéra wystepuje w tym rozktadzie.
Ponadto, nie ma obowiazku, aby wszystkie czynniki pierwsze wystepujace w rozktadzie (x)
musialy wystapi¢ w iloczynie reprezentujacym dzielnik liczby N.

W takim razie wida¢, ze dowolny dzielnik D liczby N jest postaci

D=2%.3".5¢.7¢

gdzie a moze przyjmowaé wszystkie catkowite wartoéci od 0 do 10 (dla @ = 0 mamy, ze 2° = 1,
co oznacza, ze tak naprawde nie bierzemy zadnych poteg dwdjki do iloczynu definiujacego
dzielnik D). Wida¢ wiec, ze mamy 1041 = 11 mozliwosci do ustalenia odpowiedniej wartosci
liczby a.

Podobnie:

b moze przyjmowaé wszystkie catkowite wartosci od 0 do 8,

¢ moze przyjmowaé wszystkie catkowite wartoséci od 0 do 5,

d moze przyjmowaé wszystkie catkowite wartosci od 0 do 4.

Co daje 9 mozliwosci dla ustalenia b, 6 mozliwosci dla ustalenia ¢ i 5 mozliwosci dla
ustalenia d.

Po tej analizie wkracza znany nam podstawowy schemat mnozenia uzyskanych mozliwosci.
Dzieki niemu widaé, ze liczba dzielnikéw liczby NV wynosi 11-9 -6 -5 = 2970.

Innym przykladem pokazujacym mozliwosé komplikacji definicji zbioru jest



Przyklad 9. Ile jest liczb dwucyfrowych o tej wlasnosci, ze suma ich cyfr jest liczba
pierwsza?
W celu rozwiazania tego zadania przypomnijmy, ze 1 nie jest liczba pierwsza, a poczatkowe
liczby pierwsze, to
2, 3, 5 7, 11, 13, 17, 19.

Dalszych liczb pierwszych nie musimy wypisywaé¢, bo suma cyfr liczby dwucyfrowej jest
mniejsza od 20. W istocie, ta suma jest nawet mniejsza od 19, bo moze co najwyzej wynies§¢
18 dla liczby 99.

Drzieki temu mozemy ograniczy¢ interesujacy nas zbiér liczb pierwszych do

2, 3, 5 7, 11, 13, 17.
Po oznaczeniu sumy cyfr liczby dwucyfrowej przez s, mozemy rozpatrzy¢ wszystkie przypadki:
s = 2 - mozliwe liczby to 11, 20.
s=3-12, 21, 30.
s=>5-14, 23, 32, 41, 50.
s =17-16, 25, 34, 43, 52, 61, 70 .
s =11 - 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.
s =13 - 49, 58, 67, 76, 85, 94.
s =17 - 89, 98.

To daje razem 33 wszystkich mozliwosci.

5. Zadania.

Z.K1.1 Pan X. chce kupi¢ w barze kasze i surowke na wynos. Bar oferuje dwa rodzje
kaszy i trzy rodzaje suréwek. Dzieki temu Pan X. moze skomponowaé swoj posilek na wynos
na nastepujaca liczbe sposobow:

A 2+3.

B.2-3.

C. 23,
D. 32.

Wybierz poprawna liczbe sposobéw spoéréd powyzszych mozliwoscei i ja uzasadnij.

Z.K1.2 Sala teatralna jest oswietlana przez sze$¢ lamp umieszczonych w réznych miejs-
cach sali. Kazda z tych lamp moze §wieci¢ na czerwono, na zielono i na niebiesko, albo wcale
(to oznacza, ze moze $wieci¢ na rézne powyzej wymienione kolory w tym samym czasie).
Oblicz liczbe mozliwosci na o$wietlenie tej sali przy pomocy tych lamp.

Z.K1.3 W zawodach matematycznych bierze udzial trzech uczniéw. Wyniki tych za-
wodow podaja, ktore miejsce (pierwsze, drugie, trzecie) uzyskuje dany uczestnik na podstawie
punktéw zdobytych za rozwigzanie zadan w trakcie zawodéw. Uczestnicy, ktorzy zdobeda tyle
samo punktow, sg klasyfikowani na tym samym miejscu. Podaj liczbe mozliwych wynikow
tych zawodow.

Z.K1.4 Oblicz liczbe dzielnikéw liczby
N =50%-51% . 52%.
Z.K1.5 Sasiednie liczby pierwsze to takie rézne liczby pierwsze, miedzy ktorymi nie ma

innej liczby pierwszej. Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych o tej wlasnosci, ze kazde dwie
sasiednie cyfry tej liczby sg sasiednimi liczbami pierwszymi.



