
K2. Kombinacje i wariacje

6. Wariacje z powtórzeniami. Przekazany w poprzednim temacie schemat mno»enia
pozwoliª nam na przemycenie poj¦cia wariacji. W Przykªadzie 5 obliczyli±my ile jest liczb
dwucyfrowych o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3} przy zaªo»eniu, »e cyfry mog¡ si¦ powtarza¢.
Przypomnijmy, »e skoro mamy dwie pozycje i na ka»dej mo»emy ustawi¢ trzy cyfry, to
uzyskujemy 3 · 3 = 32 takich liczb.

Podobnie uzyskamy 74 liczb czterocyfrowych o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} przy
zaªo»eniu, »e cyfry mog¡ si¦ powtarza¢. Jak wida¢ jest to bardzo prosty schemat i musimy
jedynie pilnowa¢, aby nie pomyli¢ co podnosimy do jakiej pot¦gi. Dlatego, np. w tym
przypadku warto wyobrazi¢ sobie 4 pozycje, stwierdzi¢, »e na ka»dej mamy 7 mo»liwo±ci i
dzi¦ki temu dostajemy

7 · 7 · 7 · 7 = 74

wszystkich mo»liwo±ci.
Taka sytuacja jest wªa±nie przykªadem wariacji z powtórzeniami. Ogólnie: je±li mamy

zbiór n-elementowy, wybieramy z niego k elementów tak, »e mog¡ si¦ one powtarza¢ i u-
stawiamy je w ci¡g (czyli liczy si¦ te» ich kolejno±¢), to jest to k-elementowa wariacja z
powtórzeniami zbioru n-elementowego.

Jak wida¢ jest to du»o m¡drych sªów na opisanie bardzo prostego schematu, w którym
zawsze b¦dziemy mieli

n · n · . . . · n = nk

wszystkich mo»liwo±ci (i tylko musimy pilnowa¢ co podnosimy do jakiej pot¦gi).

7. Wariacje bez powtórze«. W poprzednim temacie mieli±my te» do czynienia z
drugim typem wariacji. W Przykªadzie 4 obliczyli±my ile jest liczb dwucyfrowych o cyfrach
ze zbioru {1, 2, 3} przy zaªo»eniu, »e cyfry nie mog¡ si¦ powtarza¢. Przypomnijmy, »e skoro
mamy dwie pozycje i na pierwszej mo»emy ustawi¢ trzy cyfry, a na drugiej ju» tylko dwie
cyfry, to dostajemy 3 · 2 = 6 wszystkich mo»liwo±ci.

Podobnie uzyskamy 7 · 6 · 5 · 4 liczb czterocyfrowych o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
przy zaªo»eniu, »e cyfry nie mog¡ si¦ powtarza¢. Jak wida¢ jest to równie» prosty schemat
i byª tªumaczony w poprzednim temacie tak»e przy wprowadzaniu poj¦cia permutacji i ich
liczby.

Powy»sza sytuacja jest przykªadem wariacji bez powtórze«. Ogólnie (w m¡drych sªowach):
je±li mamy zbiór n-elementowy, wybieramy z niego k elementów tak, »e nie mog¡ si¦ one pow-
tarza¢ i ustawiamy je w ci¡g (czyli ponownie liczy si¦ ich kolejno±¢), to jest to k-elementowa
wariacja bez powtórze« zbioru n-elementowego.

W tym schemacie zawsze b¦dziemy mieli

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

wszystkich mo»liwo±ci.
W celu wprowadzenia dalszych poj¦¢ warto zauwa»y¢, »e dzi¦ki poznanej ju» �silni�

mo»emy powy»sz¡ liczb¦ wszystkich mo»liwo±ci wyrazi¢ jako

(∗) n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.

Warto te» zauwa»y¢, »e wprowadzone w poprzednim temacie permutacje, to n-elementowe
wariacje bez powtórze« zbioru n-elementowego :)

8. Kombinacje. W poprzednim punkcie dotycz¡cym wariacji wybierali±my cztery cyfry
ze zbioru siedmiu cyfr i ustawiali±my je w ci¡g. Kombinacje dotycz¡ analogicznej sytuacji,
w której wybrane elementy nie s¡ ustawiane w ci¡g, czyli nie liczy si¦ ich kolejno±¢.
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Aby oderwa¢ si¦ troch¦ od ±wiata cyfr rozwa»my nast¦pujacy

Przykªad 10. Z klasy dwunasto-osobowej nale»y wybra¢ trzech uczniów na szkoln¡
delegacj¦. Na ile sposobów mo»na to zrobi¢?

Gdyby liczyªa si¦ kolejno±¢ tych wybieranych osób, to korzystaj¡c z prostego schematu
mno»enia (który akurat w tym przypadku zostaª m¡drze nazwany wariacjami bez powtórze«)
mieliby±my

12 · 11 · 10

wszystkich mo»liwo±ci.
Aby pozby¢ si¦ kolejno±ci tych wybranych osób najpierw obliczamy (korzystajac z permu-

tacji), »e wszystkich kolejno±ci w jakie mo»emy ustawi¢ trzy wybrane osoby jest 3! = 3 ·2 ·1 =
6. Dlatego w pocz¡tkowym wyniku 12 · 11 · 10, po odrzuceniu kolejno±ci, ka»da z mo»liwo±ci
jest liczona sze±ciokrotnie.

Wniosek wi¦c jest taki, »e aby rozwi¡za¢ to zadanie musimy podzieli¢ 12 ·11 ·10 przez 6.
To nam daje

12 · 11 · 10
6

= 2 · 11 · 10 = 220

wszystkich mo»liwych skªadów delegacji.
Warto jeszcze doda¢, »e tak jak w (∗), mo»emy wyrazi¢ pocz¡tkowy wynik jako

12 · 11 · 10 =
12!

9!
.

Dzi¦ki temu wynik ko«cowy mo»na zapisa¢ tak:

12 · 11 · 10
6

=
12 · 11 · 10

3!
=

12!

3! · 9!
=

12!

3! · (12− 3)!

Powy»szy przykªad motywuje wprowadzenie nast¦puj¡cego symbolu(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

de�niowanego dla k ≤ n i czytanego jako �n po k�.
Ogólnie, kombinacje polegaj¡ na wyborze k (ró»nych) elementów ze zbioru n-elementowego

i mamy nast¦puj¡cy

Fakt. Liczba mo»liwo±ci na ile mo»emy wybra¢ k elementów ze zbioru n-elementowego (czyli
kombinacji) wynosi

(
n
k

)
.

Trzeba tu doprecyzowa¢, »e poj¦cie zbioru zakªada, »e nie zawiera on takich samych
elementów. Np. nie ma zbioru, w którym s¡ dwie liczby 1. Formalnie {1, 1} = {1}. To
stwarza pewn¡ trudno±¢, z któr¡ b¦dziemy sobie radzi¢ potem. W poprzednim temacie
wyra¹nie byªo wskazywane, »e dany zbiór ma ró»ne elementy. Od teraz jednak powinni±my
wiedzie¢, »e samo poj¦cie zbioru gwarantuje z de�nicji, »e jego elementy s¡ ró»ne.

Druga uwaga dotyczy tego, »e powy»sze kombinacje powinny si¦ nazywa¢ �kombinacja-
mi bez powtórze«�, aby podkre±li¢, »e elementy s¡ wybierane w taki sposób, »e nie mog¡
si¦ powtarza¢. Tego typu nazewnictwo nie byªo dawniej stosowane i poj¦cie kombinacji z
de�nicji zakªadaªo, »e wszystkie wybierane elementy s¡ ró»ne (i oczywi±cie, »e nie liczy si¦
ich kolejno±¢). Obecnie ten problem w nazewnictwie jest prostowany (patrz Wikipedia hasªo
�kombinacja bez powtórze«�).

Dzi¦ki poprzednim rozwa»aniom ªatwo mo»emy stwierdzi¢ prawdziwo±¢ powy»szego Faktu.
Najpierw wybieramy k elementów bior¡c pod uwag¦ ich kolejno±¢. To mo»emy zrobi¢ zgodnie
z (∗) na n!

(n−k)! sposobów. A potem dzielimy ten wynik przez k!, aby przesta¢ uwzgl¦dnia¢

kolejno±¢ tych k wybranych elementów. To daje n!
k!(n−k)! =

(
n
k

)
wszystkich mo»liwo±ci.
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9. Ró»ne wzory. Podstawowe wzory, które warto zna¢ i mo»na ªatwo przeliczy¢
samodzielnie, to (

n

0

)
= 1

(
n

1

)
= n

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
Przykªad 11. Warto wiedzie¢, »e tego typu wzory mo»na dowodzi¢ analitycznie b¡d¹

kombinatorycznie.
Np. przedostatni powy»szy wzór mo»na wykaza¢ analitycznie nast¦puj¡co(

n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)! (n− (n− k))!
=

(
n

n− k

)
.

Mo»na go te» wykaza¢ kombinatorycznie: Wybór k elementów ze zbioru n-elementowego
mo»na zrealizowa¢ przez wskazanie tych n − k pozostaªych elementów, które nie zostan¡
wybrane. Dlatego

(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
.

Przypomnijmy równie» tudniejszy do wykazania wzór z analizy

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

i rozwa»my kolejny

Przykªad 12. Oblicz
n∑

k=0

(
n

k

)
.

Rozwi¡zanie analityczne korzysta z przypomnianego wzoru z analizy:
n∑

k=0

(
n

k

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)
1k · 1n−k = (1 + 1)n = 2n.

Rozwi¡zanie kombinatoryczne wymaga troch¦ gimnastyki. Najpierw musimy stworzy¢
odpowiedni model, który b¦dzie pasowa¢ do tej sytuacji.

Taki model mo»e wygl¡da¢ nast¦puj¡co:
Rozwa»my zagadnienie polegaj¡ce na zbadaniu, ile jest n-elementowych ci¡gów zero-

jedynkowych. Tzn. mamy utworzy¢ ci¡g (czyli liczy si¦ kolejno±¢) o n elementach skªadaj¡cy
si¦ z zer i jedynek.

Mo»emy ªatwo stwierdzi¢, »e tych wszystkich ci¡gów jest 2n (n pozycji, a na ka»dej dwie
mo»liwo±ci: zero lub jeden).

Sposób trudniejszy wyszczególnia n+1 przypadków. Bierzemy k = 0, 1, . . . , n i dla takiego
k badamy ile jest ci¡gów, gdzie wystepuje k zer (i n− k jedynek). W takiej sytuacji mo»emy
wybra¢ te pozycje, gdzie umie±cimy zera, a pozostaªe miejsca wypeªni¢ jedynkami. To znaczy,
»e musimy z n pozycji wybra¢ k pozycji dla zer i mo»emy to zrobi¢ na

(
n
k

)
sposobów. Liczba

wszystkich mo»liwo±ci b¦dzie za± sum¡ poszczególnych wyników uzyskanych dla wszystkich
ró»nych warto±ci k. Wida¢ wi¦c, »e tych ciagów b¦dzie

∑n
k=0

(
n
k

)
.
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Podsumowuj¡c, trudniejszy sposób daª nam powy»szy wynik, który musi si¦ zgadza¢ z
wynikiem uzyskanym ªatwiejszym sposobem i dlatego

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

10. Permutacje z powtórzeniami. Widz¡c jakie znaczenie ma to, czy w danym
ukªadzie elementy mog¡ b¡d¹ nie mog¡ si¦ powtarza¢, musimy wróci¢ do permutacji.

Permutacje (podobnie jak kombinacje) powinny by¢ nazywane �permutacjami bez powtórze«�,
to jednak nie wydaje si¦ by¢ dobrym pomysªem.1

Aby zrozumie¢ na czym polegaj¡ permutacje z powtórzeniami rozwa»my nastepuj¡cy

Przykªad 13. Oblicz, ile liczb siedmiocyfrowych mo»na uªo»y¢ maj¡c do dyspozycji
siedem cyfr:

2, 2, 3, 3, 3, 3, 5.

Tu trzeba wyja±ni¢, »e ta dyspozycyjno±¢ siedmiu cyfr niestety nie mo»e by¢ zakodowana
w prosty sposób jako �zbiór� {2, 2, 3, 3, 3, 3, 5}. Jak ju» wspomnieli±my wcze±niej, z de�nicji,
w zbiorze wszystkie elementy s¡ ró»ne i formalnie {2, 2, 3, 3, 3, 3, 5} = {2, 3, 5}.

Zadanie jednak ma perfekcyjny sens i przykªadowe ró»ne liczby, które mo»emy uªo»y¢
maj¡c do dyspozycji dan¡ kolekcj¦ cyfr to

2233335, 2323533, 5223333, 3325233.

Aby rozwi¡za¢ to zadanie mo»na post¡pi¢ nast¦puj¡co.
Najpierw wszystkie cyfry w danej kolekcji 2,2,3,3,3,3,5 traktujemy jako ró»ne. Tych

siedem �ró»nych� cyfr mo»na uªo»y¢ na 7! sposobów (zwykªe permutacje).
Nast¦pnie, aby uj¡¢ to, »e jednak nie rozró»niamy mi¦dzy dwoma cyframi danymi jako

2, musimy powy»szy wynik podzieli¢ przez liczb¦ mo»liwych ustawie« tych cyfr w kolejno±ci,
czyli przez 2! (tak jak robili±my to przy kombinacjach, aby pozby¢ si¦ kolejno±ci wybieranych
elementów).

Podobnie, aby uj¡¢ to, »e nie rozró»niamy mi¦dzy czterema cyframi danymi jako 3 (czyli
nie liczy si¦ ich kolejno±¢ na wybranych ju» i ustalonych dla nich czterech pozycjach w
tworzonej liczbie), musimy poprzedni wynik podzieli¢ przez liczb¦ mo»liwych ustawie« tych
cyfr w kolejno±ci, czyli przez 4!.

Na ko«cu (dla spokoju) mo»emy poprzedni wynik podzieli¢ przez 1!, aby uwzgl¦dni¢ to,
»e mamy jeszcze do dyspozycji jedn¡ cyfr¦ dan¡ jako 5.

Powy»sze daje nam wynik ko«cowy

7!

2! · 4! · 1!
=

7 · 6 · 5
2

= 105.

Ogólnie, permutacje z powtórzeniami mo»na okre±li¢ nast¦puj¡co. Mamy zbiór k-elementowy
{a1, a2, . . . , ak}. Z tego zbioru tworzymy kolekcj¦ skªadaj¡c¡ si¦ z:

n1 kopii elementu a1,
n2 kopii elementu a2,
itd. a» do
nk kopii elementu ak.

Permutacja z powtórzeniami polega na ustawieniu elementów tej kolekcji w ci¡g, który ma
n1 + n2 + . . .+ nk = n (uporz¡dkowanych) elementów.

1Najlepszym pomysªem byªoby wprowadzenie poj¦cia �wariacji� zast¦puj¡cego poj¦cie �wariacji bez
powtórze«�. Wówczas mieliby±my: wariacje, kombinacje i permutacje (z de�nicji - bez powtórze«) oraz
wariacje z powtórzeniami, kombinacje z powtórzeniami i permutacje z powtórzeniami (z de�nicji i z nazwy -
z powtórzeniami :)
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Liczba wszystkich takich ró»nych ustawie« wynosi za±

n!

n1! · n2! · . . . · nk!
.

11. Kombinacje z powtórzeniami. Poprzednio przedstawione schematy kombinato-
ryczne opieraªy si¦ na u»yciu prostego schematu mno»enia do zliczania dost¦pnych mo»liwo±ci
oraz na u»yciu schematu dzielenia do eliminacji mo»liwo±ci zliczanych wielokrotnie.

Ostatni schemat kombinatoryczny jest niestety trudniejszy. Aby go zrozumie¢ rozwa»my
nast¦puj¡cy

Przykªad 14. W poprzednim Przykªadzie 13 mieli±my do czynienia z kolekcj¡ siedmiu
cyfr 2,2,3,3,3,3,5 pochodz¡c¡ ze zbioru trzech cyfr {2, 3, 5}.

W tym przykªadzie b¦dziemy si¦ zastanawia¢ nad tym: Ile jest mo»liwo±ci stworzenia
kolekcji siedmiu cyfr ze zbioru trzech cyfr {2, 3, 5} ?

Mo»liwe do stworzenia kolekcje nie bior¡ pod uwag¦ kolejno±ci elementów i mog¡ wygl¡da¢
tak:

2, 2, 3, 3, 3, 3, 5; 5, 5, 5, 5, 5, 5, 5; 2, 2, 2, 3, 3, 5, 5; 3, 3, 3, 5, 5, 5, 5.

Wida¢ wi¦c, »e w tym zagadnieniu mamy wybra¢ siedem elementów ze zbioru trójelemen-
towego w taki sposób, »e elementy mog¡ si¦ powtarza¢ (ale nie liczy si¦ ich kolejno±¢).

Niestety, wyja±nienie liczby wszystkich dost¦pnych mo»liwo±ci w tym schemacie jest dosy¢
trudne :(

Dlatego, nale»y zapami¦ta¢ rozwi¡zanie tego problemu podane poni»ej (bo trudno je
odtworzy¢ samodzielnie).

W tym przykªadzie mamy n-elementowy zbiór cyfr, gdzie n = 3. Wybieramy z niego k
elementów, gdzie k = 7 i elementy mog¡ si¦ powtarza¢ (ale nie liczy si¦ ich kolejno±¢).

Tego typu wybory to wªa±nie kombinacje z powtórzeniami i liczba dost¦pnych mo»liwo±ci
w tej sytuacji wynosi

(∗∗)
(
n+ k − 1

k

)
.

[To ten nieªatwy do uzasadnienia wzór podaj¡cy liczb¦ mo»liwo±ci przy kombinacjach z
powtórzeniami. �adne uzasadnienie tego wzoru mo»na znale¹¢ w Wikipedii pod hasªem
�kombinacja z powtórzeniami�.]

To oznacza, »e w tym przykªadzie (n = 3, k = 7) mamy(
n+ k − 1

k

)
=

(
3 + 7− 1

7

)
=

(
9

7

)
=

9!

7! · 2!
=

9 · 8
2

= 36

wszystkich mo»liwo±ci.
Jak wida¢, wzór (∗∗) zadziaªaª tu bªyskawicznie. Akurat w tym zadaniu mo»na zobaczy¢,

jak wygl¡da alternatywne rozwi¡zanie bez u»ycia wzoru (∗∗):
Dla ka»degom = 0, 1, . . . , 7 rozwa»amy sytuacj¦, w której mamym dwójek. W tej sytuacji

musimy jeszcze dobra¢ 7 −m pozostaªych cyfr. Mo»emy wi¦c dobra¢ 0 lub 1 lub 2,..., lub
7 − m trójek. To daje 8 − m ró»nych mo»liwo±ci na dobranie trójek. Po dobraniu trójek,
pozostaªe potrzebne nam cyfry dobieramy z pi¡tek na jedyny mo»liwy sposób. Wida¢ wi¦c,
»e przy m dwójkach mamy 8−m ró»nych mo»liwo±ci na dobranie pozostaªych cyfr.

W sumie daje to

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 =
1 + 8

2
· 8 = 9 · 4 = 36

wszystkich mo»liwo±ci.

12. Zadania. Zadania do tego tematu s¡ dostarczone w osobnym pliku.
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