K2. Kombinacje i wariacje

6. Wariacje z powtorzeniami. Przekazany w poprzednim temacie schemat mnozenia
pozwolil nam na przemycenie pojecia wariacji. W Przykladzie 5 obliczyliémy ile jest liczb
dwucyfrowych o cyfrach ze zbioru {1,2,3} przy zalozeniu, ze cyfry moga sie powtarzac.
Przypomnijmy, ze skoro mamy dwie pozycje i na kazdej mozemy ustawié¢ trzy cyfry, to
uzyskujemy 3 - 3 = 32 takich liczb.

Podobnie uzyskamy 7% liczb czterocyfrowych o cyfrach ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7} przy
zalozeniu, ze cyfry moga sie powtarza¢. Jak widac¢ jest to bardzo prosty schemat i musimy
jedynie pilnowaé, aby nie pomyli¢ co podnosimy do jakiej potegi. Dlatego, np. w tym
przypadku warto wyobrazi¢ sobie 4 pozycje, stwierdzi¢, ze na kazdej mamy 7 mozliwosci i
dzieki temu dostajemy

77-7-7=17"
wszystkich mozliwosci.

Taka sytuacja jest wlasnie przykladem wariacji z powtdrzeniami. Ogoélnie: je§li mamy
zbiér n-elementowy, wybieramy z niego k elementéw tak, ze moga sie one powtarzaé i u-
stawiamy je w ciag (czyli liczy sie tez ich kolejnosé), to jest to k-elementowa wariacja z
powtorzeniami zbioru n-elementowego.

Jak widaé jest to duzo madrych stéw na opisanie bardzo prostego schematu, w ktérym
zawsze bedziemy mieli

wszystkich mozliwosci (i tylko musimy pilnowaé co podnosimy do jakiej potegi).

7. Wariacje bez powtérzenn. W poprzednim temacie mieliSmy tez do czynienia z
drugim typem wariacji. W Przykltadzie 4 obliczylismy ile jest liczb dwucyfrowych o cyfrach
ze zbioru {1,2,3} przy zalozeniu, ze cyfry nie moga sie powtarzac¢. Przypomnijmy, ze skoro
mamy dwie pozycje i na pierwszej mozemy ustawié¢ trzy cyfry, a na drugiej juz tylko dwie
cyfry, to dostajemy 3 -2 = 6 wszystkich mozliwosci.

Podobnie uzyskamy 7-6 -5 - 4 liczb czterocyfrowych o cyfrach ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7}
przy zalozeniu, ze cyfry nie moga sie powtarza¢. Jak widaé jest to réwniez prosty schemat
i byl ttumaczony w poprzednim temacie takze przy wprowadzaniu pojecia permutacji i ich
liczby.

Powyzsza sytuacja jest przyktadem wariacji bez powtdrzeri. Ogolnie (w madrych stowach):
jesli mamy zbiér n-elementowy, wybieramy z niego k elementéw tak, ze nie mogg sie one pow-
tarza¢ i ustawiamy je w ciag (czyli ponownie liczy sie ich kolejnosé), to jest to k-elementowa
wariacja bez powtorzen zbioru n-elementowego.

W tym schemacie zawsze bedziemy mieli

n-n=1)-...-(n—k+1)
wszystkich mozliwosci.

W celu wprowadzenia dalszych poje¢ warto zauwazy¢, ze dzieki poznanej juz “silni”
mozemy powyzsza liczbe wszystkich mozliwosci wyrazi¢ jako

n!
* n-n—1)-...-(n—k+1)= —.
() (n=1)- )=
Warto tez zauwazy¢, ze wprowadzone w poprzednim temacie permutacje, to n-elementowe
wariacje bez powtorzen zbioru n-elementowego :)

8. Kombinacje. W poprzednim punkcie dotyczacym wariacji wybieraliSmy cztery cyfry
ze zbioru siedmiu cyfr i ustawialiémy je w cigg. Kombinacje dotycza analogicznej sytuacji,
w ktorej wybrane elementy nie sa ustawiane w ciag, czyli nie liczy sie ich kolejnosé.



Aby oderwa¢ sie troche od $wiata cyfr rozwazmy nastepujacy

Przyklad 10. Z klasy dwunasto-osobowej nalezy wybra¢ trzech uczniéw na szkolng
delegacje. Na ile sposobow mozna to zrobic¢?

Gdyby liczyta sie kolejnosé tych wybieranych osob, to korzystajac z prostego schematu
mnozenia (ktory akurat w tym przypadku zostal madrze nazwany wariacjami bez powtorzen)
mieliby$my

12-11-10

wszystkich mozliwosci.

Aby pozby¢ sie kolejnosci tych wybranych oséb najpierw obliczamy (korzystajac z permu-
tacji), ze wszystkich kolejnosci w jakie mozemy ustawi¢ trzy wybrane osoby jest 3! =3-2-1 =
6. Dlatego w poczatkowym wyniku 12 - 11 - 10, po odrzuceniu kolejnoéci, kazda z mozliwosci
jest liczona szeSciokrotnie.

Whiosek wiec jest taki, ze aby rozwigza¢ to zadanie musimy podzieli¢ 12-11-10 przez 6.

To nam daje

12-11-10
6
wszystkich mozliwych sktadéw delegacji.

Warto jeszcze dodad, ze tak jak w (x), mozemy wyrazi¢ poczatkowy wynik jako

=2-11-10 =220

12-11-10= 12!
9"
Dzieki temu wynik koicowy mozna zapisaé tak:
12-11-10 12-11-10 12! 12!
6 N 3! ~3l.9! 31.(12 - 3)!

Powyzszy przyktad motywuje wprowadzenie nastepujacego symbolu

(1) = m

definiowanego dla k < n i czytanego jako “n po k”.
Ogolnie, kombinacje polegaja na wyborze k (réznych) elementéw ze zbioru n-elementowego
i mamy nastepujacy

Fakt. Liczba mozliwosci na ile mozemy wybraé k elementdw ze zbioru n-elementowego (czyli
kombinacji) wynosi (}}).

Trzeba tu doprecyzowaé, ze pojecie zbioru zaklada, ze nie zawiera on takich samych
elementow. Np. nie ma zbioru, w ktorym sa dwie liczby 1. Formalnie {1,1} = {1}. To
stwarza pewng trudno$é, z ktoéra bedziemy sobie radzi¢ potem. W poprzednim temacie
wyraznie byto wskazywane, ze dany zbiér ma rézne elementy. Od teraz jednak powinni$my
wiedzie¢, ze samo pojecie zbioru gwarantuje z definicji, ze jego elementy sa rézne.

Druga uwaga dotyczy tego, ze powyzsze kombinacje powinny sie nazywaé “kombinacja-
mi bez powtorzen”, aby podkreslié, ze elementy sa wybierane w taki sposéb, ze nie moga
sie powtarza¢. Tego typu nazewnictwo nie bylo dawniej stosowane i pojecie kombinacji z
definicji zakladalo, ze wszystkie wybierane elementy sa rozne (i oczywiscie, ze nie liczy sie
ich kolejnosé). Obecnie ten problem w nazewnictwie jest prostowany (patrz Wikipedia hasto
“kombinacja bez powtorzen”).

Dzieki poprzednim rozwazaniom tatwo mozemy stwierdzi¢ prawdziwosé powyzszego Faktu.
Najpierw Wy'bieramy k elementow biorac pod uwage ich kolejnosé. To mozemy zrobié zgodnie

n!

7 (%) na e sposobow. A potem dzielimy ten wynik przez k!, aby przesta¢ uwzgledniaé¢

kolejno$¢ tych k wybranych elementéw. To daje ﬁlk), = (2) wszystkich mozliwo$ci.



9. Rozne wzory. Podstawowe wzory, ktore warto zna¢ i mozna latwo przeliczy¢

samodzielnie, to
<n) 1
0

(1) =n
(1) =(.")

Przyklad 11. Warto wiedzieé¢, ze tego typu wzory mozna dowodzié¢ analitycznie badz

kombinatorycznie.
Np. przedostatni powyzszy wzér mozna wykazaé¢ analitycznie nastepujaco

(Z) - k!(nn! B (n— k) (nn! (n—k)! (n . k)

Mozna go tez wykazaé¢ kombinatorycznie: Wyboér k elementéw ze zbioru n-elementowego
mozna zrealizowaé¢ przez wskazanie tych n — k pozostalych elementéow, ktére nie zostang
n

wybrane. Dlatego (}) = (,,”,)-

Przypomnijmy réwniez tudniejszy do wykazania wzoér z analizy

(CL + b)n _ Z (Z’)akbnk
k=0
i rozwazmy kolejny
Przyklad 12. Oblicz

> (2)

Rozwiazanie analityczne korzysta z przypomnianego wzoru z analizy:

> <k> => (k)ﬂ“ AR = (14 1) =2
k=0 k=0

Rozwiazanie kombinatoryczne wymaga troche gimnastyki. Najpierw musimy stworzy¢
odpowiedni model, ktéry bedzie pasowac do tej sytuacji.

Taki model moze wyglada¢ nastepujaco:

Rozwazmy zagadnienie polegajace na zbadaniu, ile jest n-elementowych ciggdéw zero-
jedynkowych. Tzn. mamy utworzy¢ ciag (czyli liczy sie kolejnosé) o n elementach sktadajacy
sie z zer i jedynek.

Mozemy latwo stwierdzi¢, ze tych wszystkich ciagow jest 2™ (n pozycji, a na kazdej dwie
mozliwosci: zero lub jeden).

Sposob trudniejszy wyszczegdlnia n+1 przypadkow. Bierzemy k = 0,1, ..., nidla takiego
k badamy ile jest ciagow, gdzie wystepuje k zer (i n — k jedynek). W takiej sytuacji mozemy
wybraé te pozycje, gdzie umie$cimy zera, a pozostale miejsca wypetnié jedynkami. To znaczy,
ze musimy z n pozycji wybraé k pozycji dla zer i mozemy to zrobié¢ na (Z) sposobéw. Liczba
wszystkich mozliwosci bedzie zas suma poszczegblnych wynikéw uzyskanych dla wszystkich
roznych wartosci k. Widaé¢ wiec, ze tych ciagow bedzie > _p_ (7).



Podsumowujac, trudniejszy sposéb dat nam powyzszy wynik, ktéry musi sie zgadzaé z
wynikiem uzyskanym latwiejszym sposobem i dlatego

()

k=0

10. Permutacje z powtéorzeniami. Widzac jakie znaczenie ma to, czy w danym
ukladzie elementy moga badz nie moga sie powtarza¢, musimy wroéci¢ do permutacji.

Permutacje (podobnie jak kombinacje) powinny by¢ nazywane “permutacjami bez powtorzen”,
to jednak nie wydaje sie by¢ dobrym pomystem.!

Aby zrozumie¢ na czym polegaja permutacje z powtorzeniami rozwazmy nastepujacy

Przyklad 13. Oblicz, ile liczb siedmiocyfrowych mozna ulozyé¢ majac do dyspozycji
siedem cyfr:
2,2,3,3,3,3,5.

Tu trzeba wyjasni¢, ze ta dyspozycyjnosé siedmiu cyfr niestety nie moze by¢ zakodowana
w prosty sposéb jako “zbior” {2,2,3,3,3,3,5}. Jak juz wspomnielismy wczesniej, z definicji,
w zbiorze wszystkie elementy sa rézne i formalnie {2,2,3,3,3,3,5} = {2,3,5}.

Zadanie jednak ma perfekcyjny sens i przyktadowe rézne liczby, ktére mozemy utozyé
majac do dyspozycji dang kolekcje cyfr to

2233335, 2323533, 5223333, 3325233.

Aby rozwigzaé¢ to zadanie mozna postapi¢ nastepujaco.

Najpierw wszystkie cyfry w danej kolekcji 2,2,3,3,3,3,5 traktujemy jako rozne. Tych
siedem “réznych” cyfr mozna ulozy¢ na 7! sposobow (zwykle permutacje).

Nastepnie, aby uja¢ to, ze jednak nie rozrézniamy miedzy dwoma cyframi danymi jako
2, musimy powyzszy wynik podzieli¢ przez liczbe mozliwych ustawient tych cyfr w kolejnosci,
czyli przez 2! (tak jak robiliSmy to przy kombinacjach, aby pozby¢ sie kolejnosci wybieranych
elementow).

Podobnie, aby uja¢ to, ze nie rozrézniamy miedzy czterema cyframi danymi jako 3 (czyli
nie liczy sie ich kolejno$¢ na wybranych juz i ustalonych dla nich czterech pozycjach w
tworzonej liczbie), musimy poprzedni wynik podzieli¢ przez liczbe mozliwych ustawieni tych
cyfr w kolejnosci, czyli przez 4!.

Na koricu (dla spokoju) mozemy poprzedni wynik podzieli¢ przez 1!, aby uwzglednié to,
ze mamy jeszcze do dyspozycji jedna cyfre dana jako 5.

Powyzsze daje nam wynik koncowy

7! _7-6-5
204110 2

Ogolnie, permutacje z powtorzeniami mozna okresli¢ nastepujaco. Mamy zbior k-elementowy
{a1,aq,...,ar}. Z tego zbioru tworzymy kolekcje sktadajaca sie z:

n1 kopii elementu aq,

ng kopii elementu as,

itd. az do

ny kopii elementu ay.
Permutacja z powtérzeniami polega na ustawieniu elementéw tej kolekcji w ciag, ktéry ma
ny + ng + ...+ ng = n (uporzadkowanych) elementow.

= 105.

INajlepszym pomyslem byloby wprowadzenie pojecia “wariacji’ zastepujacego pojecie “wariacji bez
powtorzert”. Wowczas mielibySmy: wariacje, kombinacje i permutacje (z definicji - bez powtorzen) oraz
wariacje z powtorzeniami, kombinacje z powtorzeniami i permutacje z powtorzeniami (z definicji i z nazwy -
z powtorzeniami :)



Liczba wszystkich takich réznych ustawienn wynosi zas
n!

11. Kombinacje z powtdrzeniami. Poprzednio przedstawione schematy kombinato-
ryczne opieraly sie na uzyciu prostego schematu mnozenia do zliczania dostepnych mozliwosci
oraz na uzyciu schematu dzielenia do eliminacji mozliwo$ci zliczanych wielokrotnie.

Ostatni schemat kombinatoryczny jest niestety trudniejszy. Aby go zrozumie¢ rozwazmy
nastepujacy

Przyklad 14. W poprzednim Przyktadzie 13 mieliSmy do czynienia z kolekcja siedmiu
cyfr 2,2,3,3,3,3,5 pochodzaca ze zbioru trzech cyfr {2,3,5}.

W tym przykladzie bedziemy sie zastanawia¢ nad tym: Ile jest mozliwosci stworzenia
kolekcji siedmiu cyfr ze zbioru trzech cyfr {2,3,5}?

Mozliwe do stworzenia kolekcje nie biora pod uwage kolejnosci elementéw i moga wygladaé
tak:

2,2,3,3,3,3,5; 5,5,5,5,5,5,5; 2,2,2,3,3,5,5 3,3,3,5,5,5,5.

Wida¢ wiec, ze w tym zagadnieniu mamy wybraé siedem elementéw ze zbioru trojelemen-
towego w taki sposob, ze elementy moga sie powtarza¢ (ale nie liczy sie ich kolejnosé).

Niestety, wyjasnienie liczby wszystkich dostepnych mozliwosci w tym schemacie jest dosy¢
trudne :(

Dlatego, nalezy zapamietaé¢ rozwiazanie tego problemu podane ponizej (bo trudno je
odtworzy¢ samodzielnie).

W tym przyktadzie mamy n-elementowy zbior cyfr, gdzie n = 3. Wybieramy z niego k
elementow, gdzie k = 7 i elementy moga sie powtarzaé (ale nie liczy sie ich kolejnosé).

Tego typu wybory to wlasnie kombinacje z powtdrzeniami i liczba dostepnych mozliwosci
w tej sytuacji wynosi

(44) (n—i—llz—l).

[To ten nielatwy do uzasadnienia wzér podajacy liczbe mozliwosci przy kombinacjach z
powtérzeniami. F.adne uzasadnienie tego wzoru mozna znalezé w Wikipedii pod hastem
“kombinacja z powtorzeniami” |

To oznacza, ze w tym przyktadzie (n = 3, k = 7) mamy

n+k—1\ (34+7-1\ _ (9) 9 7ﬁ736
k a 7 S\ 2t 2

wszystkich mozliwo$ci.

Jak widaé¢, wzor (xx) zadzialal tu blyskawicznie. Akurat w tym zadaniu mozna zobaczy¢,
jak wyglada alternatywne rozwiazanie bez uzycia wzoru (xx):

Dla kazdegom = 0,1, ..., 7 rozwazamy sytuacje, w ktérej mamy m dwdjek. W tej sytuacji
musimy jeszcze dobra¢ 7 — m pozostatych cyfr. Mozemy wiec dobra¢ 0 lub 1 lub 2,...; lub
7 — m tréjek. To daje 8 — m réznych mozliwoSci na dobranie trojek. Po dobraniu tréjek,
pozostale potrzebne nam cyfry dobieramy z piatek na jedyny mozliwy sposéb. Wida¢ wiec,
ze przy m dwojkach mamy 8 — m réznych mozliwosci na dobranie pozostatych cyfr.

W sumie daje to

1+38

—0.4 =
> 8=9 36

1+24+34+44+54+64+7+8=
wszystkich mozliwosci.

12. Zadania. Zadania do tego tematu sa dostarczone w osobnym pliku.



