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1 Wprowadzenie

Niniejszy skrypt dotyczy pierwszego semestru zaj¦¢ �Pracownia gra�czna wizualizacji obiek-
tów matematycznych� w ramach projektu �Matematyka na UWr � studia peªne mo»liwo±ci�
realizowanego na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wrocªawskiego pod egid¡
Programu Operacyjnego Kapitaª Ludzki.

Celem zaj¦¢ jest zapoznanie studentów z metodami wizualizacji podstawowych poj¦¢ z za-
kresu analizy i algebry w oparciu o program Mathematica 8 dziaªaj¡cy pod systemem oper-
acyjnym Linux.

Mathematica jest programem licencjonowanym stworzonym w angielskiej wersji jezykowej.
Jego uproszczona wersja dost¦pna jest w wersji darmowej jako aplikacja on-line na stronie:
www.wolframalpha.com.

2



1.1 Uruchomienie programu

Program mo»na wywoªa¢ w terminalu komend¡mathematica, lub klikni¦ciem na ikon¦ pro-
gramu. Po pojawieniu si¦ panelu Mathematica nale»y stworzy¢ arkusz kalkulacyjny klikaj¡c
na zakªadk¦Notebook. �¡dane operacje wpisuje si¦ w arkusz kalkulacyjny, a ich uruchomie-
nie wywoªuje si¦ wciskaj¡c klawisze Shift+Enter lub klawisz Enter Num. (czyli klawisz Enter
znajduj¡cy si¦ na prawym brzegu klawiatury). Arkusz mo»na zapisa¢ wybieraj¡c zakªadk¦
File, a w niej opcj¦ Save As (lub potem Save). Nazwa pliku musi zawiera¢ rozszerzenie .nb,
na przykªad plik.nb. Aby uzyska¢ informacje o komendach dost¦pnych w programie mo»na
w panelu arkuszu kalkulacyjnego wybra¢ zakªadk¦ Help, a w niej opcj¦ Documentation
Center. W otwartym w ten sposób panelu pomocy znajduje si¦ wyszukiwarka SEARCH,
dzi¦ki której mo»liwe jest uzyskiwanie informacji na dany temat w j¦zyku zngielskim. Dla
przykªadu, je±li interesuj¡cym nas tematem s¡ macierze, w wyszukiwarce nale»y wpisa¢ sªowo
matrix.

1.2 Podstawowe operacje

2 + 4 - suma

4− 3 - ró»nica

5 ∗ 2 - iloczyn

17/23 - iloraz

5^3 - pot¦ga

Abs[-7] - warto±¢ bezwzgl¦dna

Sqrt[5] - pierwiastek kwadratowy

( ) - nawiasy

Pi - liczba π

E - liczba e

N[Pi] - przybli»ona warto±¢ numeryczna (sze±ciocyfrowa)

N[Pi,10] - podaje dziesi¦ciocyfrow¡ przybli»on¡ warto±¢ numeryczn¡

3.14 - liczba 3,14 (Uwaga: W kulturze zachodniej jedno±ci oddziela si¦ od cz¦±ci dziesi¦tnych
kropk¡. Je±li o tym zapomnisz, to program nie zadziaªa prawidªowo.)

% - wynik ostatniego obliczenia

�wiczenie 1: Oblicz: (7 + 3) ∗ 2, (30− 12)/3, (2− 4)8.

�wiczenie 2: Wykonaj dziaªania: 2/3 + 3/4, 77/21, 77/17.

Uwaga: Otrzymane wyniki powinny mie¢ posta¢: 17
12 ,

11
3 ,

77
17 . Je±li w swych obliczeniach

u»ywasz liczb caªkowitych, to Mathematica wykona na nich dziaªania algebraiczne (a nie
numeryczne).
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�wiczenie 3: Wykonaj dziaªania: N[2/3 + 3/4], N[77/21], N[77/17].

Uwaga: Otrzymane wyniki powinny mie¢ posta¢: 1.41667, 3.66667, 4.52941. S¡ to przy-
bli»enia numeryczne liczb uzyskanych w poprzednim ¢wiczeniu.

�wiczenie 4: Wykonaj dziaªania: 2./3 + 3/4, 77./21, 77./17.

Uwaga: Otrzymane wyniki powinny by¢ takie same jak w poprzednim ¢wiczeniu. Mathemat-

ica interpretuje liczb¦ 2. jako 2.0 i dlatego powy»sze dziaªania wykonywane s¡ numerycznie
(a nie algebraicznie). Podobnie, liczba .2 interpretowana jest jako 0.2 (czyli dwie dziesi¡te).

�wiczenie 5: Wykonaj dziaªania (2^(1/2) + 3^(1/3))/(4^(1/4)+5^(1/5)), %, N[%].

Uwaga: Pierwszy wynik powinien mie¢ posta¢
√

2+31/3
√

2+51/5 . Komenda % powinna wywoªa¢

ostatni wynik oblicze«, czyli ponownie
√

2+31/3
√

2+51/5 . A komenda N[%] powinna da¢ przybli»enie
numeryczne ostatniego wyniku, czyli 1.02238.

�wiczenie 6: Zbadaj, która liczba jest wi¦ksza eπ czy πe.

�wiczenie 7: Zbadaj jaka cyfra znajduje si¦ na trzynastym miejscu �po przecinku� w
rozwini¦ciu dziesi¦tnym liczby π.

Uwaga: U»ycie komendy N[Pi,13] daje 3.141592653590, ale zero nie jest dobr¡ odpowiedzi¡.
Wynika to z tego, »e komenda N[Pi,13] poda przybli»enie numeryczne liczby π skªadaj¡ce
si¦ z trzynastu cyfr (wª¡czaj¡c cyfry u»yte do zapisania jedno±ci). U»ycie komendy N[Pi,14]
daje 3.1415926535898, ale osiem ponownie nie jest dobr¡ odpowiedzi¡, wynika to z tego, »e
przybli»enie numeryczne jest zaokr¡glane. U»ycie komendy N[Pi,15] daje 3.14159265358979,
co pozwala odkry¢, »e szukan¡ cyfr¡ jest siedem.

�wiczenie 8: Zbadaj jaka cyfra znajduje si¦ na czterdziestym szóstymmiejscu �po przecinku�
w rozwini¦ciu dziesi¦tnym liczby e.

Uwaga: U»ycie komendy N[E,48] daje ko«cówk¦ 70, ale siedem nie musi by¢ dobr¡ odpowiedzi¡
ze wzgl¦du na to, »e kolejn¡ otrzyman¡ cyfr¡ jest zero. Podobnie u»ycie komend N[E,49] oraz
N[E,50] nie pozwala osi¡gn¡¢ konkluzji. Dopiero u»ycie komendy N[E,51] pozwala pozna¢
odpowied¹.
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2 Analiza

2.1 Indukcja i rekurencja

Sum[i^3, {i,7}] - suma wyrazów ci¡gu i3 od i równego 1 do 7

Sum[i^3, {i,2,7}] - suma wyrazów ci¡gu i3 od i równego 2 do 7

Sum[i^3, {i,2,7,3}] - suma wyrazów ci¡gu i3 od i równego 2 do 7 co trzeci wyraz

Product[i^3, {i,7}] - iloczyn wyrazów ci¡gu i3 od i równego 1 do 7

Product[i^3, {i,2,7}] - iloczyn wyrazów ci¡gu i3 od i równego 2 do 7

Product[i^3, {i,2,7,3}] - iloczyn wyrazów ci¡gu i3 od i równego 2 do 7 co trzeci wyraz

a[1]=1; a[n_]:=2∗a[n-1] - sposób de�niowania ci¡gu rekurencyjnego a1 = 1, an = 2an−1

; - umieszczenie ±rednika na ko«cu linii w arkuszu kalkulacyjnym powoduje, »e wynik operacji
danej w tej linii nie jest wyswietlany na ekranie.

Clear[a] - oczyszcza zmienn¡ a z przypisanych jej wcze±niej warto±ci, dzi¦ki czemu mo»e by¢
ona ponownie u»yta jako wolna zmienna.

RSolve[{a[n] == 2∗a[n-1], a[1] ==1},a[n],n] - rozwi¡zuje równanie rekurencyjne

�wiczenie 1: Sprawd¹ równo±¢

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2.

�wiczenie 2: Wyprowad¹ wzory na
∑n
i=1 i

k dla kilku k = 1, 2, 3, ... To samo, gdy w sumie
wyst¦puj¡ same skªadniki nieparzyste lub parzyste.

Uwaga: Wpisuj¡c komend¦ Sum[i^k, {i, n}] uzyskujemy odpowied¹ HarmonicNumber[n,
-k]. Je±li jednak wyszczególnimy warto±¢ k, to uzyskamy rz¡dany wzór, np. Sum[i^2, {i, n}]
daje wynik 1

6n(1 + n)(1 + 2n).

�wiczenie 3: Wykonaj dziaªanie Sum[1/(1 + Sqrt[i]), {i, n}].

�wiczenie 4: Sprawd¹ czy
9∑
i=1

1
1 +
√
i
jest mniejsze od 3.

�wiczenie 5: Sprawd¹, czy

1 + 2 · 3 + 3 · 32 + . . . n · 3n−1 ≥ 2n− 1
4

· 3n.

�wiczenie 6: Znajd¹ a71, gdzie an zde�niowane jest rekurencyjnie jako a1 = 1, an =
a2
n−1 − 3.

�wiczenie 7: Powtórz poprzednie ¢wiczenie z ci¡giem a1 = 1, an = a2
n−1 − 4.

Uwaga: Mimo �drobnej� zmiany we wzorze rekurencyjnym generuje on na tyle du»e liczby,
»e wykraczaj¡ one poza zdolno±ci obliczeniowe programuMathematica , co skutkuje wyrzuce-
niem komunikatu Over�ow[].
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�wiczenie 8 (Niebezpieczne): Powtórz poprzednie ¢wiczenie z wyrazem a31 zamiast a71.

Uwaga: Mimo, »e tym razem »¡damy wyznaczenia wcze±niejszego wyrazu, efekt jest o wiele
gorszy. Mathematica nie jest w stanie szybko oceni¢, czy tego typu obliczenie przekracza
jej mo»liwo±ci i stara si¦ procesowa¢ to zadanie. Bardzo wa»ne jest zauwa»enie, »e �Mathe-

matica liczy�. Program nie jest zawieszony, tylko zanurzony w g¡szczu oblicze«. �wiadczy o
tym pogrubiona klamra obejmuj¡ca dany blok obliczeniowy po prawej stronie arkusza kalku-
lacyjnego: ]]. Aby przerwa¢ te obliczenia nale»y wybra¢ w panelu arkusza kalkulacyjnego
zakªadk¦ Evaluation, a w niej opcj¦ Abort Evaluation i... poczeka¢.

�wiczenie 9: Znajd¹ wzór na an zde�niowane rekurencyjnie jako a1 = 1, an = 2an−1 + 3.

Uwaga: U»ycie komendy RSolve[{a[n] == 2∗a[n-1] + 3, a[1] == 1}, a[n], n] nie przyniesie
po»¡danych rezultatów. Wynika to z tego, »e w poprzednim ¢wiczeniu zmiennej a zostaªy
ju» przypisane pewne warto±ci. Dlatego przed u»yciem komendy RSolve nale»y oczy±ci¢ zmi-
enn¡ a u»ywaj¡c komendy Clear[a]. Inn¡ metod¡ jest zmiana oznacze«, mo»na np. u»y¢
RSolve[{c[n] == 2∗c[n-1] + 3, c[1] == 1}, c[n], n], o ile zmienna c jest wolna. Podob-
nie musimy zadbac o to, aby zmienna n równie» byªa wolna (czyli nie miaªa przypisanych
wcze±niej warto±ci).

Po poprawnym zastosowaniu komendy RSolve powinien sie pojawi¢ wynik {{a[n]-> -3+21+n}}.
Niestety w zale»no±ci od rozdzielczo±ci ekranu znak �+� w wykªadniku mo»e przypomina¢
szar¡ kropk¦. Aby wyja±ni¢ tego typu w¡tpliwo±¢ mo»na klikn¡¢ na szar¡ kropk¦ i wcisn¡¢
klawisz Enter.

�wiczenie 10: Znajd¹ wzór na an zde�niowane rekurencyjnie jako a1 = 1, an = a2
n−1 − 1.

Uwaga: U»ycie komendy RSolve[{a[n] == a[n-1]^2 - 1, a[1] == 1}, a[n], n] nie przyniesie
po»¡danych rezultatów. Mathematica nie jest w stanie rozwi¡zac tego równania rekuren-
cyjnego. A czy Ty potra�sz to zrobi¢?

�wiczenie 11: Na farmie s¡ dwa mªode króliki z rasy która ma nast¦puj¡ce wªasno±ci.

• Króliki »yj¡ wiecznie.

• Mªode króliki nie rozmna»aj¡ si¦.

• Po roku mªode króliki dojrzewaj¡.

• Dojrzaªa para królików rozmna»a si¦ co roku, daj¡c jako potomstwo jedn¡ par¦ mªodych
królików.

Znajd¹ wzór na ilo±¢ par królików, które b¦d¡ mieszkaªy na tej farmie po n latach.

2.2 Dwumian Newtona

a=x+y - wprowadza oznaczenie a = x+ y

Expand[(x+y)^3] - komenda Expand rozwija zadane wyra»enie, w tym przypadku wielomian
(x+ y)3 zostanie rozwini¦ty zgodnie z formuª¡ na dwumian Newtona.

7! - silnia (równowa»na komenda to Factorial[7])

7!! - podwójna silnia
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Binomial[10,3] -
(
10
3

)
.

Table[i^3, {i,2,7}] - tworzy tzw. list¦, czyli sko«czony ci¡g wyra»e« danego typu pocz¡wszy
od i równego 2 do 7, w tym przypadku ci¡g {23, 33, 43, 53, 63, 73}

ListPlot[lista] - pokazuje wykres wyrazów ci¡gu zde�niowanego jako lista

ListPlot[lista, PlotRange -> Full] - komenda PlotRange -> Full powoduje, »e wykres pokazany
jest w peªnym zakresie

�wiczenie 1: Wykonaj dziaªanie Expand[(x+y)^3].

�wiczenie 2: Wykonaj dziaªania: a=x+y; Expand[a^3].

�wiczenie 3: Wykonaj dziaªania: a=x+y; Clear[a]; Expand[a^3].

�wiczenie 4: Sprawd¹, czy
(
10
3

)
= 5!.

�wiczenie 5: Sprawd¹, która liczba jest wi¦ksza
(
15
6

)
czy 7!.

�wiczenie 6: Sprawd¹, która liczba jest wi¦ksza
(2012!!)2

(2011!!)2 · (2013!!)2
czy

π

2
.

�wiczenie 7: Wykonaj dziaªanie Table[i^3, {i,2,7}].

�wiczenie 8: Wykonaj dziaªanie lista=Table[Binomial[7,i], {i,0,7}]. Porównaj uzyskany
wynik z wynikiem operacji Expand[(x+y)^7].

�wiczenie 9: Wykonaj dziaªanie ListPlot[lista].

�wiczenie 10: Wykonaj dziaªania: lista=Table[Binomial[100,i], {i,0,100}]; ListPlot[lista].

Uwaga: Celem ¢wiczenia jest uzyskanie wykresu rozkªadu wspóªczynników Newtona. Dlat-
ego warto jest u»y¢ ±rednika po komendzie de�niujacej list¦. W przeciwnym wypadku przed
wykresem na ekranie pojawi si¦ dªugi ci¡g liczb. Otrzymany wykres powinien mie¢ poni»sz¡
posta¢:

20 40 60 80 100

1 ´ 1028

2 ´ 1028

3 ´ 1028

4 ´ 1028

5 ´ 1028

Nale»y zauwa»y¢, »e otrzymana gra�ka nie pokazuje peªnego wykresu. Aby uzyska¢ peªny
obraz nale»y u»y¢ komendy ListPlot[lista, PlotRange -> Full]. Wówczas otrzymany wynik
powinien uzyskac posta¢:
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20 40 60 80 100

2 ´ 1028

4 ´ 1028

6 ´ 1028

8 ´ 1028

1 ´ 1029

2.3 Ci¡gi

Less[x, y] - komenda porównuj¡ca liczby x i y, je±li x < y, to wynikiem jest komunikat True,
je±li x ≥ y, to wynikiem jest komunikat False.

LessEqual[x, y] - komenda porównuj¡ca liczby x i y, je±li x ≤ y, to wynikiem jest komunikat
True, je±li x > y, to wynikiem jest komunikat False.

Sort[{3,7,5}] - komenda sortuj¡ca list¦ rosn¡co wedªug ustalonego sposobu porz¡dkowania,
w tym wypadku liczby zostan¡ uªo»one w ci¡g rosn¡cy

Sort[{3,7,5},Less] - komenda sortuj¡ca list¦ rosn¡co zgodnie z warto±ci¡ numeryczn¡ elemen-
tów listy

Sort[{3,7,5},Greater] - komenda sortuj¡ca list¦ malej¡co zgodnie z warto±ci¡ numeryczn¡
elementów listy

Do[Print[n^2], {n,9}] - wy±wietla na ekranie kolejne wyrazy danego ci¡gu pocz¡wszy od n
równego 1 do 9

Do[Print[n^2], {n,2,9}] - wy±wietla na ekranie kolejne wyrazy danego ci¡gu pocz¡wszy od n
równego 2 do 9

Do[Print[n^2], {n,2,9,3}] - wy±wietla na ekranie co trzeci wyraz danego ci¡gu pocz¡wszy od
n równego 2 do 9

Limit[ 1n , n -> In�nity] - liczy granic¦ ci¡gu

�wiczenie 1: Wykonaj dziaªanie 2<7.

�wiczenie 2: Wykonaj dziaªanie Less[2,7].

�wiczenie 3: Wykonaj dziaªanie Sort[{2,7}].

�wiczenie 4: Wykonaj dziaªanie Sort[{do,re,mi,fa,sol,la,si,do}].

Uwaga: W tym przypadku sortowanie odbywa si¦ wedªug kolejno±ci alfabetycznej.

�wiczenie 5: Wykonaj dziaªanie Sort[{do,re,mi,fa,sol,la,si,do},Less].

Uwaga: W tym przypadku sortowanie odbywa si¦ wedªug warto±ci numerycznych. Poniewa»
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nie zostaªy one przypisane, to wynikiem jest oryginalna lista.

�wiczenie 4: Wykonaj dziaªanie Sort[{Pi, E, 2, 3, 1, Sqrt[2]}].

Uwaga: Lista nie zostanie posortowana wedªug warto±ci numerycznych. Aby uporz¡dkowa¢
te liczby nale»y u»yc komendy Sort[{Pi, E, 2, 3, 1, Sqrt[2]},Less].

�wiczenie 5: Spróbuj porówna¢ liczb¦ 21000! z 999999!.

Uwaga: U»ycie komendy �<� jak i u»ycie komendy Less lub Sort powoduje pojawienie si¦
komunikatu Over�ow [ ] ±wiadcz¡cego o tym, »e porównywane liczby s¡ zbyt du»e.

�wiczenie 6: Uporz¡dkuj w kolejno±ci rosn¡cej liczby 2699, 10151, 12365.

�wiczenie 7: Uporz¡dkuj w kolejno±ci rosn¡cej liczby

(5−
√

37)2008, (6−
√

37)2009, (7−
√

73)2011, (9−
√

79)2013.

�wiczenie 8: Uporz¡dkuj w kojejno±ci malej¡cej liczby

(−1)n
√
n2 + 5n+ 3 + (−1)n+1

√
2n2 − 2,

gdzie n ∈ {1, . . . 20}.

�wiczenie 9: Zbadaj, czy ci¡g an =
n3 + n2 +

√
n+ 1

n3 + n+ 1
jest monotoniczny

�wiczenie 10: Dla poni»szych ci¡gów wykonaj nast¦puj¡ce czynno±ci:

• Wylicz dostateczn¡ ilo±¢ wyrazów, aby zorientowa¢ si¦ do czego d¡»¡.

• Narysuj ich wykres dla dostatecznie du»ych n, aby utwierdzi¢ si¦ co do swoich przy-
puszcze«.

• Oblicz ich granic¦, i sprawd¹, czy twoje przypuszczenia byªy sªuszne.

4n2 − 5n+ 6
3n2 − 6n+ 300

6n2 − 5n+ 600
13n2 − 6n+ 7

√
4n2 − 5n+ 6
6n+ 300

√
4n4 − 53 + 6

3n2 − 6n+ 300

√
n2 + 6n− 3− n

√
n2 + n−

√
n2 − n.

2.4 Kresy

Maximize[x-x^2+1, x] - znajduje maksimum danej funkcji (zmiennej x) oraz punkt, w którym
jest ono osi¡gane

Maximize[x^2-y^3, {x,y}] - znajduje maksimum danej funkcji (zmiennej x,y) oraz punkt, w
którym jest ono osi¡gane

Maximize[{x-x^2+1, x<5}, x] - znajduje maksimum danej funkcji pod pewnym warunkiem
na zmienn¡ x
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NMaximize - komenda dziaªaj¡ca analogicznie jak Maximize tyle, »e wykonuj¡ca obliczenia
numerycznie

Minimize - komenda dziaªaj¡ca analogicznie jak Maximize sªu»aca znajdowaniu minimum

Table[n^2+m,{m, 4},{n, 4}] - tworzy list¦ indeksowan¡ m, której elementami s¡ listy in-
deksowane n, wynikiem jest wi¦c macierz o zadanym wymiarze (tutaj cztery na cztery),
elementami otrzymanej listy s¡ wiersze macierzy

MatrixForm[Table[n^2+m,{m, 4},{n, 4}]] - przedstawia list¦ w formie macierzy (równowa»na
komenda to Table[n^2+m,{m, 4},{n, 4}]//MatrixForm)

Flatten[Table[n^2+m,{m, 4},{n, 4}]] - tworzy list¦, której elementami s¡ wyrazy macierzy

�wiczenie 1: Znajd¹ kresy zbioru {x ∈ R : x2 < 2} i zbadaj czy nale»¡ one do zbioru.

Uwaga: U»ycie komendy Maximize[{x, x^2 < 2}, x] jest poprawne, mimo i» generuje os-
trze»enie. Tre±¢ ostrze»enia ±wiadczy o tym, »e kres nie nale»y do zbioru.

�wiczenie 2: Znajd¹ kresy zbioru {xy : x, y ∈ R ∧ x2 + y4 ≤ 2} i zbadaj czy nale»¡ one do
zbioru.

Uwaga: U»ycie komendy Maximize[{xy, x^2+y^4 <= 2}, {x,y}] jest bª¦dne. O ile Math-

ematica interpretuje �2y� jako �dwa razy y�, to �xy� nie jest interpretowane jako �x razy
y�, lecz jako nowa zmienna o nazwie �xy� (podobnie �y2� jest równie» interpretowane jako
nowa zmienna - warto zwróci¢ uwage na kolory, których Mathematica u»ywa do wy±wietlania
ró»nych znaków). U»ycie poprawnej skªadni w tej komendzie, czyli Maximize[{x∗y, x^2+y^4
<= 2}, {x,y}] daje wynik algebraiczny zakodowany komend¡ Root, która jest wyja±niona
w panelu pomocy (np. Root[-32 + 27 #1^4 &, 1] oznacza pierwszy pierwiastek zespolony
równania −32 + 27x4 = 0). Dlatego, w celu uzyskania odpowiedzi numerycznej nale»y u»yc
komendy NMaximize, lub N[%].

�wiczenie 3: Znajd¹ kresy zbioru { 37n

n! : n ∈ N} i zbadaj czy nale»¡ one do zbioru.

Uwaga: Mathematica prawdopodobnie nie posiada specjalnej komendy wyznaczonej do tego
typu zadania. Ze wzgl¦du na to, »e problem jest dyskretny, mozna u»y¢ komendy ListPlot
do zbadania elementów powy»szego zbioru.

�wiczenie 4: Znajd¹ kresy zbioru { 37n+n37

n! : n ∈ N} i zbadaj czy nale»¡ one do zbioru.

Uwaga: U»ycie komendy ListPlot[Table[(37^n + n^37)/n!, {n, 40}]] daje wynik

10 20 30 40

5.0 ´ 10 30

1.0 ´ 10 31

1.5 ´ 10 31

2.0 ´ 10 31

2.5 ´ 10 31
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co nie pozwala na odczytanie n, w którym przyjmowana jest warto±¢ maksymalna. Próba
zaw¦»enia zakresu n i u»ycie komendy ListPlot[Table[(37^n + n^37)/n!, {n, 11, 16}]] daje
wynik, w którym liczby na osi n s¡ przesuni¦te. W istocie, to co na osi n oznaczane jest
jedynk¡ odpowiada pierwszej wskazanej przez nas warto±ci dla n w komendzie tworz¡cej list¦,
czyli jedenastce. Szóstka za± odpowiada ko«cowej warto±ci n, któr¡ zadali±my w li±cie, czyli
szestnastce. Dzi¦ki temu mo»emy poprawnie zinterpretowa¢ poni»szy wynik:

1 2 3 4 5 6

5.0 ´ 10 30

1.0 ´ 10 31

1.5 ´ 10 31

2.0 ´ 10 31

2.5 ´ 10 31

Mo»emy te» upewni¢ si¦, »e maksimum osi¡gane jest dla n = 14 stosuj¡c komend¦ N[Table[(37^n
+ n^37)/n!, {n, 11, 16}]], która powinna da¢ wynik {8.51871× 1030, 1.7757× 1031, 2.64012×
1031, 2.92637× 1031, 2.5054× 1031, 1.70537× 1031}.

�wiczenie 5: Wykonaj dziaªanie lista=Table[1/m - n/(n+1), {m, 4},{n, 4}]

�wiczenie 6: Wykonaj dziaªania: MatrixForm[lista] oraz lista//MatrixForm

�wiczenie 7: Wykonaj dziaªanie Flatten[lista]

�wiczenie 8: Znajd¹ kresy zbioru { 1
m −

n
n+1 : m,n ∈ N}.

Uwaga: U»ycie komendy ListPlot[Table[1/m - n/(n+1), {m, 50},{n, 50}],PlotRange -> Full]
daje wykres

10 20 30 40 50

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

na którym przedstawiono kolejne wiersze macierzy zde�niowanej komend¡ Table. Po u»y-
ciu komendy ListPlot[Flatten[Table[1/m - n/(n+1), {m, 50},{n, 50}]],PlotRange -> Full]
otrzymujemy wynik
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500 1000 1500 2000 2500

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

który mo»na posortowa¢ malej¡co komend¡ ListPlot[Sort[Flatten[Table[1/m - n/(n+1), {m,
50},{n, 50}]],Greater],PlotRange -> Full] uzyskuj¡c

500 1000 1500 2000 2500

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

�wiczenie 9: Znajd¹ kresy zbioru
{
mn2 + 3
m3 + 3n3

: m,n ∈ N, m < n

}
.

Uwaga: Aby uj¡¢ warunek m < n mo»esz u»y¢ komendy Table[(m∗n^2 + 3)/(m^3 + 3
n^3), {n, 10}, {m, n - 1}], gdzie ostatni element, czyli {m, n - 1} oznacza, »e m zmienia si¦
od 1 do n-1.

�wiczenie 10: Wykonaj dziaªanie ListPlot3D[Table[ 2∗m∗n/(m^2 + n^2), {n, 10}, {m,
10}]].

Uwaga: Powy»sza komenda przedstawia wykres powierzchni ª¡cz¡cej punkty dane jako
(n,m, 2mn

m2+n2 ), co pozwala na wizualizacj¦ ci¡gu 2mn
m2+n2 .

2.5 Szeregi

Sum[1/n^2,{n,In�nity}] - suma szeregu od n równego 1 do niesko«czono±ci

Sum[1/n^2,{n,3,In�nity}] - suma szeregu od n równego 3 do niesko«czono±ci

NSum - sumowanie numeryczne

SumConvergence[1/n^2,n] - bada zbie»no±¢ danego szeregu

12



�wiczenie 1: Wykonaj dziaªanie Sum[1/n^2,{n,In�nity}]

�wiczenie 2: Wykonaj dziaªanie Sum[1/n^z,{n,In�nity}]

Uwaga: Wynikiem jest Zeta[z], czyli funkcja zeta Riemanna zde�niowana jako ζ(z) =∑∞
n=1

1
nz . W szczególno±ci, Mathematica jest w stanie poda¢ przybli»enie numeryczne sumy∑∞

n=1
1
nz dla wszystkich z > 1. Ponadto suma ta wyra»a si¦ prostym wzorem dla z = 2k,

gdzie k ∈ N.

�wiczenie 3: Wykonaj dziaªania Sum[1/n^3,{n,In�nity}] oraz Sum[1/n^4,{n,In�nity}]

�wiczenie 4: Wykonaj dziaªanie Sum[1/(n^2-x),{n,In�nity}]

Uwaga: Funkcja Cot[ ] pojawiaj¡ca si¦ w wyniku to cotangens. Ponadto Mathematica

zakªada, »e x jest nieujemne.

�wiczenie 5: Wykonaj dziaªanie Sum[1/(n^2+x),{n,In�nity}]

Uwaga: Funkcja Coth[ ] pojawiaj¡ca si¦ w wyniku to cotangens hiperboliczny. Mathematica

ponownie zakªada, »e x jest nieujemne.

�wiczenie 6: Wykonaj dziaªanie Sum[1/(n^2 + n^(1/2)),{n,In�nity}]

Uwaga: Mathematica nie potra� wysumowac tego szeregu. Jednak»e u»ycie komendy nu-
merycznej NSum[1/(n^2 + n^(1/2)),{n,In�nity}] nie sprawia jej »adnych trudno±ci. Podob-
nie jak zbadanie zbie»no±ci tego szeregu komend¡ SumConvergence[1/(n^2 + n^(1/2)), n].

�wiczenie 7: Wykonaj dziaªanie Sum[1/n!,{n,0,In�nity}]

�wiczenie 8: Zbadaj który ci¡g szybciej przybli»a liczb¦ e: ci¡g an = (1 + 1
n )n czy ci¡g

sum cz¦±ciowych sn =
∑n
m=0

1
m! .

Uwaga: U»ycie komendy ListPlot[Table[E - Sum[1/m!, {m, 0, n}], {n, 20, 80}]] generuje
wynik

10 20 30 40 50 60

- 4. ´ 10-16

-2. ´ 10-16

2. ´ 10-16

4. ´ 10-16

który jest bª¦dny (ze wzgl¦du na to, »e ka»da suma cz¦±ciowa jest mniejsza od e), co ±wiadczy
o sªabej precyzji programu Mathematica w tym zadaniu.

�wiczenie 9: Znajd¹ szereg, który rozªo»y Mathematic¦ na ªopatki.

Uwaga: Szukamy szeregu, którego Mathematica nie b¦dzie w stanie obliczy¢. Mo»emy
zacz¡¢ od Sum[1/n,{n,In�nity}], co daje komunikat, »e szereg ten nie jest zbie»ny. Próby
typu Sum[1/n^1.00001,{n,In�nity}] ko«cz¡ si¦ szybkim sukcesem przy wykªadniku 1.00 000
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000 000 001. Mathematica traktuje taki szereg jak
∑

1
n i twierdzi, »e jest rozbie»ny. Kªopoty

zgªaszane s¡ równie», gdy dla tego szeregu zamiast komendy Sum uzyjemy komendy NSum.

Ciekawe wyniki mo»na równie» uzyska¢ próbuj¡c NSum[1/(n^0.999999+1),{n,In�nity}]. Math-

ematica bez problemu zgªasza bª¦dny wynik 8.61528. Co wi¦cej, u»ycie komendy SumCon-
vergence[1/(n^0.999999+1), n] potwierdza jej przekonanie, »e szereg jest zbie»ny.

Inna klasa przykªadów, to szeregi �oscyluj¡ce� takie jak
∑ sin(n)

n . Dla tego szeregu komendy

Sum, NSum i SumConvergence dziaªaj¡ bez zarzutu. Szereg
∑ sin(n)√

n
jest jednak bardziej

problematyczny. O ile komenda Sum wylicza tak¡ sum¦ przy pomocy funkcji specjalnych,
to NSum oraz SumConvergence nie dziaªaj¡ ju» tak gªadko. Prawdziwa katastrofa nast¦puje
jednak przy szeregu

∑ | sin(n)|
n2 , komenda Sum nie dziaªa, a po mozolnych obliczeniach NSum

i SumConvergence nie przynosz¡ po»¡danych konkluzji. A Ty wiesz czy ten ostatni szereg
jest zbie»ny?

.... postaraj si¦ znale¹¢ inne przykªady :)

2.6 Funkcje

E^x - funkcja ex

Log[x] - logarytm naturalny

Log[2,x] - logarytm o podstawie 2

Sin[x] - sinus

Cos[x] - cosinus

Tan[x] - tangens

Cot[x] - cotangens

ArcTan[x] - arcus tangens

f[x_]=x^2+Sin[x] - sposób de�niowania funkcji

Plot[x^2+Sin[x], {x,-3,7}] - rysuje wykres danej funkcji na zadanym przedziale

Plot[{x^2, Sin[x]}, {x,-3,7}] - rysuje wykresy dwóch funkcji na zadanym przedziale

Animate[Plot[x*Sin[1/x], {x, -a, a}], {a, 1, 2}] - stwarza animacj¦ otrzymanego wykresu
odpowiadaj¡c¡ zmianie parametru a w danym zakresie

Manipulate[Plot[x^a, {x, -1, 1}], {a, 0, 10}] - stwarza mo»liwo±¢ manipulacji otrzymanego
wykresu odpowiadaj¡c¡ zmianie parametru a w danym zakresie

Limit[1/x, x->In�nity] - oblicza granic¦ w niesko«czono±ci

Limit[1/x, x->-In�nity] - oblicza granic¦ w minus niesko«czono±ci

Limit[1/x, x->0] - oblicza prawostronn¡ granic¦ w zerze (równowa»na komenda to Limit[1/x,
x->0, Direction->1])

Limit[1/x, x->0, Direction->-1] - oblicza lewostronn¡ granic¦ w zerze
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�wiczenie 1: Wykonaj dziaªania Plot[E^x+Sin[x],{x,-10,5}] oraz Plot[E^x+Sin[x],{x,-10,10}]

�wiczenie 2: Wykonaj dziaªania f=x^2; Plot[f,{x,-2,2}]

�wiczenie 3: Wykonaj dziaªania Clear[f]; f[x_]=x^2; Plot[f[t],{t,-2,2}]

Uwaga: Komenda Clear[f] jest potrzebna aby usun¡¢ informacj¦, »e f=x^2, która zostaªa za-
kodowana w poprzednim ¢wiczeniu. Mo»esz sprawdzi¢ co si¦ stanie, je±li nie u»yjesz komendy
Clear[f].

�wiczenie 4: Zobacz wykres funkcji sin 1
x na przedziaªach [-1, 1], [-0.01, 0.01], [-0.001, 0.001]

oraz [0.000001, 0.0001].

Uwaga: Warto zauwa»y¢, »e standard z u»yciem kropki do zapisu liczb dziesi¦tnych jest
lepszy ni» nasze krajowe podej±cie z przecinkiem, przedziaª [-0.01, 0.01] wygl¡da o wiele
lepiej ni» [-0,01, 0,01] (szczególnie, je±li kto± zapomni o spacji: [-0,01,0,01]). W tym przedziale
Mathematica generuje wykres

-0.010 -0.005 0.005 0.010

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Jak myslisz, czy jest on poprawny?

�wiczenie 5: Wykonaj dziaªanie Animate[Plot[x∗Sin[1/x], {x, -a, a}], {a, 0.1, 10^(-6)}]

�wiczenie 6: Wykonaj dziaªanie Manipulate[Plot[x∗Sin[1/x], {x, -a, a}], {a, 0.1, 10^(-6)}]

Uwaga: Po przeci¡gni¦ciu suwaka odczekaj chwil¦, a» Mathematica doprecyzuje wykres.
Ponadto w prawym górnym rogu pod znakiem �+� postaraj si¦ odnale¹¢ opcj¦ Autorun.

�wiczenie 7: Wykonaj dziaªanie Animate[Plot[x^a, {x, -1, 1}, PlotRange -> All], {a, 2,
100, 2}]

Uwaga: W zakresie parametru, czyli w {a, 2, 100, 2} ostatnia liczba wskazuje, »e parametr
nie zmienia sie w sposób ci¡gªy, tylko przyrasta o dwa daj¡c a = 2, 4, 6, ..., 100.

�wiczenie 8: Stwórz analogiczn¡ animacj¦ jak w poprzednim ¢wiczeniu dla nieparzystych
wykªadników a.

�wiczenie 9: Dla n=2,3,4 pokarz punkty przeci¦cia funkcji xn oraz nx na jednym wykresie.

�wiczenie 10: Sprawd¹ czy uda Ci si¦ pokaza¢ punkty przeci¦cia funkcji x2 oraz 1.01x na
jednym wykresie.

�wiczenie 11: Wykonaj dziaªanie Animate[Plot[{x^2, 1.001^x}, {x, 0, a}, Ticks -> None],
{a, 14000, 40000}]
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Uwaga: Komenda Ticks -> None usuwa znaczniki z osi liczbowych. Spróbuj zwolni¢ ani-
macj¦ przyciskiem Slower. Czy potra�sz wyja±ni¢ tajemnic¦ dziwnych drga« wyst¦puj¡cych
w animacji?

2.7 Liczby zespolone

x+I∗y - liczba zespolona x+ iy

Re[z] - cz¦±¢ rzeczywista liczby z

Im[z] - cz¦±¢ urojona liczby z

Abs[z] - moduª liczby z

Conjugate[z] - sprz¦»enie liczby z

�wiczenie 1: Rozwi¡» równanie z = z2

�wiczenie 2: Rozwi¡» równanie z = z−1

�wiczenie 3: Rozwi¡» równanie 3 + 4i = z2

�wiczenie 4: Rozwi¡» ukªad równa« {
z2 = w

w2 = z

�wiczenie 5: Zaznacz na pªaszczy¹nie (zespolonej) zbiór rozwi¡za« nierówno±ci

Re(z) + Re(z2) ≥ 0

�wiczenie 6: Zaznacz na pªaszczy¹nie (zespolonej) zbiór rozwi¡za« nierówno±ci

Re(z]) + Re(zn) ≥ 0

dla wybranych przez Ciebie parametrów n ∈ N.

�wiczenie 7: Zaznacz na pªaszczy¹nie (zespolonej) zbiór rozwi¡za« nierówno±ci

3|z| ≤ |z2|+ 1

�wiczenie 8: Zaznacz na pªaszczy¹nie (zespolonej) zbiór rozwi¡za« równania

|z| = |z + 1|

�wiczenie 9: Zaznacz na pªaszczy¹nie (zespolonej) zbiór rozwi¡za« równania

Im
(

z

z2 + 1

)
= 0

�wiczenie 10: Zaznacz na pªaszczy¹nie (zespolonej) zbiór rozwi¡za« nierówno±ci

|z + i| ≤ |z − i|
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ROZWI�ZANIA:

�w 1: Solve[Conjugate[z] == ẑ 2, z]

�w 2: Wypróbuj

Solve[Conjugate[z] == 1/z, z]

ContourPlot[Conjugate[x + I∗y] == 1/(x + I∗y), {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

ContourPlot[Conjugate[x + I∗y] == (x + I∗y)̂ {-1}, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

ContourPlot[(x + I∗y)∗Conjugate[x + I∗y] == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

ContourPlot[Abs[x + I∗y] == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

ContourPlot[Abs[x + Iy] == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

�w 3: Wypróbuj

Solve[3+4∗I==ẑ 2, z]

Solve[3+4I==ẑ 2, z]

�w 4: Wypróbuj

Solve[ẑ 2 == w && ŵ 2 == z, {z, w}]

NSolve[ẑ 2 == w && ŵ 2 == z, {z, w}]

�w 5: RegionPlot[Re[x + I∗y] + Re[(x + I∗y)̂ 2] >= 0, {x, -100, 100}, {y, -100, 100}]

�w 6: Wypróbuj mini-program

n = 100;

m = 100;

RegionPlot[Re[x + I∗y] + Re[(x + I∗y)̂ n] >= 0, {x, -m, m}, {y, -m, m}]

i pozmieniaj warto±ci n,m wedle swego uznania (np. ustal m i u»yj Manipulate lub Animate
do zmiany warto±ci n)

�w 7: Wypróbuj

m = 5;

RegionPlot[3∗Abs[x + I∗y] <= Abs[(x + I∗y)̂ 2] + 1, {x, -m, m}, {y, -m, m}]

a potem zmie« m=5 na m=6.

�w 8: Wypróbuj

ContourPlot[ Abs[x + I∗y] == Abs[Conjugate[x + I∗y] + 1], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

ContourPlot[ Abs[x + I∗y] == Abs[x - I∗y + 1], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

ContourPlot[ Abs[x + I∗y] == Abs[x + I∗y + 1], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

�w 9: Wypróbuj
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m = 1;

ContourPlot[ Im[(x + I∗y)/((x + I∗y)̂ 2 + 1)] == 0, {x, -m, m}, {y, -m, m}]

a potem zmie« m=1 na m=1.1, m=1.2 oraz m=1.3.

Sprawd¹ te» jak dziaªa mini-program:

Clear[m];

For[m = 0, m <= 10, m++, Print[ContourPlot[ Im[(x + I∗y)/((x + I∗y)̂ 2 + 1)] == 0, {x,
-1 - m/10, 1 + m/10}, {y, -1 - m/10, 1 + m/10}]]]

�w 10: Wypróbuj

RegionPlot[Abs[x + I∗y + I] <= Abs[x + I∗y - I], {x, -100, 100}, {y, -100, 100}]

i w ko«cu przygotuj si¦ na Euro 2012:

RegionPlot[Abs[x + I∗y + I] <= Abs[x + I∗y - I], {x, -100, 100}, {y, -100, 100},PlotStyle
-> Red]

2.8 Kolory

RegionPlot[{(x - 2)^2 + y^2 <= 1 , (x + 2)^2 + y^2 <= 1}, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, PlotStyle
-> {Magenta, Cyan}] - zaznacza na pªaszczy¹nie dwa regiony okre±lone nierówno±ciami w
danym zakresie zmiennych x i y oraz barwi ka»dy z regionów na wskazany kolor

Red, Blue, Green - trzy podstawowe kolory

Cyan, Magenta, Yellow - trzy kolory dopeªniajace

Hue[t] - kolor odpowiadaj¡cy parametrowi t, który zmienia si¦ mi¦dzy 0 i 1

ParametricPlot[{u, Sin[u]}, {u, 0, 1}] - zaznacza na pªaszczy¹nie dan¡ krzyw¡

�wiczenie 1: Wykonaj dziaªanie RegionPlot[{(x - 2)^2 + y^2 <= 1 , (x + 2)^2 + y^2
<= 1}, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, PlotStyle -> {Red, Cyan}]. A potem troch¦ naªó» na siebie
uzyskane kóªka, »eby sprawdzi¢, czy kolory si¦ zmieszaj¡.

�wiczenie 2: Uzyskaj obrazek:

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2
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�wiczenie 3: Wykonaj dziaªanie

Animate[RegionPlot[x^2 + y^2 <= 1, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotStyle -> {Hue[t]}], {t, 0, 1}]

�wiczenie 4: Wykonaj dziaªania

om = E^(Pi∗I/6);

list = Table[(x - Re[om^t])^2 + (y - Im[om^t])^2 <= 1/4, {t, 1, 12, 2}];

RegionPlot[list,{x, -2, 2}, {y, -2, 2}, PlotStyle -> {Hue[1/12], Hue[3/12], Hue[5/12], Hue[7/12],
Hue[9/12], Hue[11/12]}]

�wiczenie 5: Wykonaj dziaªanie

ParametricPlot[{Cos[2∗Pi∗u], Sin[2∗Pi∗u]}, {u, 0, 1}, ColorFunction -> (Hue[#3] &)]

�wiczenie 6: Wykonaj dziaªanie

PieChart[Table[Style[1, Hue[h, 1, 1]], {h, -.5, .5, .01}], ChartStyle -> EdgeForm[None]]

�wiczenie 7: Wykonaj dziaªania

n = 0;

list = {{1, 1}, {1, 1}};

Lista = {{1, 0}, {0, 1}};

For[i = 0, i < n, i++, Lista = KroneckerProduct[list, Lista]];

ArrayPlot[Lista, ColorRules -> {1 -> Blue, 0 -> Green}]

a potem zmie« n tak aby uzyska¢ spektakularn¡ mieszanin¦ niebieskiego i zielonego:

Wypróbuj inne kolory zamiast Blue i Green (ale nie bierz n≥12, bo zawiesisz system :)
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3 Algebra

3.1 Wektory w R1 i R2

Abs[-6] - warto±¢ bezwzgl¦dna,

{1,3} - wektor,

{2,4}*{3,5} - daje {2*3,4*5},

Total[{5,6}] - suma liczb.

�wiczenie 1: Oblicz odlegªo±ci mi¦dzy liczbami 5 i -6.

�wiczenie 2: Dany jest punkt A(−196, 206). Znajd¹ wspóªrz¦dne punktu B le»¡cego na osi
Ox je»eli wiadomo, »e odcinek AB tworzy z osi¡ Ox k¡t 135◦.

�wiczenie 3: Znajd¹ na osi Ox punkt równo oddalony od punktów (231,242) i (142,933).

�wiczenie 4: Znale¹¢ punkt równo oddalony od obu osi wspóªrz¦dnych i od punktu (-13,74).

�wiczenie 5: Wyka», »e suma kwadratów odlegªo±ci dowolnego punktu M od wierzchoªków
danego prostok¡ta ró»ni si¦ od poczwórnego kwadratu odlegªo±ci punktu M od ±rodka pros-
tok¡ta o staª¡ warto±¢ liczbow¡, niezale»n¡ od poªo»enia punktu M .

�wiczenie 6 Uzasadnij, »e dowolny k¡t wpisany w okr¡g i oparty na jego ±rednicy jest k¡tem
prostym.

3.2 Wektory, równania prostych, k¡ty biegunowe

Solve[{2x+3y==4, 4x+6y==9},{x,y}] - rozwi¡zuje ukªad równa«.

Eliminate[{2x+3y==4, 4x+6y==9},x] - eliminuje zmienn¡ z ukªadu równa«.

�wiczenie 1: Zamie« równanie parametryczne prostej x = 2 + 3t, y = 5 + 7t na równanie
ogólne.

�wiczenie 2: Znajd¹ k¡ty biegunowe wektorów [2, 2], [1,−1], [−3, 3], [0,−4], [2, 0], [
√

3, 1],
[−1,
√

3].

�wiczenie 3: Rozªó» wektor [3, 7] na kombinacj¦ liniow¡ wektorów [26, 35] i [74, 32]. To
samo dla [39, 42], [65, 70].
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�wiczenie 4: Dla jakich x wektory (a) [x,1] i [4,2]; (b) [x, x2] i [-3,9]; (c) [x,1] i [9,x]; (d)
[x, x2] i [1,x]; s¡ liniowo zale»ne?

�wiczenie 5: Uzasadnij, »e ±rodkowe (w trójk¡cie) przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie i dziel¡
si¦ w proporcji 1 : 2.

�wiczenie 6: Uzasadnij, »e symetralne i dwusieczne przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

�wiczenie 7: Uzasadnij, »e ±rodki boków dowolnego czworok¡ta tworz¡ równolegªobok.

�wiczenie 8: Dane s¡ wspóªrz¦dne punktów P,Q,R b¦d¡cych ±rodkami boków trójk¡ta
ABC. Znajd¹ wspóªrz¦dne punktów A,B,C.

�wiczenie 9: Uzasadnij, »e w trapezie o podstawach a i b przek¡tne przecinaj¡ si¦ w sto-
sunku a : b.

3.3 Algorytm Euklidesa

Quotient[17,3] - dzieli caªkowicie (wynik caªkowity)

Mod[17,3] - daje reszt¦ z dzielenia

n = 1; While[n < 6, Print[n]; n ++] - p¦tla

If [2==2,Print["Prawda"],Print["Nieprawda"]]

�wiczenie 1: U»ywaj¡c powy»szych funkcji, napisz funkcj¦ dwóch zmiennych, która dziaªa
jak algorytm Eukidesa.

�wiczenie 2: Znajd¹ GCD[12,16,18]

3.4 Iloczyn skalarny i wyznacznik

u.v - iloczyn skalarny wektorów o wspóªczynnikach rzeczywistych

Det[A] - wyznacznik macierzy A

�wiczenie 1: Zde�niuj iloczyn skalarny i wyznacznik.

�wiczenie 2: Sprawd¹, czy trójk¡t o wierzchoªkach A(5,−4), B(3, 2) i C(2,−5) jest pros-
tok¡tny.
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�wiczenie 3: Punkty A(0, 0) i B(−3, 5) s¡ wierzchoªkami trójk¡ta, którego trzeci wierz-
choªek le»y na osi Ox. Znajd¹ ten trzeci wierzchoªek wiedz¡c, »e ±rodkowe poprowadzone z
punktów A i B s¡ wzajemnie prostopadªe.

�wiczenie 4: Rozstrzygnij czy punkty (a) A(1,−1), B(3, 3), C(13, 23); (b) A(1,−1), B(3, 3),
C(23, 33); s¡ wspóªliniowe.

�wiczenie 5: Oblicz odlegªo±¢ punktu (2, 3) od prostej przechodz¡cej przez punkty (−2, 0)
i (1,−3).

�wiczenie 6: Dane s¡ punkty A(−2,−3), B(3, 2),M(2, 0), N(5, 0). Rozstrzygnij czy punkty
M i N le»¡ po tej samej stronie prostej AB czy po przeciwnych stronach.

3.5 Krzywe

ContourPlot[{x�3==y�2, 2x-3==y�2+x*y}, {x, -10, 10}, {y, -10, 10}] - rysuje zbiór rozwi¡za«
równania w podanym zakresie.

�wiczenie 1: Rozpoznaj nast¦puj¡ce krzywe, nast¦pnie narysuj ich wykresy i sprawd¹
poprawno±¢ swoich przypuszcze« (a) x− y+ 5 = 0; (b) x2 + 2x+ y2 = 0; (c) x+ y2 + 5 = 0;
(d) x2 + 4y2 − 6x = 0; (e) 2x + 3y + 5 = 0; (f) 2x2 + 3y + 2y2 = 0; (g) 2x − 3y2 + 6y = 0;
(h) xy − x− 1 = 0.

�wiczenie 2: Znajd¹ punkty przeci¦cia nast¦puj¡cych par krzywych. Narysuj ich wykresy
i sprawd¹ poprawno±¢ swoich oblicze«:
(a) x2+y2 = 25, x2−10x+y2−10y+45 = 0; (b) (x−2)2+(y−1)2 = 4, (x+1)2+(y+2)2 = 10;
(c) x2 − 12x + 3y2 + 3y = 140, 2x − 3 = 5y2; (d) x2 − 12x + 3y2 + 3y = 140, xy = 5; (e)
2x− 3 = 5y2, xy = 4.

�wiczenie 3: Znajd¹ równania prostych zawieraj¡cych wysoko±ci w trójk¡cie o wierz-
choªkach A(2, 1), B(−1, 3), C(−2,−1). Sprawd¹, »e przecinaj¡ si¦ one w jednym punkcie.
Zadanie rozwi¡» równie» gra�cznie.

�wiczenie 4: W trójk¡cie ABC dane s¡ wierzchoªki A(−4, 3), B(4,−1) oraz punkt M(3, 3)
przeci¦cia si¦ wysoko±ci trójk¡ta. Oblicz wspóªrz¦dne wierzchoªka C. Narysuj wykresy.

3.6 Odwzorowania liniowe

• {a, b} - wektor [a, b]

• f [{a, b}] - dziaªanie odwzorowania f na wektorze [a, b]

• Subscript[a, j]- indeks dolny (pojedynczy) aj

• Subscript[a, j, k]- indeks dolny (podwójny) aj,k
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• TranslationTransform[a, b] - translacja o wektor v = [a, b]

• A�neTransform[m] - transformacja a�niczna liniowa postaci u 7→ mu (m�macierz)

• A�neTransform[m,v] - transformacja a�niczna postaci u 7→ mu + v (m�macierz,
v�wektor)

• A�neTransform[{{{a1,1, a1,2}, {a2,1, a2,2}}, {b1, b2}}] - transformacja a�niczna we
wspóªrz¦dnych

• RotationTransform[Pi/3] - obrót o k¡t π
3

• RotationTransform[30Degree] - obrót o k¡t 30 stopni

• ContourPlot[g[x,y]==0,{x, a, b}, {y, c, d}] - rysuje krzyw¡ b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem rów-
nania g(x, y) = 0, dla a ≤ x ≤ b i c ≤ y ≤ d.

• ContourPlot[g[x,y],{x, a, b}, {y, c, d}] - rysuje poziomice funkcji g(x, y), dla a ≤ x ≤ b
i c ≤ y ≤ d.

�wiczenie 1. Napisa¢ odwzorowanie przesuni¦cia na pªaszczy¹nie o wektor v = [−2, 3]

i sprawdzi¢ jakie b¦d¡ obrazy i przeciwobrazy kilku wybranych wektorów. Podobnie dla
v = [3,−1].

�wiczenie 2. Napisa¢ wzorem odwzorowanie a�niczne (liniowe), dziaªaj¡ce jako macierz[
1 2
0 3

]
i znale¹¢ obrazy kilku wybranych wektorów.

�wiczenie 3. Napisa¢ wzorem odwzorowanie a�niczne u 7→ mu + v, dziaªaj¡ce poprzez

macierzm =
[
3 −1
2 −3

]
oraz przesuni¦cie o wektor v = [−2, 1], i znale¹¢ obrazy kilku wybranych

wektorów.

�wiczenie 4. Napisa¢ wzorem odwzorowanie polegaj¡ce na obrocie na pªaszczy¹nie o k¡t
π
3 i wyznaczy¢ obrazy kilku wybranych wektorów. Sprawdzi¢, w któr¡ stron¦ obracany jest
dany wektor.

�wiczenie 5. Narysowa¢ krzyw¡ b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem równania x2 + 3xy + y2 − 2 = 0, a

nast¦pnie jej przesuni¦cia o kilka wybranych wektorów.

�wiczenie 6. Wykona¢ przeksztaªcenie polegaj¡ce na obrocie o 60 stopni krzywej otrzymanej

w �wiczeniu 5.
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3.7 Odwzorowania liniowe i a�niczne

• ScalingMatrix[a,b,c] - transformacja liniowa postaci u = (u1, u2, u3) 7→ (au1, bu2, cu3)

• ScalingMatrix[s] - mno»enie ka»dej wspóªrz¦dnej przez liczb¦ s

• Transpose{{a, b}, {c, d}} - transponuje macierz:
[
a b
c d

]
Transpose7−→

[
a c
b d

]
• A�neTransform[m] - transformacja a�niczna liniowa postaci u 7→ mu (m�macierz)

• A�neTransform[m,v] - transformacja a�niczna postaci u 7→ mu+ v

(m�macierz (cz¦±¢ liniowa), v�wektor (cz¦±¢ translacyjna))

• Inverse[m] - odwraca macierz m.

• Projection[u, v] -rzut wektora u w kierunku wektora v

�wiczenie 1. Skonstruowa¢ jednokªadno±¢ JkS o ±rodku S = (1, 3) i skali k = 3. Wyznaczy¢

obrazy wektorów u = [2,−5], u′ = [−1,−2] oraz u′′ = [−3, 4].

Wskazówka: wyznaczy¢ translacj¦ T , przeksztaªcaj¡c¡ punkt S na (0, 0), nast¦pnie zas-
tosowa¢ skalowanie J o skali 3, a potem translacj¦ Tu o wektor u:

J3
S(u) := Tu ◦ J ◦ T (u); czyli u

T7→ Tu
J7→ J(Tu) Tu7→ Tu(J(Tu)) := J(Tu) + u

�wiczenie 2. Napisa¢ macierz przeksztaªcenia liniowego T , które przeprowadza wersory

odpowiednio na wektory T : e1 7→ [1, 1] i T : e2 7→ [0, 2]. Wyznaczy¢ obrazy wektorów [1, 1] ,
[−1, 2], [0,−3/2] oraz [0, 0].

�wiczenie 3. Orientacj¦ wektorów wyznacza znak wyznacznika, utworzonego z nich. Wyz-

naczy¢ orientacj¦ par wektorów u, v dla

(1) u = [−1, 1], v = [−1,−1], (2) u = [−1, 1], v = [−2, 2]

�wiczenie 4. Za pomoc¡ operacjiA�neTransform[m, v] wyznaczy¢ przeksztaªcenie a�niczne

zadane wzorem T [x, y] = [3x+4y+1, 4x−3y−2/3]. Znale¹¢ obrazy wektorów [−1, 2], [0,−3]
oraz [−2, 4] oraz obrazy wersorów.

�wiczenie 5. Wyznaczy¢ cz¦±¢ liniow¡m oraz cz¦±¢ translacyjn¡ v przeksztaªcenia a�nicznego

Tw = mw + v, okre±lonego w �wiczeniu 5.

�wiczenie 6. Wyznaczy¢ przeksztaªcenie S : w 7→ nw + u odwrotne do T : (1) wyznaczy¢

macierz n odwrotn¡ do m za pomoc¡ przeksztaªcenia, (2) wyznaczy¢ wektor u rozwi¡zuj¡c
odpowiednie równanie, (3) sprawdzi¢, »e przeksztaªcenie R : w 7→ m−1w−v nie jest odwrotne
do T .

�wiczenie 7. Wyznaczy¢ rzut wektora u w kierunku wektora v dla nast¦puj¡cych par

wektorów (u, v): (1) ([1, 2], [3,−1]), (2) ([−2,−1], [2, 3]), (3) ([2,−3], [3, 2])
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3.8 Znajdowanie postaci kanonicznej

• RotationTransform[30Degree] - obrót o 30 stopni

• RotationTransform[Pi/4] - obrót o π/4

• ContourPlot[g[x, y], {x, a, b}, {y, c, d}, Axes− > True] - rysowanie poziomic funkcji
dwóch zmiennych w podanym zakresie wraz z osiami OX i OY

�wiczenie 1. Narysowa¢ poziomice funkcji g(x, y) := 2x2 + 3y2 − 4x + 18y. Spróbowa¢

zgadn¡¢ o ile nale»y przesun¡¢ zmienne x, y aby punkt (0, 0) staª si¦ ±rodkiem symetrii
otrzymanego rysunku. Nast¦pnie podstawi¢ to przesuni¦cie do wzoru g(x, y) i sprawdzi¢, czy
otrzymana posta¢ jest kanoniczn¡.

�wiczenie 2. Narysowa¢ poziomice funkcji g(x, y) := 2x2 + 3xy + y2. Spróbowa¢ zgadn¡¢

o ile nale»y obróci¢ (ew. przeun¡¢) rysunek tak, aby punkt (0, 0) staª si¦ jego ±rodkiem
symetrii. Nast¦pnie podstawi¢ to przesuni¦cie do wzoru g(x, y) i sprawdzi¢, czy otrzymana
posta¢ jest kanoniczn¡.

�wiczenie 3. Narysowa¢ poziomice funkcji g(x, y) := x2 − 5y2 − 4x − 50y. Spróbowa¢

zgadn¡¢ o ile nale»y obróci¢ (ew. przeun¡¢) rysunek tak, aby punkt (0, 0) staª si¦ jego
±rodkiem symetrii. Nast¦pnie podstawi¢ to przesuni¦cie do wzoru g(x, y) i sprawdzi¢, czy
otrzymana posta¢ jest kanoniczn¡.

�wiczenie 4. Narysowa¢ krzyw¡, b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem równania x2− 2xy+ y2 +x+ y = 0,

a nastepnie obróci¢ j¡ tak, aby jedna z osi ukªadu stanowiªa jej o± symetrii.

�wiczenie 5. W powy»szych ¢wiczeniach narysowa¢ kilka poziomic podanej funkcji g(x, y)

na jednym wykresie, a nast¦pnie, na innym wykresie, kilka dowolnych obrotów tych krzywych.

3.9 Ukªady równa« liniowych

• MatrixRank[m] oblicza rz¡d macierzy m

• Det[m] oblicza wyznacznik macierzy m

• Solve[ax+by==p & & cx+dy==q, {x,y}] rozwi¡zuje podany ukªad równa«

• Inverse[m] wyznacza macierz odwrotn¡ do macierzy kwadratowej m

�wiczenie 1. Wyznaczy¢ rz¡d ka»dej z nast¦puj¡cych macierzy:

25



m1 :=
[

1 2 −1
−3 4 −2

]
, m2 :=

−1 3 −2 4
2 −3 −1 −2
2 −5 1 3

 , m3 :=

 0 −1 1 0
−1 1 0 −1
1 0 −1 1

 ,

�wiczenie 2. Wyznaczy¢ rz¡d macierzy gªównej W i rz¡d macierzy rozszerzonej [W |B] dla

nast¦puj¡cych ukªadów równa«:

a)
{

x+ 2y = 8
2x− 3y = 2 ,

{
x− 2y = 3

−2x+ 4y = −6 ,

{
2x− 6y = 1
−3x+ 9y = −2 .

b)

 −x+ 3y − 2z = 4
2x− 3y − z = −2
2x− 5y + z = 3

,

 −y + z = 0
−x+ y − z = −1

x− z = 1
.

�wiczenie 3. Rozwi¡za¢ ukªady równa« z �wiczenia 2., korzystaj¡c z polecenia �olve".

�wiczenie 4. Rozwi¡za¢ ukªady równa« z �wiczenia 2., metod¡ wyznaczników, obliczaj¡c

wyznaczniki W,Wx,Wy.

�wiczenie 5. Sprawdzi¢, który z ukªadów równa« z �wiczenia 2. ma dokªadnie jedno

rozwi¡zanie. Nast¦pnie wyznaczy¢ to rozwi¡zanie, znajduj¡c macierz odwrotn¡ do macierzy
gªównej tego ukªadu.

3.10 Wektory i macierze

• VectorAngle[u,v] � oblicza k¡t mi¦dzy wektorami u i v.

• Norm[u] � oblicza norm¦ wektora u

• u.v � mno»enie skalarne wektorów u i v.

• Det[u,v,...] � oblicza wyznacznik macierzy utworzonej z wektorów u, v,...

• CharacteristicPolynomial[m, x] � oblicza wielomian charakterystyczny macierzym
dla zmiennej x

�wiczenie 1. Obliczy¢ iloczyny skalarne wszystkich par wektorów u i v, je±li u ∈ {(1, 2, 3), (−2, 0, 3), (−1, 1,−2)}

oraz v ∈ {(2, 0,−1), (1, 3, 1), (2,−1, 0)}.

�wiczenie 2. Wyznaczy¢ w przybli»eniu k¡ty mi¦dzy poszczególnymi parami wektorów u i
v z �wiczenia 1.

�wiczenie 3. Wyznaczy¢ normy wektorów u i v z �wiczenia 1.
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�wiczenie 4. Zbada¢, które trójki spo±ród powy»szych wektorów s¡ liniowo niezale»ne.

�wiczenie 5. Utworzy¢ macierz zde�niowan¡ wzorem ai,j := i − j, dla i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
i obliczy¢ jej wyznacznik oraz wielomian charakterystyczny. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne tej
macierzy.

�wiczenie 6.Utworzy¢ macierz zde�niowan¡ wzorem bi,j := i + j, dla i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}
i obliczy¢ jej wyznacznik oraz wielomian charakterystyczny. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne tej
macierzy.

�wiczenie 7.Utworzy¢ macierz zde�niowan¡ wzorem ci,j := i2−j+1, dla i, j ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
i obliczy¢ jej wyznacznik oraz wielomian charakterystyczny. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne tej
macierzy.
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