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1 Wprowadzenie

Niniejszy skrypt dotyczy pierwszego semestru zajeé ,Pracownia graficzna wizualizacji obiek-
tow matematycznych” w ramach projektu ,Matematyka na UWr — studia pelne mozliwosci”
realizowanego na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego pod egida
Programu Operacyjnego Kapital Ludzki.

Celem zajeé jest zapoznanie studentéw z metodami wizualizacji podstawowych pojeé z za-
kresu analizy i algebry w oparciu o program Mathematica 8 dzialajacy pod systemem oper-
acyjnym Linux.

Mathematica jest programem licencjonowanym stworzonym w angielskiej wersji jezykowe;j.
Jego uproszczona wersja dostepna jest w wersji darmowej jako aplikacja on-line na stronie:
www.wolframalpha.com.



1.1 Uruchomienie programu

Program mozna wywota¢ w terminalu komenda mathematica, lub kliknieciem na ikone pro-
gramu. Po pojawieniu sie panelu Mathematica nalezy stworzy¢ arkusz kalkulacyjny klikajac
na zaktadke Notebook. Zadane operacje wpisuje sie w arkusz kalkulacyjny, a ich uruchomie-
nie wywoluje si¢ wciskajac klawisze Shift+Enter lub klawisz Enter Num. (czyli klawisz Enter
znajdujacy sie na prawym brzegu klawiatury). Arkusz mozna zapisa¢ wybierajac zaktadke
File, a w niej opcje Save As (lub potem Save). Nazwa pliku musi zawiera¢ rozszerzenie .nb,
na przyktad plik.nb. Aby uzyskaé¢ informacje o komendach dostepnych w programie mozna
w panelu arkuszu kalkulacyjnego wybra¢ zaktadke Help, a w niej opcje Documentation
Center. W otwartym w ten sposéb panelu pomocy znajduje sie wyszukiwarka SEARCH,
dzieki ktorej mozliwe jest uzyskiwanie informacji na dany temat w jezyku zngielskim. Dla
przykladu, jesli interesujacym nas tematem sa macierze, w wyszukiwarce nalezy wpisaé¢ stowo
matrix.

1.2 Podstawowe operacje

244 - suma

4 — 3 - réznica

5% 2 - iloczyn

17/23 - iloraz

5”3 - potega

Abs[-7] - wartosé¢ bezwzgledna

Sqrt[5] - pierwiastek kwadratowy

() - nawiasy

Pi - liczba =

E - liczba e

N[Pi] - przyblizona warto$¢ numeryczna (szesciocyfrowa)
N[Pi,10] - podaje dziesieciocyfrowa przyblizona warto$¢ numeryczna

3.14 - liczba 3,14 (UwAaGA: W kulturze zachodniej jednosci oddziela sie od czesci dziesietnych
kropka. Jesli o tym zapomnisz, to program nie zadziala prawidtowo.)

% - wynik ostatniego obliczenia

Cwiczenie 1: Oblicz: (74 3) %2, (30 — 12)/3, (2 — 4).

Cwiczenie 2: Wykonaj dziatania: 2/3 + 3/4, 77/21, 77/17.

) e . . .o 17 11 77 &l i i
UwAGA: Otrzymane wyniki powinny mie¢ posta¢: 13, 5, 17. Jesli w swych obliczeniach

uzywasz liczb catkowitych, to Mathematica wykona na nich dzialania algebraiczne (a nie
numeryczne).



Cwiczenie 3: Wykonaj dziatania: N[2/3 + 3/4], N[77/21], N[77/17].

UwAGA: Otrzymane wyniki powinny mieé¢ posta¢: 1.41667, 3.66667, 4.52941. Sa to przy-
blizenia numeryczne liczb uzyskanych w poprzednim ¢wiczeniu.

Cwiczenie 4: Wykonaj dziatania: 2./3 + 3/4, 77./21, 77./17.

UwAGA: Otrzymane wyniki powinny by¢ takie same jak w poprzednim ¢wiczeniu. Mathemat-
tca interpretuje liczbe 2. jako 2.0 i dlatego powyzsze dzialania wykonywane sa numerycznie
(a nie algebraicznie). Podobnie, liczba .2 interpretowana jest jako 0.2 (czyli dwie dziesiate).

Cwiczenie 5: Wykonaj dziatania (2°(1/2) + 3~(1/3))/(4~(1/4)+5"(1/5)), %, N[%].

UWwAGA: Pierwszy wynik powinien mie¢ postaé gigi /z. Komenda % powinna wywolaé
ostatni wynik obliczen, czyli ponownie gig’i;: A komenda N[%] powinna daé¢ przyblizenie

numeryczne ostatniego wyniku, czyli 1.02238.
Cwiczenie 6: Zbadaj, ktora liczba jest wicksza e™ czy 7°.

Cwiczenie 7: Zbadaj jaka cyfra znajduje sie na trzynastym miejscu “po przecinku” w
rozwinieciu dziesietnym liczby .

UwAcA: Uzycie komendy N[Pi,13] daje 3.141592653590, ale zero nie jest dobra odpowiedzia.
Wynika to z tego, ze komenda N[Pi,13] poda przyblizenie numeryczne liczby 7 skladajace
sie z trzynastu cyfr (wlaczajac cyfry uzyte do zapisania jednosci). Uzycie komendy N[Pi,14]
daje 3.1415926535898, ale osiem ponownie nie jest dobra odpowiedzia, wynika to z tego, ze
przyblizenie numeryczne jest zaokraglane. Uzycie komendy N[Pi,15] daje 3.14159265358979,
co pozwala odkry¢, ze szukana cyfra jest siedem.

Cwiczenie 8: Zbadaj jaka cyfra znajduje sie na czterdziestym szostym miejscu “po przecinku”
w rozwinieciu dziesietnym liczby e.

UwAcA: Uzycie komendy N[E,48] daje koricowke 70, ale siedem nie musi by¢ dobra odpowiedzia
ze wzgledu na to, ze kolejng otrzymana cyfra jest zero. Podobnie uzycie komend N[E,49] oraz
N[E,50] nie pozwala osiagnaé konkluzji. Dopiero uzycie komendy N[E,51] pozwala pozna¢
odpowiedz.



2 Analiza

2.1 Indukcja i rekurencja

Sumli~3, {i,7}] - suma wyrazéw ciagu i> od i réownego 1 do 7

Sumli~3, {i,2,7}] - suma wyrazéw ciagu i> od i ré6wnego 2 do 7

Sumli~3, {i,2,7,3}] - suma wyrazoéw ciagu i* od i réwnego 2 do 7 co trzeci wyraz
Product[i~3, {i,7}] - iloczyn wyrazéw ciagu i od i réwnego 1 do 7

Product[i~3, {i,2,7}] - iloczyn wyrazéw ciagu i od i réwnego 2 do 7

Product[i~3, {i,2,7,3}] - iloczyn wyrazéw ciagu i® od i réownego 2 do 7 co trzeci wyraz
a[1]=1; a[n_ |:=2x*a[n-1] - sposob definiowania ciagu rekurencyjnego a; = 1, a,, = 2a,,—1

; - umieszczenie §rednika na koncu linii w arkuszu kalkulacyjnym powoduje, ze wynik operacji
danej w tej linii nie jest wyswietlany na ekranie.

Clear[a] - oczyszcza zmienna a z przypisanych jej wezesniej wartosci, dzieki czemu moze by¢
ona ponownie uzyta jako wolna zmienna.

RSolve[{a[n] == 2xa[n-1], a[l] ==1},a|n],n] - rozwiazuje rownanie rekurencyjne

Cwiczenie 1: Sprawdz réwnosé
P+28 4. +nP=(01+2+...+n)

Cwiczenie 2: Wyprowadz wzory na S % dlakilku k = 1,2,3,... To samo, gdy w sumie
wystepuja same skladniki nieparzyste lub parzyste.

UwaGA: Wpisujac komende Sum|i~k, {i, n}] uzyskujemy odpowiedz HarmonicNumber|n,
-k]. Jesli jednak wyszczegdlnimy wartosé k, to uzyskamy rzadany wzor, np. Sum[i~2, {i, n}]
daje wynik $n(1+n)(1+ 2n).

Cwiczenie 3: Wykonaj dziatanie Sum[1/(1 + Sqrt[i]), {i, n}].

9
. 1
Cwiczenie 4: Sprawdz czy jest mniejsze od 3.

; 1++i
Cwiczenie 5: Sprawdz, czy

2n —1
142-34+3-32 4. .n-3"1 >~ gn,

Cwiczenie 6: Znajdz a1, gdzie a, zdefiniowane jest rekurencyjnie jako a1 = 1, a, =
2
a;_1 — 3.

Cwiczenie 7: Powtoérz poprzednie ¢wiczenie z ciagiem a1 = 1, a, = a2_, — 4.

UwAGA: Mimo “drobnej”’ zmiany we wzorze rekurencyjnym generuje on na tyle duze liczby,
ze wykraczaja one poza zdolno$ci obliczeniowe programu Mathematica , co skutkuje wyrzuce-
niem komunikatu Overflow][].



Cwiczenie 8 (Niebezpieczne): Powtorz poprzednie ¢wiczenie z wyrazem ag; zamiast arj.

UwAGA: Mimo, ze tym razem zadamy wyznaczenia wcze$niejszego wyrazu, efekt jest o wiele
gorszy. Mathematica nie jest w stanie szybko ocenié, czy tego typu obliczenie przekracza
jej mozliwodci i stara sie procesowac to zadanie. Bardzo wazne jest zauwazenie, ze “ Mathe-
matica liczy”. Program nie jest zawieszony, tylko zanurzony w gaszczu obliczen. Swiadczy o
tym pogrubiona klamra obejmujaca dany blok obliczeniowy po prawej stronie arkusza kalku-
lacyjnego: J]. Aby przerwaé te obliczenia nalezy wybra¢ w panelu arkusza kalkulacyjnego
zaktadke Evaluation, a w niej opcje Abort Evaluation i... poczekac.

Cwiczenie 9: Znajdz wzor na a,, zdefiniowane rekurencyjnie jako a1 = 1, a,, = 2a,_1 + 3.

UwAGA: Uzycie komendy RSolve[{a[n] == 2xa[n-1] + 3, a[1] == 1}, a[n], n] nie przyniesie
pozadanych rezultatow. Wynika to z tego, ze w poprzednim ¢wiczeniu zmiennej a zostaty
juz przypisane pewne wartosci. Dlatego przed uzyciem komendy RSolve nalezy oczy$cié zmi-
enna a uzywajac komendy Clear[a]. Inna metoda jest zmiana oznaczeri, mozna np. uzy¢
RSolve[{c[n] == 2«c[n-1] + 3, c[l] == 1}, c[n], n], o ile zmienna ¢ jest wolna. Podob-
nie musimy zadbac o to, aby zmienna n réwniez byla wolna (czyli nie miala przypisanych
wezesniej wartosci).

Po poprawnym zastosowaniu komendy RSolve powinien sie pojawi¢ wynik {{a[n]-> -3+2!7"}}.
Niestety w zaleznosci od rozdzielczosci ekranu znak “+” w wyktadniku moze przypominaé
szarg kropke. Aby wyjasnié tego typu watpliwo§é mozna kliknaé¢ na szarg kropke i wcisnaé
klawisz Enter.

Cwiczenie 10: ZnajdZ wzor na a,, zdefiniowane rekurencyjnie jako a; = 1, a,, = a2_; — 1.

UwAGA: Uzycie komendy RSolve[{a[n] == a[n-1]"2 - 1, a[l] == 1}, a|n], n] nie przyniesie
pozadanych rezultatéow. Mathematica nie jest w stanie rozwigzac tego réwnania rekuren-
cyjnego. A czy Ty potrafisz to zrobic¢?

Cwiczenie 11: Na farmie sa dwa mlode kroliki z rasy ktoéra ma nastepujace wlasnosci.

Kroliki zyja wiecznie.

e Mtode kroliki nie rozmnazaja sie.

Po roku mlode kroliki dojrzewaja.

Dojrzalta para krolikow rozmnaza sie co roku, dajac jako potomstwo jedna pare mtodych
krolikow.

Znajdz wzoér na ilo§¢ par krolikow, ktore beda mieszkaty na tej farmie po n latach.

2.2 Dwumian Newtona

a=x+y - wprowadza oznaczenie a = & + y

Expand|(x+y) 3| - komenda Expand rozwija zadane wyrazenie, w tym przypadku wielomian
(r 4+ y)? zostanie rozwiniety zgodnie z formuta na dwumian Newtona.

7! - silnia (r6wnowazna komenda to Factorial[7])

7! - podwdjna silnia



Binomial[10,3] - (7).

Table[i~3, {i,2,7}] - tworzy tzw. liste, czyli skonczony ciag wyrazen danego typu poczawszy
od i réwnego 2 do 7, w tym przypadku ciag {23,33,43, 53,63, 73}

ListPlot[lista] - pokazuje wykres wyrazow ciagu zdefiniowanego jako lista

ListPlot[lista, PlotRange -> Full] - komenda PlotRange -> Full powoduje, ze wykres pokazany
jest w pelnym zakresie

Cwiczenie 1: Wykonaj dziatanie Expand|(x-+y)~3].

Cwiczenie 2: Wykonaj dziatania: a=x+y; Expand[a”3].
Cwiczenie 3: Wykonaj dziatania: a=x+y; Clear|a|; Expand[a3].
Cwiczenie 4: Sprawdz, czy (130) = 5L

Cwiczenie 5: Sprawdz, ktora liczba jest wieksza (165) czy Tl

(201211)2 o T
o T
(2011112 - (2013112 °¥

Cwiczenie 6: Sprawdz, ktora liczba jest wicksza 5

Cwiczenie 7: Wykonaj dziatanie Table[i"3, {i,2,7}].

Cwiczenie 8: Wykonaj dzialanie lista=Table[Binomial|7,i], {i,0,7}]. Poréwnaj uzyskany
wynik z wynikiem operacji Expand|(x+y)~7].

Cwiczenie 9: Wykonaj dziatanie ListPlot[lista].
Cwiczenie 10: Wykonaj dziatania: lista=Table|Binomial[100,i], {i,0,100}]; ListPlot[lista].

UWwAGA: Celem ¢wiczenia jest uzyskanie wykresu rozktadu wspoétczynnikow Newtona. Dlat-
ego warto jest uzy¢ §rednika po komendzie definiujacej liste. W przeciwnym wypadku przed
wykresem na ekranie pojawi sie dlugi cigg liczb. Otrzymany wykres powinien mie¢ ponizsza
postac:

5><1028j
4><1028;
3><1028;
2><1028;

1x10% -

.
s o® | . . . 1 %, " "

20 40 60 80 100

Nalezy zauwazy¢, ze otrzymana grafika nie pokazuje pelnego wykresu. Aby uzyskaé pelny
obraz nalezy uzy¢ komendy ListPlot[lista, PlotRange -> Full]. Woéwczas otrzymany wynik
powinien uzyskac postac:



1><1029j
8x1025}
6x1025}
4x1025}

2x10% -

2.3 Ciagi

Less|x, y| - komenda poréwnujaca liczby x iy, jesli x < y, to wynikiem jest komunikat True,
jesli x > y, to wynikiem jest komunikat False.

LessEquall[x, y] - komenda poréwnujaca liczby z iy, jesli z < y, to wynikiem jest komunikat
True, jesli x > y, to wynikiem jest komunikat False.

Sort[{3,7,5}] - komenda sortujaca liste rosnaco wedtug ustalonego sposobu porzadkowania,
w tym wypadku liczby zostang ulozone w ciag rosnacy

Sort[{3,7,5},Less| - komenda sortujaca liste rosnaco zgodnie z wartoscig numeryczna elemen-
tow listy

Sort[{3,7,5},Greater] - komenda sortujaca liste malejaco zgodnie z wartoscia numeryczna
elementéw listy

Do[Print[n~2], {n,9}] - wyswietla na ekranie kolejne wyrazy danego ciagu poczawszy od n
réownego 1 do 9

Do[Print[n"2], {n,2,9}] - wy$wietla na ekranie kolejne wyrazy danego ciagu poczawszy od n
réwnego 2 do 9

Do[Print[n~2], {n,2,9,3}] - wyswietla na ekranie co trzeci wyraz danego ciagu poczawszy od
n réwnego 2 do 9

Limit[2, n -> Infinity| - liczy granice ciagu

Cwiczenie 1: Wykonaj dziatanie 2<7.

Cwiczenie 2: Wykonaj dziatanie Less|2,7).

Cwiczenie 3: Wykonaj dziatanie Sort[{2,7}].

Cwiczenie 4: Wykonaj dziatanie Sort[{do,re,mi,fa,sol,la,si,do}].

UwaGA: W tym przypadku sortowanie odbywa sie wedlug kolejnosci alfabetyczne;j.
Cwiczenie 5: Wykonaj dziatanie Sort[{do,re,mi,fa,sol,la,si,do},Less]|.

UwaGA: W tym przypadku sortowanie odbywa sie wedlug wartosci numerycznych. Poniewaz



nie zostaly one przypisane, to wynikiem jest oryginalna lista.
Cwiczenie 4: Wykonaj dziatanie Sort[{Pi, E, 2, 3, 1, Sqrt[2]}].

UWAGA: Lista nie zostanie posortowana wedlug wartosci numerycznych. Aby uporzadkowaé
te liczby nalezy uzyc komendy Sort[{Pi, E, 2, 3, 1, Sqrt|[2]},Less].

Cwiczenie 5: Sprobuj poréwnaé liczbe 21900 z 999999,

UwaGA: Uzycie komendy “<” jak i uzycie komendy Less lub Sort powoduje pojawienie sie
komunikatu Overflow [ | §wiadczacego o tym, ze poréwnywane liczby sa zbyt duze.

Cwiczenie 6: Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby 262, 101°1, 12395,
Cwiczenie 7: Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby

(5 . \/377)2008’ (6 . \/377)20097 (7 o m)QOH’ (9 . \/@)2013'

Cwiczenie 8: Uporzadkuj w kojejnosci malejacej liczby

(—=1)"v/n2 +5n+ 3+ (=1)""1y/2n2 — 2,
gdzie n € {1,...20}.
n®+n?+vn+1

Cwiczenie 9: Zbadaj, czy ciag a, = jest monotoniczny
nd+n+1

Cwiczenie 10: Dla ponizszych ciagow wykonaj nastepujace czynnosci:

e Wylicz dostateczng ilo$¢ wyrazoéw, aby zorientowac sie do czego daza.

e Narysuj ich wykres dla dostatecznie duzych n, aby utwierdzi¢ sie co do swoich przy-
puszczen.

e Oblicz ich granice, i sprawdz, czy twoje przypuszczenia byly stuszne.

4n®> —5n+6 6n2 — 5n + 600 Van? —5n+6
3n2 — 6n + 300 13n2 —6n+7 6n + 300

VAnE — 53
Vian? — 5"+ 6 Vvn?4+6n—-3-—n Vn2 +n—+/n2—n.

3n2 — 6n + 300

2.4 Kresy
Maximize[x-x~2+1, x| - znajduje maksimum danej funkcji (zmiennej x) oraz punkt, w ktoérym
jest ono osiggane

Maximize[x~2-y "3, {x,y}] - znajduje maksimum danej funkcji (zmiennej x,y) oraz punkt, w
ktoérym jest ono osiagane

Maximize[{x-x~2+1, x<5}, x| - znajduje maksimum danej funkcji pod pewnym warunkiem
na zmienng x



NMaximize - komenda dzialajaca analogicznie jak Maximize tyle, ze wykonujaca obliczenia
numerycznie

Minimize - komenda dziatajaca analogicznie jak Maximize stuzaca znajdowaniu minimum

Table[n”2+4m,{m, 4},{n, 4}] - tworzy liste indeksowana m, ktorej elementami sa listy in-
deksowane n, wynikiem jest wiec macierz o zadanym wymiarze (tutaj cztery na cztery),
elementami otrzymanej listy sa wiersze macierzy

MatrixForm|Table[n~2-+m,{m, 4},{n, 4}]] - przedstawia liste w formie macierzy (rownowazna
komenda to Table[n~2+m,{m, 4},{n, 4}]//MatrixForm)

Flatten[Table[n~24+m,{m, 4},{n, 4}]] - tworzy liste, ktorej elementami sa wyrazy macierzy

Cwiczenie 1: Znajdz kresy zbioru {x € R:2? < 2} i zbadaj czy naleza one do zbioru.

UwacA: Uzycie komendy Maximize[{x, x~2 < 2}, x] jest poprawne, mimo iz generuje os-
trzezenie. Tre$¢ ostrzezenia §wiadczy o tym, ze kres nie nalezy do zbioru.

Cwiczenie 2: Znajdz kresy zbioru {zy : z,y € R A 22 +y* < 2} i zbadaj czy naleza one do
zbioru.

UwaAGA: Uzycie komendy Maximize[{xy, x"2+y~4 <= 2}, {x,y}] jest btedne. O ile Math-
ematica interpretuje “2y” jako “dwa razy y”, to “xy” nie jest interpretowane jako “x razy
y”, lecz jako nowa zmienna o nazwie “xy” (podobnie “y2” jest réwniez interpretowane jako
nowa zmienna - warto zwréci¢ uwage na kolory, ktérych Mathematica uzywa do wy$wietlania
roznych znakow). Uzycie poprawnej skladni w tej komendzie, czyli Maximize[{xxy, x~2+y~4
<= 2}, {x,y}] daje wynik algebraiczny zakodowany komenda Root, ktora jest wyjasniona
w panelu pomocy (np. Root[-32 + 27 #1°4 &, 1] oznacza pierwszy pierwiastek zespolony
réwnania —32 + 272* = 0). Dlatego, w celu uzyskania odpowiedzi numerycznej nalezy uzyc
komendy NMaximize, lub N|%].

Cwiczenie 3: Znajdz kresy zbioru {3%, :n € N} i zbadaj czy naleza one do zbioru.

UWAGA: Mathematica prawdopodobnie nie posiada specjalnej komendy wyznaczonej do tego
typu zadania. Ze wzgledu na to, ze problem jest dyskretny, mozna uzy¢ komendy ListPlot
do zbadania elementéw powyzszego zbioru.

Cwiczenie 4: Znajdz kresy zbioru {37711%137 :n € N} i zbadaj czy naleza one do zbioru.

UwacGA: Uzycie komendy ListPlot[Table[(37"n + n~37)/n!, {n, 40}]] daje wynik

25x10% [ .
20x10% [
r . .

15x10% [
10x10% [
50x10% |- .

77 3 !. '."."..‘

10 20 ) )

10



co nie pozwala na odczytanie n, w ktéorym przyjmowana jest warto§¢ maksymalna. Préba
zawezenia zakresu n i uzycie komendy ListPlot[Table[(37"n + n~37)/n!, {n, 11, 16}]] daje
wynik, w ktorym liczby na osi n sa przesuniete. W istocie, to co na osi n oznaczane jest
jedynka odpowiada pierwszej wskazanej przez nas wartosci dla n w komendzie tworzacej liste,
czyli jedenastce. Szostka zas odpowiada koncowej wartosci n, ktorg zadaliSmy w liscie, czyli
szestnastce. Dzieki temu mozemy poprawnie zinterpretowa¢ ponizszy wynik:

25x10% f
20x10% —
15%x10% f
10x10% f

50x10% [

S S S S S S R S S S S SR
1 2 3 4 5 6

Mozemy tez upewnié sie, ze maksimum osiagane jest dla n = 14 stosujac komende N[Table[(37 " n
+n"37)/n!, {n, 11, 16}]], ktéra powinna da¢ wynik {8.51871 x 103, 1.7757 x 103!, 2.64012 x
1031,2.92637 x 103!,2.5054 x 103!,1.70537 x 1031 }.

Cwiczenie 5: Wykonaj dziatanie lista=Table[1/m - n/(n+1), {m, 4},{n, 4}|
Cwiczenie 6: Wykonaj dziatania: MatrixForm|lista| oraz lista//MatrixForm
Cwiczenie 7: Wykonaj dziatanie Flatten[lista]

Cwiczenie 8: Znajdz kresy zbioru {1 — 7 imen € N}

UWwAGA: Uzycie komendy ListPlot[Table[1/m - n/(n+1), {m, 50},{n, 50}],PlotRange -> Full]
daje wykres

na ktérym przedstawiono kolejne wiersze macierzy zdefiniowanej komenda Table. Po uzy-
ciu komendy ListPlot[Flatten[Table[1/m - n/(n+1), {m, 50},{n, 50}]],PlotRange -> Full|
otrzymujemy wynik
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ktory mozna posortowa¢ malejaco komenda ListPlot[Sort[Flatten|[Table[1/m - n/(n+1), {m,
50},{n, 50}]],Greater|,PlotRange -> Full] uzyskujac

04

0.2

-02

-04

-0.6

-0.8

-10

mn2 +3

Cwi ie 9: Znajdz k bi — =
1CZzenie najdz Kresy zploru {m3 + 3n3

:m,nGN,m<n}.

UwAGA: Aby uja¢ warunek m < n mozesz uzy¢ komendy Table[(m#n~2 + 3)/(m~3 + 3
n"3), {n, 10}, {m, n - 1}], gdzie ostatni element, czyli {m, n - 1} oznacza, ze m zmienia sie
od 1 do n-1.

Cwiczenie 10: Wykonaj dziatanie ListPlot3D[Table[ 2+m#n/(m~2 + n~2), {n, 10}, {m,
10}]]-

UwAGA: Powyzsza komenda przedstawia wykres powierzchni laczacej punkty dane jako

(n,m , co pozwala na wizualizacje ciagu m227~7j:7,2 .

Me==rd
Y m?2 +n2

2.5 Szeregi

Sum[1/n"2,{n,Infinity}] - suma szeregu od n réwnego 1 do nieskonczonosci
Sum[1/n"2,{n,3,Infinity}| - suma szeregu od n réwnego 3 do nieskonczonosci
NSum - sumowanie numeryczne

SumConvergence[l/n"2,n| - bada zbieznosé¢ danego szeregu
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Cwiczenie 1: Wykonaj dziatanie Sum[1/n"2,{n,Infinity}|
Cwiczenie 2: Wykonaj dziatanie Sum([1/n"z,{n,Infinity}]

UwaGA: Wynikiem jest Zeta[z], czyli funkcja zeta Riemanna zdefiniowana jako ((z) =
> n% W szczegoédlnosci, Mathematica jest w stanie podaé przyblizenie numeryczne sumy

> n% dla wszystkich z > 1. Ponadto suma ta wyraza sie prostym wzorem dla z = 2k,

gdzie k € N.
Cwiczenie 3: Wykonaj dziatania Sum([1/n"3,{n,Infinity}] oraz Sum[1/n"4,{n,Infinity}|
Cwiczenie 4: Wykonaj dziatanie Sum[1/(n"2-x),{n,Infinity}]

UwacGaA: Funkcja Cot[ | pojawiajaca sie w wyniku to cotangens. Ponadto Mathematica
zakltada, ze x jest nieujemne.

Cwiczenie 5: Wykonaj dziatanie Sum|[1/(n"~2+x),{n,Infinity}]

UwacGA: Funkcja Coth[ | pojawiajaca sie w wyniku to cotangens hiperboliczny. Mathematica
ponownie zaktada, ze x jest nieujemne.

Cwiczenie 6: Wykonaj dziatanie Sum[1/(n"2 + n~(1/2)),{n,Infinity}]

UWAGA: Mathematica nie potrafi wysumowac tego szeregu. Jednakze uzycie komendy nu-
merycznej NSum[1/(n"2 + n~(1/2)),{n,Infinity }| nie sprawia jej zadnych trudnosci. Podob-
nie jak zbadanie zbieznosci tego szeregu komenda SumConvergence[l/(n~2 + n~(1/2)), n].

Cwiczenie 7: Wykonaj dziatanie Sum|[1/n!,{n,0,Infinity}]

Cwiczenie 8: Zbadaj ktoéry ciag szybciej przybliza liczbe e: ciag a, = (1 + %)” czy ciag

sum czesciowych s, = Y ) L.

UwacA: Uzycie komendy ListPlot[Table[E - Sum[1l/m!, {m, 0, n}], {n, 20, 80}]] generuje
wynik

X .
4.><10’16j
2.><10’16}

N e MM e s
—2.><10’16}
74_><10_16},, . eee o soe . e o o o e o oo ee o

ktory jest bledny (ze wzgledu na to, ze kazda suma czesciowa jest mniejsza od e), co §wiadczy
o stabej precyzji programu Mathematica w tym zadaniu.

Cwiczenie 9: Znajdz szereg, ktory roztozy Mathematice na topatki.

UWAGA: Szukamy szeregu, ktérego Mathematica nie bedzie w stanie obliczy¢. Mozemy
zaczaé od Sum[l/n,{n,Infinity}|, co daje komunikat, ze szereg ten nie jest zbiezny. Proby
typu Sum[1/n"1.00001,{n,Infinity }| konicza sie szybkim sukcesem przy wyktadniku 1.00 000
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000 000 001. Mathematica traktuje taki szereg jak > % i twierdzi, ze jest rozbiezny. Klopoty
zglaszane sg rowniez, gdy dla tego szeregu zamiast komendy Sum uzyjemy komendy NSum.

Ciekawe wyniki mozna rowniez uzyskaé¢ probujac NSum[1/(n"~0.999999+1),{n,Infinity}]. Math-
ematica bez problemu zglasza btedny wynik 8.61528. Co wiecej, uzycie komendy SumCon-
vergence[1/(n~0.999999+1), n] potwierdza jej przekonanie, ze szereg jest zbiezny.

Inna klasa przyktadow, to szeregi “oscylujace” takie jak > %(”) Dla tego szeregu komendy

Sum, NSum i SumConvergence dzialaja bez zarzutu. Szereg > % jest jednak bardziej

problematyczny. O ile komenda Sum wylicza taka sume przy pomocy funkcji specjalnych,

to NSum oraz SumConvergence nie dziataja juz tak gtadko. Prawdziwa katastrofa nastepuje

jednak przy szeregu ‘512#, komenda Sum nie dziata, a po mozolnych obliczeniach NSum

i SumConvergence nie przynoszg pozadanych konkluzji. A Ty wiesz czy ten ostatni szereg
jest zbiezny?

.... postaraj sie znalezé¢ inne przyklady :)

2.6 Funkcje

E"x - funkcja e*

Log|x] - logarytm naturalny

Log[2,x] - logarytm o podstawie 2

Sin[x] - sinus

Coslx] - cosinus

Tan[x] - tangens

Cot[x] - cotangens

ArcTan[x] - arcus tangens

flx_]=x"2+Sin[x] - spos6éb definiowania funkcji

Plot[x"~2+Sin[x], {x,-3,7}] - rysuje wykres danej funkcji na zadanym przedziale
Plot[{x"2, Sin[x]}, {x,-3,7}] - rysuje wykresy dwoch funkcji na zadanym przedziale

Animate[Plot[x*Sin[1/x], {x, -a, a}], {a, 1, 2}] - stwarza animacje otrzymanego wykresu
odpowiadajaca zmianie parametru a w danym zakresie

Manipulate[Plot[x~a, {x, -1, 1}], {a, 0, 10}] - stwarza mozliwo$¢ manipulacji otrzymanego
wykresu odpowiadajaca zmianie parametru a w danym zakresie

Limit[1/x, x->Infinity] - oblicza granice w nieskonczonosci
Limit[1/x, x->-Infinity] - oblicza granice w minus nieskoriczonosci

Limit[1/x, x->0] - oblicza prawostronna granice w zerze (rownowazna komenda to Limit[1/x,
x->0, Direction->1])

Limit[1/x, x->0, Direction->-1] - oblicza lewostronna granice w zerze
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Cwiczenie 1: Wykonaj dziatania Plot|E"~x+Sin|x],{x,-10,5}] oraz Plot|E~x+Sin[x],{x,-10,10}]
Cwiczenie 2: Wykonaj dziatania f=x"2; Plot[f,{x,-2,2}]
Cwiczenie 3: Wykonaj dziatania Clear[f]; f[x _|=x"2; Plot[f[t],{t,-2,2}]

UwaAcA: Komenda Clear|f] jest potrzebna aby usunac¢ informacje, ze f=x"2, ktora zostata za-
kodowana w poprzednim ¢wiczeniu. Mozesz sprawdzié co sie stanie, jesli nie uzyjesz komendy

Clearf].

Cwiczenie 4: Zobacz wykres funkcji sin% na przedziatach [-1, 1], [-0.01, 0.01], [-0.001, 0.001]
oraz [0.000001, 0.0001].

UwaGA: Warto zauwazy¢, ze standard z uzyciem kropki do zapisu liczb dziesietnych jest
lepszy niz nasze krajowe podejscie z przecinkiem, przedzial [-0.01, 0.01] wyglada o wiele
lepiej niz [-0,01, 0,01] (szczegodlnie, jesli kto§ zapomni o spacji: [-0,01,0,01]). W tym przedziale
Mathematica generuje wykres

‘ I

|

—0.01 ' L

l

Cwiczenie 5: Wykonaj dziatanie Animate|[Plot[x*Sin[1/x], {x, -a, a}|, {a, 0.1, 10~ (-6)}]

Jak myslisz, czy jest on poprawny?

Cwiczenie 6: Wykonaj dziatanie Manipulate[Plot[x*Sin[1/x], {x, -a, a}], {a, 0.1, 10" (-6)}]

UWwAGA: Po przeciagnieciu suwaka odczekaj chwile, az Mathematica doprecyzuje wykres.
Ponadto w prawym goérnym rogu pod znakiem “+” postaraj sie odnalezé opcje Autorun.

Cwiczenie 7: Wykonaj dziatanie Animate[Plot[x"a, {x, -1, 1}, PlotRange -> All], {a, 2,
100, 2}]

UwaGAa: W zakresie parametru, czyli w {a, 2, 100, 2} ostatnia liczba wskazuje, ze parametr
nie zmienia sie w sposéb ciagly, tylko przyrasta o dwa dajac a = 2, 4, 6, ..., 100.

Cwiczenie 8: Stworz analogiczna animacje jak w poprzednim éwiczeniu dla nieparzystych
wyktadnikéw a.

Cwiczenie 9: Dla n=2,3 4 pokarz punkty przeciecia funkcji " oraz n® na jednym wykresie.

Cwiczenie 10: Sprawdz czy uda Ci sie pokaza¢ punkty przeciecia funkcji #2 oraz 1.01* na
jednym wykresie.

Cwiczenie 11: Wykonaj dziatanie Animate[Plot[{x"2, 1.001"x}, {x, 0, a}, Ticks -> None],
{a, 14000, 40000}]
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UwaGA: Komenda Ticks -> None usuwa znaczniki z osi liczbowych. Sprobuj zwolnié ani-
macje przyciskiem Slower. Czy potrafisz wyjasni¢ tajemnice dziwnych drgan wystepujacych
w animacji?

2.7 Liczby zespolone

x+Ixy - liczba zespolona x + iy
Relz] - czes¢ rzeczywista liczby z
Im|z] - czes¢ urojona liczby z
Abs[z] - modut liczby =

Conjugate[z] - sprzezenie liczby z

Cwiczenie 1: Rozwiaz rownanie z = 22

Cwiczenie 2: Rozwigz rownanie z = 271
Cwiczenie 3: Rozwiaz rownanie 3 + 4i = 2?2

Cwiczenie 4: Rozwiaz uklad réwnan

Cwiczenie 5: Zaznacz na plaszczyznie (zespolonej) zbiér rozwigzan nieréwnosci

Re(z) + Re(2?) >0

Cwiczenie 6: Zaznacz na plaszczyznie (zespolonej) zbior rozwiazan nieréwnosci
Re(z]) + Re(z™) > 0

dla wybranych przez Ciebie parametréow n € N.

Cwiczenie 7: Zaznacz na plaszczyznie (zespolonej) zbioér rozwiazan nieréwnosci

3z| < |z2| +1

Cwiczenie 8: Zaznacz na plaszczyznie (zespolonej) zbior rozwiazan rownania

2| = [+ 1]
Cwiczenie 9: Zaznacz na plaszczyznie (zespolonej) zbiér rozwiazan réwnania
z
m(———|=0
(=)

Cwiczenie 10: Zaznacz na plaszczyznie (zespolonej) zbior rozwiazan nieréwnosci

|z +i| <]z —1
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ROZWIAZANIA:

Cw 1: Solve[Conjugate[z] == 72, 7]

Cw 2: Wyprobuj

Solve[Conjugate[z] == 1/z, ¢]

ContourPlot[Conjugate[x + Ixy] == 1/(x + Lxy), {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
ContourPlot|Conjugate[x + Ixy| == (x + Ixy){-1}, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
ContourPlot|[(x + Ixy)xConjugate[x + Ixy] == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
ContourPlot|Abs|x + Ixy| == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}|
ContourPlot[Abs[x + Iy] == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

Cw 3: Wyprobuj

Solve[3+4xI==272, z]

Solve[3+41==22, 7]

Cw 4: Wyprobuj

Solve[z2 == w && w2 == z, {z, w}]|

NSolve[z2 == w && w2 == z, {z, w}]

Cw 5: RegionPlot[Re[x + Ixy] + Re[(x + Ixy)2] >= 0, {x, -100, 100}, {y, -100, 100}]
Cw 6: Wyprobuj mini-program

n — 100;

m = 100;

RegionPlot[Re[x + Ixy] + Re[(x + Ixy)n] >= 0, {x, -m, m}, {y, -m, m}]

i pozmieniaj wartosci n,m wedle swego uznania (np. ustal m i uzyj Manipulate lub Animate
do zmiany wartosci n)

Cw 7: Wyprobuj

m = 5;

RegionPlot[3xAbs[x + Ixy| <= Abs[(x + Ixy)2] + 1, {x, -m, m}, {y, -m, m}|

a potem zmien m=95 na m=6.

Cw 8: Wyprobuj

ContourPlot| Abs[x + Ixy] == Abs[Conjugate[x + Ixy] + 1], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
ContourPlot[ Abs[x + Ixy] == Abs[x - Ixy + 1], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
ContourPlot| Abs[x + Ixy] == Abs[x + Ixy + 1], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]

Cw 9: Wyprébuj
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m = 1;

ContourPlot| Im[(x + Ixy)/((x + Ixy)2 + 1)] == 0, {x, -m, m}, {y, -m, m}]
a potem zmien m=1 na m=1.1, m=1.2 oraz m=1.3.

Sprawdz tez jak dziala mini-program:

Clear|m];

For[m = 0, m <= 10, m++, Print[ContourPlot] Im[(x + Ixy)/((x + Ixy)2 + 1)] == 0, {x,
-1-m/10, 1 + m/10}, {y, -1 - m/10, 1 + m/10}]]]

Cw 10: Wyprobuj
RegionPlot[Abs[x + Ixy + I] <= Abs[x + Ixy - I], {x, -100, 100}, {y, -100, 100}]
i w konicu przygotuj sie na Euro 2012:

RegionPlot[Abs[x + Ixy + I] <= Abs[x + Ixy - I], {x, -100, 100}, {y, -100, 100},PlotStyle
-> Red]

2.8 Kolory

RegionPlot[{(x-2)"2 + y"2 <=1, (x +2)"2 + y~2 <=1}, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, PlotStyle
-> {Magenta, Cyan}| - zaznacza na plaszczyznie dwa regiony okreslone nieréwno$ciami w
danym zakresie zmiennych x i y oraz barwi kazdy z regionéw na wskazany kolor

Red, Blue, Green - trzy podstawowe kolory
Cyan, Magenta, Yellow - trzy kolory dopelniajace
Hue[t] - kolor odpowiadajacy parametrowi t, ktory zmienia sie miedzy 01 1

ParametricPlot[{u, Sin[u]}, {u, 0, 1}] - zaznacza na plaszczyznie dana krzywa

Cwiczenie 1: Wykonaj dziatanie RegionPlot[{(x - 2)"2 + y"2 <=1, (x + 2)°2 + y"2
<=1}, {x, -3, 3}, {y, -3, 3}, PlotStyle -> {Red, Cyan}]. A potem troche nal6z na siebie
uzyskane koétka, zeby sprawdzi¢, czy kolory sie zmieszaja.

Cwiczenie 2: Uzyskaj obrazek:

S

°
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Cwiczenie 3: Wykonaj dzialanie

Animate[RegionPlot[x~2 + y~2 <=1, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, PlotStyle -> {Hue][t]}], {t, 0, 1}]
Cwiczenie 4: Wykonaj dzialania

om = E~(Pix[/6);

list = Table[(x - Refom"t])"2 + (y - ImJom"t]) "2 <= 1/4, {t, 1, 12, 2}];

RegionPlot[list,{x, -2, 2}, {y, -2, 2}, PlotStyle -> {Hue[1/12], Hue[3/12], Hue[5/12], Hue[7/12],
Hue[9/12], Hue[11/12]}]

Cwiczenie 5: Wykonaj dzialanie

ParametricPlot[{ Cos[2+Pixu], Sin[2xPixu]}, {u, 0, 1}, ColorFunction -> (Hue[#3] &)]
Cwiczenie 6: Wykonaj dzialanie

PieChart[Table[Style[1, Hue[h, 1, 1]], {h, -.5, .5, .01}], ChartStyle -> EdgeForm[None]|
Cwiczenie 7: Wykonaj dzialania

n = 0;

list = {{1, 1}, {1, 1}};

Lista = {{1, 0}, {0, 1} };

For[i = 0, i < n, i++, Lista = KroneckerProduct|[list, Lista]];

ArrayPlot[Lista, ColorRules -> {1 -> Blue, 0 -> Green}|

a potem zmien n tak aby uzyska¢ spektakularng mieszanine niebieskiego i zielonego:

Wyprébuj inne kolory zamiast Blue i Green (ale nie bierz n>12, bo zawiesisz system :)

19



3 Algebra

3.1 Wektory w R' i R?

Abs[-6] - wartos¢ bezwzgledna,
{1,3} - wektor,
{2,4}%{3,5) - daje {2%3,4*5},

Total[{5,6}] - suma liczb.
Cwiczenie 1: Oblicz odleglosci miedzy liczbami 5 i -6.

Cwiczenie 2: Dany jest punkt A(—196,206). Znajdz wspohrzedne punktu B lezacego na osi
Oz jezeli wiadomo, ze odcinek AB tworzy z osia Ox kat 135°.

Cwiczenie 3: Znajdz na osi Oz punkt réwno oddalony od punktow (231,242) i (142,933).
Cwiczenie 4: Znalez¢ punkt rowno oddalony od obu osi wspotrzednych i od punktu (-13,74).

Cwiczenie 5: Wykaz, ze suma kwadratow odlegltosci dowolnego punktu M od wierzchotkow
danego prostokata rézni sie od poczwérnego kwadratu odlegtosci punktu M od $rodka pros-
tokata o stala wartosé liczbowa, niezalezng od potozenia punktu M.

Cwiczenie 6 Uzasadnij, ze dowolny kat wpisany w okrag i oparty na jego érednicy jest katem
prostym.

3.2 Wektory, ré6wnania prostych, katy biegunowe

Solve[{2x+3y==4, 4x+6y==9},{x,y}| - rozwiazuje uklad réwnan.

Eliminate[{2x+3y==4, 4x+6y==9},x] - eliminuje zmienna 7 ukladu réwnan.

Cwiczenie 1: Zamieri réwnanie parametryczne prostej z = 2 + 3t,y = 5 + 7t na réwnanie
ogoblne.

Cwiczenie 2: Znajdz katy biegunowe wektorow [2,2], [1, —1], [-3,3], [0, —4], [2,0], [vV/3,1],

Cwiczenie 3: Rozt6z wektor [3,7] na kombinacje liniowa wektorow [26,35] i [74,32]. To
samo dla [39,42], [65, 70].
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Cwiczenie 4: Dla jakich = wektory (a) [x,1] i [4,2]; (b) [=,2%] i [-3,9]; (c) [x,1] i [9,x]; (d)
[z, 22%] i [1,x]; sa liniowo zalezne?

Cwiczenie 5: Uzasadnij, ze srodkowe (w trojkacie) przecinaja sie w jednym punkcie i dziela
sie w proporcji 1 : 2.

Cwiczenie 6: Uzasadnij, ze symetralne i dwusieczne przecinaja sie w jednym punkcie.

Cwiczenie 7: Uzasadnij, ze $rodki bokéw dowolnego czworokata tworza rownolegtobok.

Cwiczenie 8: Dane s3 wspolrzedne punktow P,Q, R bedacych srodkami bokéw trojkata
ABC'. Znajdz wspotrzedne punktow A, B, C.

Cwiczenie 9: Uzasadnij, ze w trapezie o podstawach a i b przekatne przecinaja sie w sto-
sunku a : b.

3.3 Algorytm Euklidesa

Quotient[17,3] - dzieli catkowicie (wynik calkowity)
Mod[17,3] - daje reszte z dzielenia
n = 1; While[n < 6, Print[n]; n ++] - petla

If [2==2,Print["Prawda"],Print["Nieprawda"]]

Cwiczenie 1: Uzywajac powyzszych funkcji, napisz funkcje dwoch zmiennych, ktéra dziata
jak algorytm Eukidesa.

Cwiczenie 2: Znajdz GCD|[12,16,18]

3.4 Iloczyn skalarny i wyznacznik

u.v - iloczyn skalarny wektoréw o wspoétczynnikach rzeczywistych

Det[A] - wyznacznik macierzy A

Cwiczenie 1: Zdefiniuj iloczyn skalarny i wyznacznik.

Cwiczenie 2: Sprawdz, czy trojkat o wierzchotkach A(5, —4), B(3,2) i C(2,—5) jest pros-
tokatny.
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Cwiczenie 3: Punkty A(0,0) i B(—3,5) sa wierzchotkami trojkata, ktérego trzeci wierz-
chotek lezy na osi Ox. Znajdz ten trzeci wierzchotek wiedzac, ze $rodkowe poprowadzone z
punktéow A i B sa wzajemnie prostopadte.

Cwiczenie 4: Rozstrzygnij czy punkty (a) A(1, —1), B(3,3), C(13,23); (b) A(1, —1), B(3,3),
(23, 33); sa wspolliniowe.

Cwiczenie 5: Oblicz odlegtosé¢ punktu (2,3) od prostej przechodzacej przez punkty (—2,0)
i(1,-3).

Cwiczenie 6: Dane sa punkty A(—2, —3), B(3,2), M(2,0), N(5,0). Rozstrzygnij czy punkty
M i N lezg po tej samej stronie prostej AB czy po przeciwnych stronach.

3.5 Krzywe

ContourPlot[{x"3==y"2, 2x-3—==y " 2+x*y}, {x, -10, 10}, {y, -10, 10}] - rysuje zbior rozwiazan
réwnania w podanym zakresie.

Cwiczenie 1: Rozpoznaj nastepujace krzywe, nastepnie narysuj ich wykresy i sprawdz
poprawno$¢ swoich przypuszczen (a) x —y +5=0; (b) 22 + 2z +y? = 0; (c) 2 +y? +5 = 0;
(d) 22 +4y?> — 62 = 0; (e) 2z + 3y + 5 = 0; (f) 222 + 3y + 2y = 0; (g) 2z — 3y* + 6y = 0;
(h) zy —x —1=0.

Cwiczenie 2: Znajdz punkty przeciecia nastepujacych par krzywych. Narysuj ich wykresy
i sprawdz poprawno$¢ swoich obliczen:

(a) 224+y? = 25,22 —102+y? —10y+45 = 0; (b) (z—2)2+(y—1)2 = 4, (x+1)2+(y+2)? = 10;
(c) 22 — 122 + 3y + 3y = 140,22 — 3 = 5y?; (d) 22 — 12z + 3y® + 3y = 140,2y = 5; (e)
2x — 3 = by?, xy = 4.

Cwiczenie 3: Znajdz réwnania prostych zawierajacych wysokosci w trojkacie o wierz-
chotkach A(2,1), B(—1,3), C(—2,—1). Sprawdz, ze przecinaja sie one w jednym punkcie.
Zadanie rozwiaz rowniez graficznie.

Cwiczenie 4: W trojkacie ABC' dane sa wierzchotki A(—4,3), B(4,—1) oraz punkt M (3,3)
przeciecia sie wysokosci trojkata. Oblicz wspotrzedne wierzchotka C. Narysuj wykresy.

3.6 Odwzorowania liniowe

{a,b} - wektor |a, b]

f[{a,b}] - dzialanie odwzorowania f na wektorze [a, b]

Subscript|a, j|- indeks dolny (pojedynczy) a;

Subscript|a, j, k|- indeks dolny (podwojny) a;
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e TranslationTransform]|a, b] - translacja o wektor v = [a, b]
e AffineTransform|[m] - transformacja afiniczna liniowa postaci u — mu (m—macierz)

e AffineTransform|m,v] - transformacja afiniczna postaci u — mu + v (m-macierz,
v—wektor)

o AffineTransform|{{{a11,a12},{a21,a22}}, {b1,b2}}] - transformacja afiniczna we
wspolrzednych

¢ RotationTransform[Pi/3] - obrét o kat

¢ RotationTransform[30Degree] - obrét o kat 30 stopni

e ContourPlot|g[x,y]==0,{z, a,b}, {y, ¢, d}] - rysuje krzywa bedaca rozwiazaniem row-
nania g(z,y) =0,dlaa <z <bic<y<d.

e ContourPlot|g[x,y],{z, a, b}, {y, ¢, d}] - rysuje poziomice funkcji g(z,y), dlaa < x < b
ic<y<d.

Cwiczenie 1. Napisa¢ odwzorowanie przesuniecia na plaszczyznie o wektor v = [—2,3]
i sprawdzi¢ jakie beda obrazy i przeciwobrazy kilku wybranych wektoréw. Podobnie dla
v=[3,-1].

Cwiczenie 2. Napisa¢ wzorem odwzorowanie afiniczne (liniowe), dzialajace jako macierz

[(1) g] i znalezé obrazy kilku wybranych wektoréw.

Cwiczenie 3. Napisa¢ wzorem odwzorowanie afiniczne u — mu + v, dziatajace poprzez

macierz m = B : 3} oraz przesuniecie o wektor v = [—2, 1], i znalezé obrazy kilku wybranych

wektoréow.

Cwiczenie 4. Napisa¢ wzorem odwzorowanie polegajace na obrocie na plaszczyznie o kat

3 1 wyznaczy¢ obrazy kilku wybranych wektoréw. Sprawdzi¢, w ktoérg strong obracany jest

dany wektor.

Cwiczenie 5. Narysowa¢ krzywa bedaca rozwiazaniem réwnania x® + 3zy +3° —2 =0, a

nastepnie jej przesuniecia o kilka wybranych wektoréw.

Cwiczenie 6. Wykona¢ przeksztalcenie polegajace na obrocie o 60 stopni krzywej otrzymanej

w Cwiczeniu 5.
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3.7 Odwzorowania liniowe i afiniczne

e ScalingMatrix[a,b,c] - transformacja liniowa postaci u = (u1, us, uz) — (au1, bug, cus)

e ScalingMatrix|[s] - mnozenie kazdej wspolrzednej przez liczbe s

e Transpose{{a,b},{c,d}} - transponuje macierz: [Z Z] Trinapose {Z 2}

e AffineTransform|m)] - transformacja afiniczna liniowa postaci v — mu (m—macierz)

e AffineTransform|m,v] - transformacja afiniczna postaci u — mu + v
(m—macierz (czes¢ liniowa), v—wektor (cze$é translacyjna))
e Inverse[m] - odwraca macierz m.

e Projection|u, v] -rzut wektora u w kierunku wektora v

Cwiczenie 1. Skonstruowaé jednoktadnosé J% o érodku S = (1,3) i skali k = 3. Wyznaczy¢
obrazy wektorow u = [2,—5], v’ = [-1, —2] oraz v = [-3,4].

Wskazowka: wyznaczyé translacje T, przeksztalcajaca punkt S na (0,0), nastepnie zas-
tosowaé skalowanie J o skali 3, a potem translacje T;, o wektor u:

Ja(u) :=T,o0JoT(u); czyli wu 5 Tu b J(Tu) i Tu(J(Tu)) = J(Tu) +u

Cwiczenie 2. Napisa¢ macierz przeksztalcenia liniowego T, ktére przeprowadza wersory
odpowiednio na wektory T : e; — [1,1]1 T : e3 — [0, 2]. Wyznaczy¢ obrazy wektorow [1,1] ,
[-1,2], [0,—3/2] oraz [0, 0].

Cwiczenie 3. Orientacje wektoréw wyznacza znak wyznacznika, utworzonego z nich. Wyz-

naczy¢ orientacje par wektorow u,v dla

W) u=[-1,10=[-1,-1, (2 u=[-11,0=[-22

Cwiczenie 4. Za pomoca operacji AffineTransform[m, v] wyznaczy¢ przeksztalcenie afiniczne

zadane wzorem T'[z,y| = [3z+4y+ 1,4z — 3y —2/3]. Znalezé obrazy wektorow [—1, 2], [0, —3]
oraz [—2, 4] oraz obrazy wersorow.

Cwiczenie 5. Wyznaczy¢ czesé liniowa m oraz cze$é translacyjna v przeksztatcenia afinicznego

Tw = mw + v, okreslonego w Cwiczeniu 5.

Cwiczenie 6. Wyznaczy¢ przeksztatcenie S : w +— nw + u odwrotne do T: (1) wyznaczy¢

macierz n odwrotna do m za pomoca przeksztalcenia, (2) wyznaczy¢ wektor u rozwiazujac
odpowiednie rownanie, (3) sprawdzi¢, ze przeksztatcenie R : w + m ™ w —v nie jest odwrotne
do T.

Cwiczenie 7. Wyznaczy¢ rzut wektora v w kierunku wektora v dla nastepujacych par

wektorow (u,v): (1) ([1,2],[3, 1)), (2) ([-2,-1],[2,3)), (3) ([2,—3],[3,2])
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3.8 Znajdowanie postaci kanonicznej

e RotationTransform[30Degree] - obrét o 30 stopni
¢ RotationTransform|[Pi/4] - obrét o 7/4

e ContourPlot[g[z,y], {z,a,b}, {y,c,d}, Aves— > True] - rysowanie poziomic funkcji
dwoch zmiennych w podanym zakresie wraz z osiami OX i OY

Cwiczenie 1. Narysowa¢ poziomice funkeji g(z,y) := 222 + 3y? — 4z + 18y. Sprobowac

zgadnaé o ile nalezy przesunaé zmienne x,y aby punkt (0,0) stal sie $rodkiem symetrii
otrzymanego rysunku. Nastepnie podstawié¢ to przesuniecie do wzoru g(z,y) i sprawdzié, czy
otrzymana postac jest kanoniczna.

Cwiczenie 2. Narysowa¢ poziomice funkcji g(z,y) := 222 + 3zy + y>. Sprobowaé zgadnaé

o ile nalezy obroci¢ (ew. przeunac) rysunek tak, aby punkt (0,0) stal sie jego $rodkiem
symetrii. Nastepnie podstawi¢ to przesuniecie do wzoru g(z,y) i sprawdzi¢, czy otrzymana
postac¢ jest kanoniczng.

Cwiczenie 3. Narysowaé¢ poziomice funkcji g(x,y) := z? — 5y — 4z — 50y. Sprobowac

zgadnaé o ile nalezy obroci¢ (ew. przeunaé) rysunek tak, aby punkt (0,0) stal sie jego
srodkiem symetrii. Nastepnie podstawié¢ to przesuniecie do wzoru g(z,y) i sprawdzié, czy
otrzymana postac jest kanoniczna.

Cwiczenie 4. Narysowa¢ krzywa, bedaca rozwiazaniem réwnania 22 — 22y + 3>+ +y = 0,

a nastepnie obroécié ja tak, aby jedna z osi uktadu stanowila jej 0§ symetrii.

Cwiczenie 5. W powyzszych ¢wiczeniach narysowaé kilka poziomic podanej funkcji g(z,y)

na jednym wykresie, a nastepnie, na innym wykresie, kilka dowolnych obrotéw tych krzywych.

3.9 Uklady réwnan liniowych

e MatrixRank[m] oblicza rzad macierzy m
e Det[m] oblicza wyznacznik macierzy m
e Solve[lax+by==p & & cx+dy==q, {x,y}] rozwiazuje podany uktad réwnan

e Inverse|m] wyznacza macierz odwrotna do macierzy kwadratowej m

Cwiczenie 1. Wyznaczy¢ rzad kazdej z nastepujacych macierzy:
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1 2 -1 -1 3 -2 4 0o -1 1 0
mi = {_3 4 _2] , me: =12 -3 -1 =2/, mg:=|—-1 1 0o -1},
2 =5 1 3 1 0o -1 1

Cwiczenie 2. Wyznaczy¢ rzad macierzy gtownej W i rzad macierzy rozszerzonej [W)|B] dla

nastepujacych ukladéw réwnan:

a) { r+2y = 8 { r—2y = 3 { 2r —6y = 1
2 —3y = 2 ° —2r+4y = -6’ -3r+9y = -2
—r+3y—2z = 4 —y+z = 0
b) 20 —3y—2z = -2 , —r4+y—2z = -1
20 —dy+ 2z = 3 r—z = 1

Cwiczenie 3. Rozwiaza¢ uktady rownan z Cwiczenia 2., korzystajac z polecenia Solve".

Cwiczenie 4. Rozwiaza¢ ukltady réownan z Cwiczenia 2., metoda wyznacznikéw, obliczajac

wyznaczniki W, W,, W,.

Cwiczenie 5. Sprawdzi¢, ktory z uktadéw rownan z Cwiczenia 2. ma dokladnie jedno

rozwigzanie. Nastepnie wyznaczy¢ to rozwigzanie, znajdujac macierz odwrotng do macierzy
glownej tego uktadu.

3.10 Wektory i macierze

e VectorAngle[u,v] — oblicza kat miedzy wektorami ui v.

Norm[u] — oblicza norme wektora u

e u.v — mnozenie skalarne wektoréw u i v.

Det[u,v,...] — oblicza wyznacznik macierzy utworzonej z wektoréw u, v,...

CharacteristicPolynomial[m, x] — oblicza wielomian charakterystyczny macierzy m
dla zmiennej x

Cwiczenie 1. Obliczy¢ iloczyny skalarne wszystkich par wektorow ui v, jesli u € {(1,2,3), (—2,0,3), (1,1, -
oraz v € {(2,0, 1), (1,3,1), (2, —1,0)}.

Cwiczenie 2. Wyznaczy¢ w przyblizeniu katy miedzy poszczegélnymi parami wektorow u i
v z Cwiczenia 1.

Cwiczenie 3. Wyznaczy¢ normy wektoréw u i v z Cwiczenia 1.
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Cwiczenie 4. Zbada¢, ktore trojki sposrod powyzszych wektorow sa liniowo niezalezne.

Cwiczenie 5. Utworzy¢ macierz zdefiniowans wzorem a;; =1—j,dlaid,je€ {01,234}
i obliczy¢ jej wyznacznik oraz wielomian charakterystyczny. Wyznaczy¢ wartoéci wlasne tej
macierzy.

Cwiczenie 6.Utworzy¢ macierz zdefiniowana wzorem b; ; =i + j, dla i,5 € {0,1,2,3,4,5}
i obliczy¢ jej wyznacznik oraz wielomian charakterystyczny. Wyznaczy¢ wartoéci wlasne tej
macierzy.

Cwiczenie 7.Utworzy¢ macierz zdefiniowana wzorem Ciji= i?—j+1,dlai,j€{0,1,2,3,4}
i obliczy¢ jej wyznacznik oraz wielomian charakterystyczny. Wyznaczy¢ wartoéci wlasne tej
macierzy.
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