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Plan wykªadu :

1) Jak oszacowa¢ prawdopodobie«stwo otrzymania 'orªa' dla
nieznanej monety ?

2) Problem urodzin ?

3) Ile ryb jest w stawie ? (idea sonda»u statystycznego)

4) Kto wygra wy±cig w grze planszowej?

5) Kiedy losowo wybrana ci¦ciwa okr¦gu jest dªu»sza od boku
trójk¡ta równobocznego wpisanego w ten okr¡g ?

6) Jak znale¹¢ przbli»on¡ warto±¢ liczby π maj¡c ... podªog¦ i igª¦ ?

7) Jak przewidzie¢ pozycj¦ ko«cow¡ w spacerze losowym na ci¡gu
cyfr losowych?

8) PODSUMOWANIE.



1. Jak oszacowa¢ prawdopodobie«stwo uzyskania orªa dla
nieznanej monety?

Ala ma "dziwn¡" monet¦. Nie chce nam jej pokaza¢, ale zgodziªa
si¦ na nast¦puj¡ce do±wiadczenie. B¦dzie rzucaªa swoj¡ monet¡ i
powie nam ile razy musiaªa rzuci¢ aby zobaczy¢ po raz pierwszy
orªa .

Wykonaªa 10 serii takich do±wiadcze« i podaªa nam nast¦puj¡ce
wyniki:

1, 3, 12, 4, 6, 2, 7, 3, 3, 8

Zatem "moneta"byªa rzucona :
1+ 3+ 12+ 4+ 6+ 2+ 7+ 3+ 3+ 8 = 49 razy i
zaobserwowali±my 10 razy orªa.
Czyli "±rednio" x = 10

49
≈ 0.2040 ≈ 20% na jeden rzut.



PRAWO �REDNICH: zaobserwowana ±rednia ilo±¢ 'orªów' x
powinna zbli»a¢ si¦ do teoretycznej warto±ci ±redniej p (tzw.

warto±ci oczekiwanej). Formalnie prawo to zapisuje si¦, »e

x → p, gdy n→∞, z prawdopodobie«stwem 1

Jest to sªynne MOCNE PRAWO WIELKICH LICZB
KO�MOGOROWA, jedno z podstawowych twierdze« w teorii
prawdopodobie«stwa.

W rzeczywisto±ci Ala rzucaªa dwoma monetami monetami: 10-cio i
20-to groszowymi.
Wynik dwie reszki, RR, traktowaªa jako orªa za± pozostale trzy
wyniki OR, RO, OO traktowaªa jako reszk¦. Czyli teoretyczna
warto±¢ prawdopodobie«stwa ”orªa” w jednym rzucie jest równe
p = 1

4
= 0.25.

Inn¡ realizacj¡ tego modelu mo»e by¢ rzut czworo±cianem
foremnym, który ma trzy ±ciany oznaczone reszkami i jedn¡ orªem.



2. Problem urodzin. Czy du»a jest szansa na to, »e w grupie 25
osób co najmniej dwie maj¡ w tym samym dniu urodziny ?
(przyjmujemy, »e rok ma 365 dni).

(a) ILE JEST MO�LIWO�CI, �E 25 OSÓB MA RÓ�NE DNI
URODZIN?

dla pierwszej osoby jest 365 mo»liwych wyborów dnia urodzin !

dla drugiej osoby mam 364 mo»liwo±ci

dla trzeciej osoby 363 mo»liwo±ci

....

dla 24 osoby mamy ... 365-23=342

i .... dla 25 osoby mamy 341

Odp. do a) = 365 · 364 · 363 · ... · 342 · 341 ≈ 4.92 · 1063



(b) NA ILE SPOSOBÓW MO�NA WYBRA� DZIE� URODZIN
DLA 25 OSOB ?

dla pierwszej osoby jest 365 mo»liwych wyborów dnia urodzin !

dla drugiej osoby mam 365 mo»liwo±ci ....

dla 24 osoby mamy ... 365 i .... dla 25 osoby mamy 365

ZATEM
Odp. do b) = 365 · 365 · 365 · ... · 365 · 365 = 36525 ≈ 1.14 · 1064

Szansa, »e wsród 25 osób WSZYSTKIE maj¡ ró»ne dni urodzin =
Odp. do a)
Odp. do b) =

4.92·1063
1.14·1064 = 4.92

11.4 = 0.43%
Szansa, »e wsród 25 osób s¡ dwie lub wi¦cej osoby o tym samym
dniu urodzin =

1− 4.92·1063
1.14·1064 = 1− 4.92

11.4 = 1− 0.43 = 0.57 = 57%

Szansa na to, »e klasie 30 osobowej dwie osoby lub wi¦cej
obchodz¢ b¦dzie urodziny w tym samym dniu roku wynosi
71%

W KLASIE 100 0S0BOWEJ SZANSA TAKA WYNOSI JU� ...
97% (a rok ma ...365 dni !!)



3. Ile ryb jest w stawie ? (idea sonda»u statystycznego)

Eksperyment: wyªowili±my 89 ryb, które zaznaczyli±my i ponownie
wpu±cili±my do stawu.
Po pewnym czasie jeszcze raz zarzucili±my sie¢ i tym razem
zªowili±my 68 ryb, a w±ród nich mieli±my 8 ryb znaczonych.

JAK SKORZYSTA� Z TEJ INFROMACJI ABY RACJONALNIE
OSZACOWA� ILO�� RYB W STAWIE ?

Je±li R oznacza liczb¦ ryb w stawie to zasadne wydaje si¦ przyj¡¢,
»e frakcja ryb znaczonych w stawie 89

R powinna by¢ w przybli»eniu
równa frakcji ryb znaczonych w sieci, tj. 8

68
. Czyli

89
R
≈ 8

68
tzn. R ≈ 89 · 68

8
= 765.5

St¡d R ≈ 765.5 (!!) Ale oczywi±cie nigdy nie b¦dzie 'poªowy' ryby
w stawie !
Nasze statystyczne rozumowanie prowadzi do konkluzji, »e mo»na
oczekiwa¢, »e w stawie jest okoªo 765 ryb.



4. Kto wygra wy±cig?
Ala i Ola prowadz¡ wy±cig na planszy. Ala za ka»dym razem
porusza si¦ o trzy kratki do przodu, za± Ola o tyle kratek ile
wypadnie jej na sze±ciennej kostce. Kto wygra wy±cig ? A DOK�
ADNIEJ kto ma wi¦ksz¡ szans¦ ( wi¦ksze prawdopodobie«stwo )
zwyci¦stwa w tej grze ?

�rednia ilo±¢ kratek o jak¡ porusza si¦ Ola;

x =
1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6

6
=

21
6

= 3.5 (!!)

Oczywi±cie 3.5 > 3 i st¡d w "dªugiej"grze Ola ma wi¦ksz¡ szans¦
zwyci¦stwa.
Np. po 10 grach szansa, »e Ola wygraªa wy±cig wynosi ok.
0.82 = 82% , a po 30 grach wynosi ju» ok. 0.94 = 94% !!
[takie oszacowania otrzymuje si¦ z innego fundamentalnego
twierdzenia teorii p-twa, tzw. CENTRALNEGO TWIERDZENIA
GRANICZNEGO.]



5. Kiedy przypadkowo wybrana ci¦ciwa okr¦gu
(jednostkowego) jest dªu»szasza od boku trójk¡ta
równobocznego wpisanego w ten okr¡g?
CO TO ZNACZY LOSOWO WYBRA� CI�CIW� ? (Jak to mo»na
sformalizowa¢?)
i) Dla ustalonego punktu A na okr¦gu i prostej stycznej l w tym
punkcie do okr¦gu, wybieramy k¡t φ jaki ci¦ciwa tworzy z pros¡ l.
Czyli mamy mo»liwo±¢ wyboru φ tak, »e 0 < φ < π. Ale aby
ci¦ciwa byªa dªu»sza od boku trójk¡ta równobocznego wpisanego w
ten okr¡g, k¡t φ musi speª nia¢ warunek: 1

3
π < φ < 2

3
π.

St¡d

p-stwo, »e ci¦ciwa jest dªu»sza od boku =
2

3
π − 1

3
π

π
=

1
3



(ii) Wybieramy kierunek prowadzenia ci¦ciw, np. póª noc/poªudnie.
Wtedy ci¦ciwa jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt jej
przeci¦cia ze ±rednic¡ okr¦gu. Do wyboru mamy wi¦c punkty z
odcinka (0, 2) (okr¡g o promieniu 1). Teraz aby ci¦ciwa byª a
dªu»sza od boku trójk¡ta jej punkt przeci¦cia musi by¢ z odcinka
(1
2
, 3
2
).

Zatem

p-stwo, »e ci¦ciwa jest dªu»sza od boku =
3

2
− 1

2

2− 0
=

1
2

(iii) Jesli przyj¡¢, »e ci¦ciwa wyznaczona jest jednoznacznie przez
jej ±rodek (tj. punkt w kole jednostkowym) to

p-stwo, »e ci¦iwa jest dªu»sza od boku =
1
4

KTÓRA ODPOWIED� JEST PRAWDZIWA ? ....
WSZYSTKIE !!! Bo s¡ to trzy ró»ne zadania (trzy matematyczne
modele zgadnienia losowego wyboru cieciwy). (W literaturze
powy»sze zadanie nosi nazw¦ PARADOKSU BERTRANDA.)



6. Jak znale¹¢ przbli»on¡ warto±¢ liczby π maj¡c ... podªog¦ i
igª¦ ?

Podªoga zrobiona jest z idealnie równych desek o szeroko±ci d .
(My±lmy o arkuszu papieru w linie !).
Na podªog¦ rzucamy igª¦ o dªugo±ci l , przy czym l < d . Zatem igªa
mo»e przecina¢/dotyka¢ co najwy»ej jedn¡ lini¦ ( innymi sªowy
kraw¦d¹ deski na podªodze).

Jaka obliczy¢ szan¦, »e losowo rzucona igªa na podªog¦ przetnie
lini¦ ? Dla stwierdzenia czy igªa przecina jak¡± lini¦ czy nie,

wystarczy zna¢ jej poªo»enie na podªodze wyznaczone przez:

x := odleglo±¢ ±rodka igªy do bli»szej z linii;

φ := k¡t pod jakim igªa lub jej przedªu»enie przecina si¦ z bli»sz¡ lini¡;

Wtedy wszystkie mo»liwe poªo»enia igªy odpowiadaj¡ parom (x , φ)
takim, »e 0 < x < d/2 oraz 0 < φ < π. Pole tego prostok¡ta jest
równe πd/2.



Natomiast aby igªa przecinaªa lini¦ musi zachodzi¢ nierówno±¢
x ≤ l

2
sinφ. Jest to pole pod krzyw¡ x = l

2
sinφ, gdzie 0 < φ < π.

Pole to jest równe :
∫ π
0

l
2
sinφ dφ = l . Zatem

p-stwo, »e igªa przecina prost¡ =
l

πd/2
=

2l
πd

.

Je±li w do±wiadczeniach frakcja rzutów ko«cz¡cych si¦ przeci¦ciem
wynosi x , to uzasdnionym jest oczekiwa¢, »e

x ≈ 2l
πd

; tzn. π ≈ 2l
xd
.

I po prawej stronie znamy wszystkie wielko±ci : d , l , x co pozwala
oszacowa¢ warto±¢ liczby π.
W literaturze powy»sze zadanie nosi nazw¦ ZADANIE BUFFONA
O IGLE. ( z okoªo 1735 r.)



7. Jak przewidzie¢ pozycj¦ ko«cow¡ w spacerze losowym na
ci¡gu cyfr losowych?
Z tabeli liczb losowych (co to jest?) wybieramy dowolny ci¡g
dªugosci co najmniej stu kolejnych cyfr losowych; np. taki:

5, 9, 8, 1, 9, 1 ,6 ,8, 3 ,8, 2, 1 , 8, 8, 1, 7, 3, 9, 1, 6,
6, 6, 5, 9, 7, 5, 4, 3, 9, 1, 0, 1, 3, 8, 5, 3, 7, 2, 8, 2,
9, 7, 0, 7, 6, 3, 0, 4, 1, 8, 2, 1, 1, 1, 3, 6, 5, 0, 6, 2,
5, 8, 1, 0, 5, 2, 6, 6, 6, 0, 5, 9, 7, 3, 3, 0, 6, 6, 3, 8,
8, 3, 5, 9, 0, 3, 3, 5, 9, 5, 4, 7, 7, 9, 0, 4, 2, 3, 3, 2.

Gracz A spo±ród pierwszych 10 cyfr ci¡gu wybiera jedn¡ !
np. cyfr¦ 8 na trzecie pozycji (trzeci wyraz ci¡gu) i wykonuje 8
krokow (”spaceruje”) wzdªu» ci¡gu.
Zatrzymuje si¦ wi¦c na cyfrze 2 ( jedenastym wyrazie ci¡gu).



Zatem przesuwamy si¦ o dwie pozycje ...

5, 9, 8, 1, 9, 1 ,6 ,8, 3 ,8, 2, 1 , 8, 8, 1, 7, 3, 9, 1, 6,
6, 6, 5, 9, 7, 5, 4, 3, 9, 1, 0, 1, 3, 8, 5, 3, 7, 2, 8, 2,
9, 7, 0, 7, 6, 3, 0, 4, 1, 8, 2, 1, 1, 1, 3, 6, 5, 0, 6, 2,
5, 8, 1, 0, 5, 2, 6, 6, 6, 0, 5, 9, 7, 3, 3, 0, 6, 6, 3, 8,
8, 3, 5, 9, 0, 3, 3, 5, 9, 5, 4, 7, 7, 9, 0, 4, 2, 3, 3, 2.

... i jestesmy na cyfrze 8.
Posuwamy si¦ wi¦c o 8 pozycji itd tak dªugo jak jest to mozliwe.

OSTATECZNIE ZATRZYMALISMY SI� NA CYFRZE 2 !!
(ostatniej w ci¡gu).

CZY NA DOWOLNYM CI�GU, CO NAJMNIEJ STU CYFR
LOSOWYCH, GRACZ B MO�E, W WY�EJ OPISANYM
SPACERZE ”, przewidzie¢” GDZIE SI� ZATRZYMA� GRACZ A
?

Odpowiedz: TAK, z prawdopodobienstwiem ok. 97,5 % !
Gracz B wykonuje taki sam spacer zaczynaj¡c z pierwszej pozycji
ci¡gu tj. cyfry 5 ! (tzw. coupling).



8. PODSUMOWANIE.

(i) ”moneta” w dzisiejszym wykªadzie jest synonimem wszystkich
sytuacji, w których nie mo»na przyj¡¢ peªnego determinizmu
�zycznego.

(ii) intuicyjnie przyj¦te przez nas ”prawo”, »e zaobserwowane

±rednie warto±ci ”zbli»aj¡” si¦ do warto±ci oczekiwanej, wymaga
logicznego sformalizowania i ... udowodnienia, w przyj¦tym modelu
teorii prawdopodobie«stwa. (mocne prawo wielkich liczb.)

(iii) ”prawo ±rednich” jest prawem statystycznym !! NIGDY nie
mamy pewno±ci, »e nasza odpowied¹ jest PRAWDZIWA !!! Ale
potra�my oszacowa¢ prawdopodobie«stwo bª¦du; por. zadanie o
wy±cigu. (centralne twierdzenie graniczne.)

(iv) w przyrodzie, w tym w dziaªalno±ci czªowieka, mamy bogactwo
sytuacji, w których nie ma peªnego determinizmu i zmuszeni
jeste±my do stosowania metod statystycznych i probabilistycznych.

(v) W 2013 roku nagrod¦ Nobla w Ekonomii przyznano E. Famie,
L. Hansenowi i R. Shillerowi za wykorzystanie stochastycznych
metod dla wyceny tzw. pochodnych instrumentów �nansowych.



Na stronie

www.math.uni.wroc.pl/∼zjjurek

oprócz niniejszego wykªadu jest te» artykuª biogra�czno - naukowy
o twórcy teorii prawdopodobie«sta A. N. Koªmogorowie,

oraz mój wykªad MATEMATYCZNE ZARZ�DZANIE RYZYKIEM
- LOSOWOSCI� wygªoszony na inauguracji roku akademickiego
2013/2014.

DZI�KUJ� ZA UWAG� !!!!

I zapraszam do studiowania nauk matematyczno-przyrodniczych i
... logiczno - krytycznego analizowania ka»dego tekstu i ka»dej
informacji !!!

Zbigniew J. Jurek


