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Plan wyktadu :

1) Jak oszacowa¢ prawdopodobieristwo otrzymania ‘orta’ dla
nieznanej monety ?

2) Problem urodzin 7
3) lle ryb jest w stawie 7 (idea sondazu statystycznego)
4) Kto wygra wyscig w grze planszowej?

5) Kiedy losowo wybrana cieciwa okregu jest dtuzsza od boku
tréjkata réwnobocznego wpisanego w ten okrag ?

6) Jak znalez¢ przblizong wartos¢ liczby m majac ... podtoge i igte 7

7) Jak przewidzie¢ pozycje koncowa w spacerze losowym na ciggu
cyfr losowych?

8) PODSUMOWANIE.



1. Jak oszacowa¢ prawdopodobienstwo uzyskania orfa dla
nieznanej monety?

Ala ma "dziwna" monete. Nie chce nam jej pokazaé, ale zgodzita
sie na nastepujace doswiadczenie. Bedzie rzucata swoja moneta i
powie nam ile razy musiata rzuci¢ aby zobaczy¢ po raz pierwszy
orfa .

Wykonata 10 serii takich doswiadczen i podata nam nastepujace
wyniki:

1, 3,12, 4, 6,2,7,3,3,8
Zatem "moneta"byta rzucona :
1+34+124+44+64+2+7+3+34+8=49%razyi
zaobserwowalismy 10 razy orfa.
Czyli "srednio" x = % ~ 0.2040 ~ 20% na jeden rzut.



PRAWO SREDNICH: zaobserwowana srednia ilos¢ "ortow’ X
powinna zbliza¢ sie do teoretycznej wartosci sredniej p (tzw.
wartosci oczekiwanej). Formalnie prawo to zapisuje sie, ze

X — p, gdy n— oo, z prawdopodobiefistwem 1

Jest to stynne MOCNE PRAWO WIELKICH LICZB
KOLMOGOROWA, jedno z podstawowych twierdzen w teorii
prawdopodobienstwa.

W rzeczywistosci Ala rzucata dwoma monetami monetami: 10-cio i
20-to groszowymi.

Wynik dwie reszki, RR, traktowata jako orfa zas pozostale trzy
wyniki OR, RO, OO traktowata jako reszke. Czyli teoretyczna
wartos$¢ prawdopodobiedstwa "orta” w jednym rzucie jest réwne
p= % = 0.25.

Inna realizacjg tego modelu moze by¢ rzut czworoscianem
foremnym, ktéry ma trzy $ciany oznaczone reszkami i jedng ortem.



2. Problem urodzin. Czy duza jest szansa na to, ze w grupie 25
0s6b co najmniej dwie maja w tym samym dniu urodziny 7
(przyjmujemy, ze rok ma 365 dni).

(a) ILE JEST MOZLIWOSCI, ZE 25 OSOB MA ROZNE DNI
URODZIN?

dla pierwszej osoby jest 365 mozliwych wyboréw dnia urodzin !
dla drugiej osoby mam 364 mozliwosci

dla trzeciej osoby 363 mozliwosci

dla 24 osoby mamy ... 365-23=342
i.... dla 25 osoby mamy 341

Odp. doa) = 365-364-363-...-342-341 ~ 4.92-10%



(b) NA ILE SPOSOBOW MOZNA WYBRAC DZIEN URODZIN
DLA 25 OSOB ?

dla pierwszej osoby jest 365 mozliwych wyboréw dnia urodzin !
dla drugiej osoby mam 365 mozliwosci ....
dla 24 osoby mamy ... 365 i .... dla 25 osoby mamy 365

ZATEM
Odp. do b) = 365-365-365-...-365-365 = 365%° ~ 1.14 - 10%

Szansa, ze wsréd 25 oséb WSZYSTKIE maja rézne dni urodzin =

Odp. do a) _ 4.92.10%3 _ 4.92 0
Odp. dob) — 1.14106% — 114 =0.43%

Szansa, ze wsréd 25 oséb sa dwie lub wiecej osoby o tym samym
dniu urodzin =

4.92.10%% __ 4.92 _ B
1 -7t =1 - 114 =1-043=057 = 57%

Szansa na to, ze klasie 30 osobowej dwie osoby lub wiecej
obchodz¢ bedzie urodziny w tym samym dniu roku wynosi
71%

W KLASIE 100 0SOBOWEJ SZANSA TAKA WYNOSI JUZ ...
97% (a rok ma ...365 dni !!)




3. lle ryb jest w stawie ? (idea sondazu statystycznego)

Eksperyment: wytowilismy 89 ryb, ktére zaznaczylismy i ponownie
wpuscilismy do stawu.

Po pewnym czasie jeszcze raz zarzucilismy sie¢ i tym razem
ztowilismy 68 ryb, a wsréd nich mielismy 8 ryb znaczonych.

JAK SKORZYSTAC Z TEJ INFROMACJI ABY RACJONALNIE
OSZACOWAC ILOSC RYB W STAWIE ?

Jedli R oznacza liczbe ryb w stawie to zasadne wydaje sie przyjac,
ze frakcja ryb znaczonych w stawie 82 powmna by¢ w przyblizeniu
réwna frakcji ryb znaczonych w sieci, t_] 68 Czyli

89 8 89 -68

— ~ — tzn. R~ —— =1765.5

R 68 " 8
Stad R ~ 765.5 (!!) Ale oczywiscie nigdy nie bedzie 'potowy’ ryby
w stawie !
Nasze statystyczne rozumowanie prowadzi do konkluzji, ze mozna
oczekiwaé, ze w stawie jest okofo 765 ryb.



4. Kto wygra wyscig?

Ala i Ola prowadza wyscig na planszy. Ala za kazdym razem
porusza sie o trzy kratki do przodu, zas Ola o tyle kratek ile
wypadnie jej na szesciennej kostce. Kto wygra wyscig ? A DOKL
ADNIEJ kto ma wieksza szanse ( wieksze prawdopodobienstwo )
zwyciestwa w tej grze 7

Srednia iloé¢ kratek o jaka porusza sie Ola;

1+2+3+44+546 21
X = ++2++ =5 =35 ()

Oczywiscie 3.5 > 3 i stad w "dtugiej"grze Ola ma wigksza szanse
zwyciestwa.

Np. po 10 grach szansa, ze Ola wygrata wyscig wynosi ok.

0.82 = 82% , a po 30 grach wynosi juz ok. 0.94 = 94% !

[takie oszacowania otrzymuje sie z innego fundamentalnego
twierdzenia teorii p-twa, tzw. CENTRALNEGO TWIERDZENIA
GRANICZNEGO ]



5. Kiedy przypadkowo wybrana cieciwa okregu
(jednostkowego) jest dtuzszasza od boku tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag?

CO TO ZNACZY LOSOWO WYBRAC CIECIWE ? (Jak to mozna
sformalizowac?)

i) Dla ustalonego punktu A na okregu i prostej stycznej / w tym
punkcie do okregu, wybieramy kat ¢ jaki cieciwa tworzy z prosa /.
Czyli mamy mozliwo$¢ wyboru ¢ tak, ze 0 < ¢ < 7. Ale aby
cieciwa byta dtuzsza od boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w
ten okrag, kat ¢ musi spet nia¢ warunek: %7[' <@ < %71'.

Stad

p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku ==>—"2— = —



(ii) Wybieramy kierunek prowadzenia cieciw, np. pét noc/potudnie.
Wotedy cieciwa jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt jej
przeciecia ze Srednicg okregu. Do wyboru mamy wiec punkty z
odcinka (0,2) (okrag o promieniu 1). Teraz aby cieciwa byt a
dtuzsza od boku tréjkata jej punkt przeciecia musi by¢ z odcinka
(2:3)

Zatem

p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku = ==

(iii) Jesli przyjaé, ze cieciwa wyznaczona jest jednoznacznie przez
jej $rodek (tj. punkt w kole jednostkowym) to

p-stwo, ze cieiwa jest dtuzsza od boku = 1

KTORA ODPOWIEDZ JEST PRAWDZIWA ? ....

WSZYSTKIE !!! Bo s3 to trzy rézne zadania (trzy matematyczne
modele zgadnienia losowego wyboru cieciwy). (W literaturze
powyzsze zadanie nosi nazwe PARADOKSU BERTRANDA.)



6. Jak znalez¢ przblizong wartos¢ liczby m majac ... podtoge i
igle ?

Podtoga zrobiona jest z idealnie réwnych desek o szerokosci d.
(Myslmy o arkuszu papieru w linie !).

Na podtoge rzucamy igte o dtugosci /, przy czym | < d. Zatem igta
moze przecinaé/dotykac co najwyzej jedna linie ( innymi stowy
krawedz deski na podtodze).

Jaka obliczy¢ szane, ze losowo rzucona igta na podfoge przetnie
linie 7 Dla stwierdzenia czy igta przecina jakas linie czy nie,

wystarczy znac jej potozenie na podtodze wyznaczone przez:

x := odleglos¢ srodka igty do blizszej z linii;

¢ := kat pod jakim igta lub jej przedtuzenie przecina sie z blizszg linig;

Wtedy wszystkie mozliwe potozenia igty odpowiadaja parom (x, ¢)
takim, ze 0 < x < d/2 oraz 0 < ¢ < 7. Pole tego prostokata jest
réwne 7d /2.



Natomiast aby igta przecinata linie musi zachodzi¢ nieréwnos¢
x < ésin ¢. Jest to pole pod krzywa x = %sin ¢, gdzie 0 < ¢ < 7.

Pole to jest réwne : [ $sin¢d¢ = . Zatem

2/
-stwo, ze igta przecina prostg = —— = —.
p-stwo, ze igta przecina prostg w2~ nd
Jesli w doswiadczeniach frakcja rzutéw konczacych sie przecieciem
wynosi X, to uzasdnionym jest oczekiwa¢, ze
2/ ¢ 2/
X~ —; tzn. mR —.
wd xd
| po prawej stronie znamy wszystkie wielkosci : d, /, X co pozwala
oszacowa¢ wartos¢ liczby .
W literaturze powyzsze zadanie nosi nazwe ZADANIE BUFFONA
O IGLE. ( z okoto 1735 r.)



7. Jak przewidzie¢ pozycje koficowa w spacerze losowym na
ciagu cyfr losowych?

Z tabeli liczb losowych (co to jest?) wybieramy dowolny ciag
dtugosci co najmniej stu kolejnych cyfr losowych; np. taki:

5,9,819,16.,8,3,8 21,8138,1,7,3,9,1,6,
6,6,5 97,5 4391 01,38,5,3,7,2,8, 2,
9,7,0,7,6,3,0,4,1,8 2/1,1,1,3,6,5,0, 6, 2,
5,8,1,0,5,2,6,6,6,0, 59,7,3,3,0,6,6, 3,8,
8,3,5,9,0,3,3,5,9,5, 47,7,904,23,3,2.

Gracz A sposréd pierwszych 10 cyfr ciggu wybiera jedna !

np. cyfre 8 na trzecie pozycji (trzeci wyraz ciagu) i wykonuje 8
krokow (" spaceruje”) wzdtuz ciggu.

Zatrzymuje sie wiec na cyfrze 2 ( jedenastym wyrazie ciggu).



Zatem przesuwamy sie o dwie pozycje ...

59,819,1,6,83,8 2,1,8,81,7,3,9,1,6,
6,6,59754,391 013,853,728, 2,
9,7,0,7,6,3,0,41,8 2,1,1,1,3,6,50,6, 2,
58105 26,66,0, 5973306638,
835090,3,3,5,9,5 47,7904,23,3,2.

] ’ ’ 1 H H 1 ’ 1

.. i jestesmy na cyfrze 8.
Posuwamy sie wiec o 8 pozycji itd tak dtugo jak jest to mozliwe.

OSTATECZNIE ZATRZYMALISMY SIE NA CYFRZE 2 !!
(ostatniej w ciggu).

CZY NA DOWOLNYM CIAGU, CO NAJMNIEJ STU CYFR
LOSOWYCH, GRACZ B MOZE, W WYZEJ OPISANYM

SPACERZE ", przewidzie¢” GDZIE SIE ZATRZYMAL GRACZ A
7

Odpowiedz: TAK, z prawdopodobienstwiem ok. 97,5 % !
Gracz B wykonuje taki sam spacer zaczynajac z pierwszej pozycji
ciggu tj. cyfry 5! (tzw. coupling).



8. PODSUMOWANIE.

(i) "moneta” w dzisiejszym wyktadzie jest synonimem wszystkich
sytuacji, w ktérych nie mozna przyja¢ petnego determinizmu
fizycznego.

(i) intuicyjnie przyjete przez nas "prawo”, ze zaobserwowane
srednie wartosci " zblizaj3" sie do wartosci oczekiwanej, wymaga
logicznego sformalizowania i ... udowodnienia, w przyjetym modelu
teorii prawdopodobiefistwa. (mocne prawo wielkich liczb.)

(iii) " prawo Srednich” jest prawem statystycznym !! NIGDY nie
mamy pewnos$ci, ze nasza odpowiedZ jest PRAWDZIWA !l Ale
potrafimy oszacowa¢ prawdopodobienstwo btedu; por. zadanie o
wyscigu. (centralne twierdzenie graniczne.)

(iv) w przyrodzie, w tym w dziatalnosci cztowieka, mamy bogactwo
sytuacji, w ktérych nie ma petnego determinizmu i zmuszeni
jestesmy do stosowania metod statystycznych i probabilistycznych.

(v) W 2013 roku nagrode Nobla w Ekonomii przyznano E. Famie,
L. Hansenowi i R. Shillerowi za wykorzystanie stochastycznych
metod dla wyceny tzw. pochodnych instrumentéw finansowych.



Na stronie
www.math.uni.wroc.pl/~zjjurek

oprécz niniejszego wyktadu jest tez artykut biograficzno - naukowy
o tworcy teorii prawdopodobiensta A. N. Kotmogorowie,

oraz méj wyktad MATEMATYCZNE ZARZADZANIE RYZYKIEM
- LOSOWOSCIA wygtoszony na inauguracji roku akademickiego
2013/2014.

DZIEKUJE ZA UWAGE !!1

| zapraszam do studiowania nauk matematyczno-przyrodniczych i
... logiczno - krytycznego analizowania kazdego tekstu i kazdej
informacji !!!

Zbigniew J. Jurek



