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1. Jak oszacowaé¢ prawdopodobienstwo uzyskania 6rta'dla niez-
nanej monety?

Ala ma "dziwna'"monete. Nie chce nam jej pokazaé, ale zgodzila sie na
nastepujace doswiadczenie. Bedzie rzuca¢ swoja moneta i powie nam ile razy
musiata rzuci¢ aby zobaczy¢ po raz pierwszy orta'.

Wykonata 10 serii takich do§wiadczen i podata nam nastepujace wyniki:
1, 3,12, 4,6, 2, 7, 3, 3, 8

Zatem "moneta"byta rzucona : 1+3+12+4+64+2+7+3+3+8 = 49 razy
i zaobserwowalismy 10 razy orla". Czyli "$rednio"z = }l—g ~ 0.2040 ~ 20%
na jeden zzut".

PRAWO SREDNICH: Zaobserwowana"srednia ilo$é ‘ortéw’ T powinna
zblizaé sie do teoretycznej wartosci Sredniej p (tzw. wartosci oczekiwanej).
Formalnie prawo to zapisuje sie, ze

T —p, gdy n — oo, z prawdopodobienstwem 1

Jest to stynne MOCNE PRAWO WIELKICH LICZB KOELMOGOROWA,
jedno z podstatwowych twierdzen w teorii prawdopodobienstwa.

W rzeczywistosci Ala rzucata dwoma monetami monetami: 10-cio i 20-to
groszowymi. Wynik dwie reszki, RR, traktowala jako orfaza$ pozostale trzy
mwyniki OR, RO, OO traktowata jako reszke. Czyli teoretyczna wartosc
prwdopodobienstwa orta"w jednym rzucie jest rowne p = i = 0.25.

Inng realizacja tego modelu moze by¢ rzut czworoscianu foremnego, ktory
ma trzy $ciany oznaczone reszkami i jedng ortem.



2. Problem urodzin.
Czy duza jest szansa na to, ze w grupie 25 osob co najmniej dwie maja
w tym samym dniu urodziny ? (przyjmujemy, ze rok ma 365 dni).

(a) ILE JEST MOZLIWOSCI, ZE WSZYSTKIE OSOBY MAJA ROZNE
DNI URODZIN!

dla prerwszej osoby jest 365 mozliwych wybordw dnia urodzin !
dla drugiej osoby mam 364 mozliwosci

dla trzeciej osoby 363 mozliwosci
e dla 24 0soby mamy ... 365-253=53421 .... dla 25 osoby mamy 341

Odp. doa) — 365-364-363-...-342- 341 ~ 4.92-10%

(b) ILE JEST WSZYSTKICH MOZLIWOSCI PRZYZNANIA DNIA
URODZIN DLA 25 OSOB ?

dla pierwszej osoby jest 365 mozliwych wyborow dnia urodzin !
dla drugiej osoby mam 365 mozliwosci

dla trzeciej osoby 365 mozliwosci
weee dla 24 0soby mamy ... 365 i .... dla 25 osoby mamy 365

Odp. do b) = 365-365-365 - ... - 365 - 365 = 365% ~ 1.14 - 10%

Szansa, ze wsrod 25 o0s6b s dwie lub wiecej os6by o tym samym dniu
urodzin =

1 — 492000 _ g _ 492 1 _ (43— 057 = 57%

Szansa na to, ze klasie 30 osobowej dwie osoby lub wiecej ob-
chodzg urodziny w tym samym dniu roku wynosi 71%

W KLASIE 50 0S0OBOWEJ SZANSA TAKA WYNOSI JUZ... 97%



3. Ile ryb jest w stawie 7

Eksperyment: wylowiliémy 89 ryb, ktore ZaznaczyliSmy'"i ponownie
wpusciliSmy do stawu. Po "pewnymézasie jeszcze raz zarzuciliSmy sie¢ i
tym razem ztowiliSmy 68 ryb, a wsréd nich mieliSmy 8 znaczonych.

JAK SKORZYSTAC Z TEJ INFROMACJI ABY RACJONALNIE OS-
ZACOWAC ILOSC RYB W STAWIE ?

Jesli R oznacza liczbe ryb w stawie to zasadne wydaje sie przyjac¢, ze
frakcja ryb znaczonych w stawie % powinna by¢ w przyblizeniu rowna frakcji
ryb znaczonych w sieci, tj. %. Czyli

89 8 89 - 68

~ > tm RS2 %% 7655
R 6 M 8

Stad R =~ 765.5 (!!) Ale oczywiscie nigdy nie bedzie 'potowy’ ryby w stawie !
Nasze statystyczne rozumowanie prowadzi do konkluzji iz mozna oczeki-
wac,ze w stawie jest okolo 765 ryb.

3. Kto wygra wyscig?

Ala i Ola prowadza wyscig na planszy. Ala za kazdym razem porusza sie
o trzy kratki do przodu, zas Ola o tyle kratek ile wypadnie jej na szesSciennej
kostce. Kto wygra wyscig 7 A DOKLADNIEJ kto ma wieksza szanse (
wieksze prawdopodobienstwo ) zwyciestwa w tej grze ?

Srednia ilog¢ kratek o jaka porusza sie Ola;

1+24+34+4+5+6 21
R R e R B E R

Oczywiscie 3.5 > 3 istad w "dlugiej"grze Ola ma wieksza szanse zwyciestwa.

Np. po 10 grach szansa, ze Ola wygrala wyscig wynosi ok. 0.82 = 82% ,
a po 30 grach wynosi juz ok. 0.94 = 94% !!

[takie oszacowania otrzymuje sie z innego fundamentalnego twierdzenia

teorii p-twa, tzw. CENTRALNEGO TWIERDZENIA GRANICZNEGO.|



4. Kiedy przypadkowo wybrana cieciwa okregu (jednostkowego)
jest dluzsza od boku trojkata réwnobocznego wpisanego w ten
okrag?

CO TO ZNACZY LOSOWO WYBRAC CIECIWE ? (Jak to mozna sfor-

malizowac?)

i) Dla ustalonego punktu A na okregu i prostej stycznej [ w tym punkcie
do okregu, wybieramy kat ¢ jaki cieciwa tworzy z prosta [. Czyli mamy
mozliwo$¢ wyboru ¢ tak, ze 0 < ¢ < w. Ale aby cieciwa byla dluzsza od
boku trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag, kat ¢ musi spetniac¢
warunek: %7? <o < %7?. Stad
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p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku = -*+—"— = 3

(ii) Wybieramy kierunek prowadzenia cieciw, np. potnoc/potudnie. Wt-
edy cieciwa jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt jej przeciecia ze Sred-
nicg okregu. Do wyboru mamy wiec punkty z odcinka (0, 2) (okrag o promie-
niu 1). Teraz aby cieciwa byla dtuzsza od boku trojkata jej punkt przeciecia
musi by¢ z odcinka (1, 3). Zatem
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p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku =

(iii) Jesli przyja¢, ze cieciwa wyznaczona jest jednoznacznie przez jej
srodek (tj. punkt w kole jednostkowym) to

p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku = —

KTORA ODPOWIEDZ JEST PRAWDZIWA ? ...

WSZYSTKIE, bo sa to trzy rozne zadania (trzy matematyczne modele
zgadnienia losowego wyboru cieciwy).
W literaturze powyzsze zadanie nosi nazwe PARADOKSU BERTRANDA.



5. Jak znalezé przblizong warto$é liczby m majac ... podloge i
igle 7

Podloga zrobiona jest z idealnie rownych desek o szerokosci d. (Myslmy o
arkuszu papieru w linie !). Na podloge rzucamy igle o dtugosci [, przy czym
[ < d. Zatem igla moze przecina¢ co najwyzej jedna linie ( innymi stowy
krawedz deski na podtodze). Jaka obliczy¢ szane, ze losowo rzucona igla na
podtoge przetnie linie 7

Dla stwierdzenia czy igla przecina jakas linie czy nie, wystarczy znac jej
potozenie na podtodze wyznaczone przez:

x := odleglo$¢ srodka igly do blizszej z linii;

¢ := kat pod jakim igta lub jej przedtuzenie przecina sie z blizsza linia;
Wtedy wszystkie mozliwe poltozenia igly odpowiadaja parom (x,¢) takim,
ze 0 < x < d/2oraz 0 < ¢ < m. Pole tego prostokata jest wd/2.
Natomiast aby igta przecinata lini¢ musi zachodzi¢ nieréwnos$c¢ z < é sin .
Jest to pole pod krzywa =z = ésin @, gdzie 0 < ¢ < .

Pole to jest réwne = fow ésingbdgb = [. Zatem

l 21
-stwo, ze igla ecina prosta = — = —.
p-Stwo, z€ 1g1a przecina prostg 7Td/2 d

Jesli w doswiadczeniach frakcja rzutow konczacych sie przecieciem wynosi
T, to uzasdnionym jest oczekiwac, ze

_ l ‘ 21
T~ —; tzn. 7R —.
md xd
I po prawej stronie znamy wszystkie wielkosci : d, [, co pozwala osza-
cowaé wartos¢ liczby .

W literaturze powyzsze zadanie nosi nazwe ZADANIE BUFFONA O
IGLE. ( z okoto 1735 r.)



PODSUMOWANIE.

(i) "moneta"w wyktadzie jest synonimem wszystkich sytuacji, w ktorych
nie mozna przyjaé¢ pelnego determinizmu fizycznego.

(ii) intuicyjnie przyjete przez nas "prawo", ze zaobserwowane Srednie
wartosci zblizajgsie do wartosci oczekiwanej, wymaga logicznego sformali-
zowania i ...udowodnienia, w przyjetym modelu teorii prawdopodobienstwa.

(mocne prawo wielkich liczb—strong law of large numbers(SLLN))

(iii) "prawo $rednich"jest prawem statystycznym !! NIGDY nie mamy
pewnosci, ze nasza odpowiedz jest PRAWDZIWA ! Ale potrafimy osza-
cowaé prawdopodobienstwo btedu; por. zadanie o wyscigu.

(centralne twierdzenie graniczne—central limit theorem (CLT))

(iv) w przyrodzie, w tym w dzialalnosci cztowieka, mamy bogactwo sytu-
acji, w ktorym nie ma pelnego determinizmu i zmuszeni jestesmy do stosowa-
nia metod statystycznych i probabilistycznych.



