
CZY WARTO RZUCA� "MONET�"?Zbigniew J. Jurek (Uniwersytet Wro
ªawski)16 sty
znia 2010r.Plan wykªadu :1) Jak osza
owa¢ prawdopodobie«stwo otrzymania 'orªa' dla nieznanejmonety ?2) Problem urodzin ?3) Ile ryb jest w stawie ?4) Kto wygra wy±
ig w grze planszowej?5) Kiedy losowo wybrana 
i�
iwa okr�gu jest dªu»sza od boku trójk¡tarównobo
znego wpisanego w ten okr¡g ?6) Jak znale¹¢ przbli»on¡ warto±¢ li
zby π maj¡
 ... podªg� i igª� ?7) PODSUMOWANIE.
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1. Jak osza
owa¢ prawdopodobie«stwo uzyskania órªa"dla niez-nanej monety?Ala ma "dziwn¡"monet�. Nie 
h
e nam jej pokaza¢, ale zgodziªa si� nanast�puj¡
e do±wiad
zenie. B�dzie rzu
a¢ swoj¡ monet¡ i powie nam ile razymusiaªa rzu
i¢ aby zoba
zy¢ po raz pierwszy órªa".Wykonaªa 10 serii taki
h do±wiad
ze« i podaªa nam nast�puj¡
e wyniki:
1, 3, 12, 4, 6, 2, 7, 3, 3, 8Zatem "moneta"byªa rzu
ona : 1+3+12+4+6+2+7+3+3+8 = 49 razyi zaobserwowali±my 10 razy órla". Czyli "±rednio"x = 10

49
≈ 0.2040 ≈ 20%na jeden »zut".PRAWO �REDNICH: ¹aobserwowana"±rednia ilo±¢ 'orªów' x powinnazbli»a¢ si� do teorety
znej warto±
i ±redniej p (tzw. warto±
i o
zekiwanej).Formalnie prawo to zapisuje si�, »e

x → p, gdy n → ∞, z prawdopodobie«stwem 1Jest to sªynne MOCNE PRAWO WIELKICH LICZB KO�MOGOROWA,jedno z podstatwowy
h twierdze« w teorii prawdopodobie«stwa.W rze
zywisto±
i Ala rzu
aªa dwoma monetami monetami: 10-
io i 20-togroszowymi. Wynik dwie reszki, RR, traktowaªa jako orªaza± pozostale trzymwyniki OR, RO, OO traktowaªa jako reszk�. Czyli teorety
zna warto±¢prwdopodobie«stwa órªa"w jednym rzu
ie jest równe p = 1

4
= 0.25.Inn¡ realiza
j¡ tego modelu mo»e by¢ rzut 
zworo±
ianu foremnego, któryma trzy ±
iany ozna
zone reszkami i jedn¡ orªem.
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2. Problem urodzin.Czy du»a jest szansa na to, »e w grupie 25 osób 
o najmniej dwie maj¡w tym samym dniu urodziny ? (przyjmujemy, »e rok ma 365 dni).(a) ILE JEST MO�LIWO�CI, �EWSZYSTKIE OSOBYMAJ� RÓ�NEDNI URODZIN!dla pierwszej osoby jest 365 mo»liwy
h wyborów dnia urodzin !dla drugiej osoby mam 364 mo»liwo±
idla trze
iej osoby 363 mo»liwo±
i.... dla 24 osoby mamy ... 365-23=342 i .... dla 25 osoby mamy 341Odp. do a) = 365 · 364 · 363 · ... · 342 · 341 ≈ 4.92 · 1063(b) ILE JEST WSZYSTKICH MO�LIWO�CI PRZYZNANIA DNIAURODZIN DLA 25 OSOB ?dla pierwszej osoby jest 365 mo»liwy
h wyborów dnia urodzin !dla drugiej osoby mam 365 mo»liwo±
idla trze
iej osoby 365 mo»liwo±
i.... dla 24 osoby mamy ... 365 i .... dla 25 osoby mamy 365Odp. do b) = 365 · 365 · 365 · ... · 365 · 365 = 36525 ≈ 1.14 · 1064Szansa, »e wsród 25 osób s¡ dwie lub wi�
ej osóby o tym samym dniuurodzin =
1 −

4.92·10
63

1.14·1064 = 1 −
4.92

11.4
= 1 − 0.43 = 0.57 = 57%

Szansa na to, »e klasie 30 osobowej dwie osoby lub wi�
ej ob-
hodz¡ urodziny w tym samym dniu roku wynosi 71%W KLASIE 50 0S0BOWEJ SZANSA TAKA WYNOSI JUZ... 97%3



3. Ile ryb jest w stawie ?Eksperyment: wyªowili±my 89 ryb, które ¹azna
zyli±my"i ponowniewpu±
ili±my do stawu. Po "pewnym¢zasie jesz
ze raz zarzu
ili±my sie¢ itym razem zªowili±my 68 ryb, a w±ród ni
h mieli±my 8 zna
zony
h.JAK SKORZYSTA� Z TEJ INFROMACJI ABY RACJONALNIE OS-ZACOWA� ILO�� RYB W STAWIE ?Je±li R ozna
za li
zb� ryb w stawie to zasadne wydaje si� przyj¡¢, »efrak
ja ryb zna
zony
h w stawie 89

R
powinna by¢ w przybli»eniu równa frak
jiryb zna
zony
h w sie
i, tj. 8

68
. Czyli

89

R
≈

8

68
tzn. R ≈

89 · 68

8
= 765.5St¡d R ≈ 765.5 (!!) Ale o
zywi±
ie nigdy nie b�dzie 'poªowy' ryby w stawie !Nasze statysty
zne rozumowanie prowadzi do konkluzji i» mo»na o
zeki-wa¢,»e w stawie jest okoªo 765 ryb.3. Kto wygra wys
ig?Ala i Ola prowadz¡ wy±
ig na planszy. Ala za ka»dym razem porusza si�o trzy kratki do przodu, za± Ola o tyle kratek ile wypadnie jej na sze±
iennejkost
e. Kto wygra wy±
ig ? A DOK�ADNIEJ kto ma wi�ksz¡ szans� (wi�ksze prawdopodobie«stwo ) zwy
i�stwa w tej grze ?�rednia ilo±¢ kratek o jak¡ porusza si� Ola;

x =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
=

21

6
= 3.5 (!!)O
zywi±
ie 3.5 > 3 i st¡d w "dªugiej"grze Ola ma wi�ksz¡ szans� zwy
i�stwa.Np. po 10 gra
h szansa, »e Ola wygraªa wy±
ig wynosi ok. 0.82 = 82% ,a po 30 gra
h wynosi ju» ok. 0.94 = 94% !![takie osza
owania otrzymuje si� z innego fundamentalnego twierdzeniateorii p-twa, tzw. CENTRALNEGO TWIERDZENIA GRANICZNEGO.℄4



4. Kiedy przypadkowo wybrana 
i�
iwa okr�gu (jednostkowego)jest dªu»sza od boku trójk¡ta równobo
znego wpisanego w tenokr¡g?CO TO ZNACZY LOSOWO WYBRA� CIECIWE ? (Jak to mo»na sfor-malizowa¢?)i) Dla ustalonego punktu A na okr�gu i prostej sty
znej l w tym punk
iedo okr�gu, wybieramy k¡t φ jaki 
i�
iwa tworzy z prost¡ l. Czyli mamymo»liwo±¢ wyboru φ tak, »e 0 < φ < π. Ale aby 
i�
iwa byªa dªu»sza odboku trójkata równobo
znego wpisanego w ten okr¡g, kat φ musi speªnia¢warunek: 1

3
π < φ < 2

3
π. St¡dp-stwo, »e 
i�
iwa jest dªu»sza od boku =

2

3
π −

1

3
π

π
=

1

3(ii) Wybieramy kierunek prowadzenia 
i�
iw, np. póªno
/poªudnie. Wt-edy 
i�
iwa jest jednozna
znie wyzna
zona przez punkt jej prze
i�
ia ze ±red-ni
¡ okr�gu. Do wyboru mamy wi�
 punkty z od
inka (0, 2) (okr¡g o promie-niu 1). Teraz aby 
i�
iwa byªa dªu»sza od boku trójk¡ta jej punkt prze
i�
iamusi by¢ z od
inka (1

2
, 3

2
). Zatemp-stwo, »e 
i�
iwa jest dªu»sza od boku =

3

2
−

1

2

2 − 0
=

1

2(iii) Jesli przyj¡¢, »e 
i�
iwa wyzna
zona jest jednozna
znie przez jej±rodek (tj. punkt w kole jednostkowym) top-stwo, »e 
i�
iwa jest dªu»sza od boku =
1

4KTÓRA ODPOWIED� JEST PRAWDZIWA ? ....WSZYSTKIE, bo s¡ to trzy ró¹ne zadania (trzy matematy
zne modelezgadnienia losowego wyboru 
ie
iwy).W literaturze powy»sze zadanie nosi nazw� PARADOKSU BERTRANDA.
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5. Jak znale¹¢ przbli»on¡ warto±¢ li
zby π maj¡
 ... podªog� iigª� ?Podªoga zrobiona jest z idealnie równy
h desek o szeroko±
i d. (My±lmy oarkuszu papieru w linie !). Na podªog� rzu
amy igª� o dªugo±
i l, przy 
zym
l < d. Zatem igªa mo»e prze
ina¢ 
o najwy»ej jedn¡ lini� ( innymi sªowykraw�d¹ deski na podªodze). Jaka obli
zy¢ szan�, »e losowo rzu
ona igªa napodªog� przetnie lini� ?Dla stwierdzenia 
zy igªa prze
ina jak¡± lini� 
zy nie, wystar
zy zna¢ jejpoªo»enie na podªodze wyzna
zone przez:

x := odleglo±¢ ±rodka igªy do bli»szej z linii;
φ := k¡t pod jakim igªa lub jej przedªu»enie prze
ina si� z bli»sza lini¡;Wtedy wszystkie mo»liwe poªo»enia igªy odpowiadaj¡ parom (x, φ) takim,»e 0 < x < d/2 oraz 0 < φ < π. Pole tego prostok¡ta jest πd/2.Natomiast aby igªa prze
inaªa lini� musi za
hodzi¢ nierówno±¢ x ≤

l

2
sin φ.Jest to pole pod krzyw¡ x = l

2
sin φ, gdzie 0 < φ < π.Pole to jest równe = ∫

π

0

l

2
sin φ dφ = l. Zatemp-stwo, »e igªa prze
ina prost¡ =

l

πd/2
=

2l

πd
.����������������������Je±li w do±wiad
zenia
h frak
ja rzutów ko«
z¡
y
h si� prze
i�
iem wynosi

x, to uzasdnionym jest o
zekiwa¢, »e
x ≈

2l

πd
; tzn. π ≈

2l

xd
.I po prawej stronie znamy wszystkie wielko±
i : d, l, x 
o pozwala osza-
owa¢ warto±¢ li
zby π.W literaturze powy»sze zadanie nosi nazw� ZADANIE BUFFONA OIGLE. ( z okoªo 1735 r.) 6



PODSUMOWANIE.(i) "moneta"w wykªadzie jest synonimem wszystki
h sytua
ji, w który
hnie mo»na przyj¡¢ peªnego determinizmu �zy
znego.(ii) intui
yjnie przyj�te przez nas "prawo", »e zaobserwowane ±redniewarto±
i ¹bli»aj¡±i� do warto±
i o
zekiwanej, wymaga logi
znego sformali-zowania i ...udowodnienia, w przyj�tym modelu teorii prawdopodobie«stwa.(mo
ne prawo wielki
h li
zb�strong law of large numbers(SLLN))(iii) "prawo ±redni
h"jest prawem statysty
znym !! NIGDY nie mamypewno±
i, »e nasza odpowied¹ jest PRAWDZIWA !!! Ale potra�my osza-
owa¢ prawdopodobie«stwo bª�du; por. zadanie o wy±
igu.(
entralne twierdzenie grani
zne�
entral limit theorem (CLT))(iv) w przyrodzie, w tym w dziaªalno±
i 
zªowieka, mamy boga
two sytu-a
ji, w którym nie ma peªnego determinizmu i zmuszeni jeste±my do stosowa-nia metod statysty
zny
h i probabilisty
zny
h.
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