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Plan wykªadu :

1) Problem urodzin ?

2) Jak ”wygra¢” spacer na ci¡gu cyfr losowych?

3) Caspar Neumann (1648-1715) i ”wrocªawskie” tablice prze»ycia
wg Edmonda Halleya z 1693r.

4) Kiedy losowo wybrana ci¦ciwa okr¦gu jest dªu»sza od boku
trójk¡ta równobocznego wpisanego w ten okr¡g ? (Paradoks
Bertranda z 1888r.)

5) Jak znale¹¢ przbli»on¡ warto±¢ liczby π maj¡c ... podªog¦ i igª¦ ?
(Zadnie Bu�ona rozwi¡zane w 1777r.)

6) PODSUMOWANIE.



1. Problem urodzin. Czy du»a jest szansa na to, »e w grupie 25
osób co najmniej dwie maj¡ w tym samym dniu roku urodziny ?
(przyjmujemy, »e rok ma 365 dni).

(a) ILE JEST MO�LIWO�CI, �E 25 OSÓB MA RÓ�NE DNI
URODZIN?

dla pierwszej osoby jest 365 mo»liwych wyborów dnia urodzin !

dla drugiej osoby mam 364 mo»liwo±ci

dla trzeciej osoby 363 mo»liwo±ci

....

dla 24 osoby mamy ... 365-23=342

i .... dla 25 osoby mamy 341

Odp. do a) = 365 · 364 · 363 · ... · 342 · 341 ≈ 4.92 · 1063



(b) NA ILE SPOSOBÓW MO�NA WYBRA� DZIE� URODZIN
DLA 25 OSOB ?

dla pierwszej osoby jest 365 mo»liwych wyborów dnia urodzin !

dla drugiej osoby mam 365 mo»liwo±ci ....

dla 24 osoby mamy ... 365 i .... dla 25 osoby mamy 365

ZATEM
Odp. do b) = 365 · 365 · 365 · ... · 365 · 365 = 36525 ≈ 1.14 · 1064

Szansa, »e wsród 25 osób WSZYSTKIE maj¡ ró»ne dni urodzin =
Odp. do a)
Odp. do b) = 4.92·1063

1.14·1064 = 4.92
11.4 = 0.43%

Szansa, »e wsród 25 osób s¡ dwie lub wi¦cej osoby o tym samym
dniu urodzin =

1− 4.92·1063
1.14·1064 = 1− 4.92

11.4 = 1− 0.43 = 0.57 = 57%

Szansa na to, »e klasie 30 osobowej dwie osoby lub wi¦cej
obchodz¢ b¦dzie urodziny w tym samym dniu roku wynosi
71%

W KLASIE 100 0S0BOWEJ SZANSA TAKA WYNOSI JU� ...
97% (a rok ma ...365 dni !!)



2. Jak przewidzie¢ pozycj¦ ko«cow¡ w spacerze losowym na
ci¡gu cyfr losowych?
Z tabeli liczb losowych (co to jest?) wybieramy dowolny ci¡g
dªugosci co najmniej stu kolejnych cyfr losowych; np. taki:

5, 9, 8, 1, 9, 1 ,6 ,8, 3 ,8, 2, 1 , 8, 8, 1, 7, 3, 9, 1, 6,
6, 6, 5, 9, 7, 5, 4, 3, 9, 1, 0, 1, 3, 8, 5, 3, 7, 2, 8, 2,
9, 7, 0, 7, 6, 3, 0, 4, 1, 8, 2, 1, 1, 1, 3, 6, 5, 0, 6, 2,
5, 8, 1, 0, 5, 2, 6, 6, 6, 0, 5, 9, 7, 3, 3, 0, 6, 6, 3, 8,
8, 3, 5, 9, 0, 3, 3, 5, 9, 5, 4, 7, 7, 9, 0, 4, 2, 3, 3, 2.

Gracz A spo±ród pierwszych pocz¡tkowych 10 cyfr ci¡gu wybiera
jedn¡ !
np. cyfr¦ 8 na trzecie pozycji (trzeci wyraz ci¡gu) i wykonuje 8
kroków (”spaceruje”) wzdªu» wybranego ci¡gu.
Zatrzymuje si¦ wi¦c na cyfrze 2 (jedenastym wyrazie ci¡gu).



Zatem przesuwamy si¦ o dwie pozycje ...

5, 9, 8, 1, 9, 1 ,6 ,8, 3 ,8, 2, 1 , 8, 8, 1, 7, 3, 9, 1, 6,
6, 6, 5, 9, 7, 5, 4, 3, 9, 1, 0, 1, 3, 8, 5, 3, 7, 2, 8, 2,
9, 7, 0, 7, 6, 3, 0, 4, 1, 8, 2, 1, 1, 1, 3, 6, 5, 0, 6, 2,
5, 8, 1, 0, 5, 2, 6, 6, 6, 0, 5, 9, 7, 3, 3, 0, 6, 6, 3, 8,
8, 3, 5, 9, 0, 3, 3, 5, 9, 5, 4, 7, 7, 9, 0, 4, 2, 3, 3, 2.

... i jestesmy na cyfrze 8.
Posuwamy si¦ wi¦c o 8 pozycji itd, tak dªugo jak jest to mozliwe.

OSTATECZNIE ZATRZYMALI�MY SI� NA CYFRZE 2 !!
(ostatniej w ci¡gu).

CZY NA DOWOLNYM CI�GU, CO NAJMNIEJ STU CYFR
LOSOWYCH, GRACZ B MO�E, W WY�EJ OPISANYM
SPACERZE, "przewidzie¢"GDZIE SI� ZATRZYMA� GRACZ A?

Odpowiedz: TAK ! Ale z prawdopodobie«stwem ok. 97,5 % !
Gracz B wykonuje taki sam spacer zaczynaj¡c z dowolnej cyfry, z
pierwszych dziesi¦ciu cyfr danego ci¡gu !! Np. od cyfry 5 (pierwsza
pozycja) ! ”Liczymy” na tzw. coupling, dwóch spacerów na ci¡gu
100 losowych cyfr, którego prawdopodobie«stwo wynsi 97.5%.



3. Caspar Neumann (1648-1715) i "wrocªawskie"tablice
prze»ycia opublikowne w 1693 przez Edmonda Halleya.
Od roku 1584, mie±cie Breslau prowadzono Ksi¦g¦ Urodzin i
�mierci. Caspar Neumann ( ksi¡dz i teolog) próbuje matematycznie
oszacowa¢/prognozowa¢ dªugo±¢ »ycia czªowieka ... ale bez
powodzenia.
Zebrane dane przesªane zostaªy do Royal Society of London i
tra�aj¡ do Edmonda Halley (1656 -1742), który w 1693 roku
opublikowaª prac¦ pt.An Estimate of Degrees of Mortality of
Mankind Drawn from the Curious Tables of Births and
Funerals of the City of Breslaw.
(Obecnie nazwisko Haley'a gªównie kojarzymy z komet¡ Haley,
która ”odwiedza” nas co 75 lat. Ostatnio byªa 9 lutego 1986r.
(widziaªem !!) Nast¦pne w 2061 roku.)
Celem sporz¡dzenia tablic byªo u»ycie ich do oszacowania wysoko±ci
skªadek na ... ubezpieczenia »ycia !!
(Z tablic Halleya: z 1000 urodzonych do 18 roku prze»yªo 610 ! Do
74 roku prze»yªo 98 !)



4. Kiedy przypadkowo wybrana ci¦ciwa okr¦gu
(jednostkowego) jest dªu»szasza od boku trójk¡ta
równobocznego wpisanego w ten okr¡g?
CO TO ZNACZY LOSOWO WYBRA� CI�CIW� ? (Jak to mo»na
to �zycznie sformalizowa¢?)
i) Dla ustalonego punktu A na okr¦gu i prostej stycznej l w tym
punkcie do okr¦gu, wybieramy k¡t φ jaki ci¦ciwa tworzy z prost¡ l.
Czyli mamy mo»liwo±¢ wyboru φ tak, »e 0 < φ < π. Ale aby
ci¦ciwa byªa dªu»sza od boku trójk¡ta równobocznego wpisanego w
ten okr¡g, k¡t φ musi speª nia¢ warunek: 1

3
π < φ < 2

3
π.

St¡d

p-stwo, »e ci¦ciwa jest dªu»sza od boku =
2

3
π − 1

3
π

π
=

1
3



(ii) Wybieramy kierunek prowadzenia ci¦ciw, np. póªnoc/poªudnie.
Wtedy ci¦ciwa jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt jej
przeci¦cia ze ±rednic¡ okr¦gu. Do wyboru mamy wi¦c punkty z
odcinka (0, 2) (okr¡g o promieniu 1). Teraz aby ci¦ciwa byª a
dªu»sza od boku trójk¡ta jej punkt przeci¦cia musi by¢ z odcinka
(1
2
, 3
2

).
Zatem

p-stwo, »e ci¦ciwa jest dªu»sza od boku =
3

2
− 1

2

2− 0
=

1
2

(iii) Jesli przyj¡¢, »e ci¦ciwa wyznaczona jest jednoznacznie przez
jej ±rodek (tj. punkt w kole jednostkowym) to

p-stwo, »e ci¦ciwa jest dªu»sza od boku trójk¡ta =
1
4

KTÓRA ODPOWIED� JEST PRAWDZIWA ? ....

WSZYSTKIE !!! Bo s¡ to trzy ró»ne modele matematyczne
�zycznego zgadnienia jak ªosowo"wybra¢ ci¦ciw¦; trzy tzw. trójki
Koªmogorowa (Ω,F ,P); ( Praca A. N. Koªmogorowa z 1933r. daªa
pocz¡tek obecnej teorii prawdopodobie«stwa. )
( W sali 602 IM, przed kilku laty, moi byli studenci ”trójk¦”
(Ω,F ,P) napisali (kred¡) na ramie tablicy pod su�tem !!)
W literaturze powy»sze zadanie nosi nazw¦ PARADOKSU
BERTRANDA.



5. Jak znale¹¢ przbli»on¡ warto±¢ liczby π maj¡c ... podªog¦ i
igª¦ ?

Podªoga zrobiona jest z idealnie równych desek o szeroko±ci d .
(My±lmy o arkuszu papieru w linie !).
Na podªog¦ rzucamy igª¦ o dªugo±ci l , przy czym l < d . Zatem igªa
mo»e przecina¢/dotyka¢ co najwy»ej jedn¡ lini¦ ( innymi sªowy
kraw¦d¹ deski na podªodze).

Jaka obliczy¢ szan¦, »e losowo rzucona igªa na podªog¦ przetnie
lini¦ ? Dla stwierdzenia czy igªa przecina jak¡± lini¦ czy nie,

wystarczy zna¢ jej poªo»enie na podªodze wyznaczone przez:

x := odleglo±¢ ±rodka igªy do bli»szej z linii;

φ := k¡t pod jakim igªa lub jej przedªu»enie przecina si¦ z bli»sz¡ lini¡;

Wtedy wszystkie mo»liwe poªo»enia igªy odpowiadaj¡ parom (x , φ)
takim, »e 0 < x < d/2 oraz 0 < φ < π. Pole tego prostok¡ta jest
równe πd/2.



Natomiast aby igªa przecinaªa (bli»sz¡) lini¦ musi zachodzi¢
nierówno±¢ x ≤ l

2
sinφ. Jest to pole pod krzyw¡ x = l

2
sinφ, gdzie

0 < φ < π.

Pole to jest równe :
∫ π
0

l
2

sinφ dφ = l . Zatem

p-stwo, »e igªa przecina prost¡ =
l

πd/2
=

2l
πd

.

Je±li w do±wiadczeniach frakcja rzutów ko«cz¡cych si¦ przeci¦ciem
bli»szej lini wynosi x , to uzasadnionym jest oczekiwanie, »e

x ≈ 2l
πd

; tzn. π ≈ 2l
xd
.

I po prawej stronie znamy wszystkie wielko±ci : d , l , x , co pozwala
oszacowa¢ warto±¢ liczby π.

W literaturze powy»sze zadanie nosi nazw¦ ZADANIE BUFFONA
O IGLE. ( z okoªo 1735 r.; rozwi¡zane w 1777r.)



6. PODSUMOWANIE. (i) ”moneta” w tytule dzisjeszego
odczytu wykªadzie jest synonimem (metafor¡) wszystkich sytuacji,
w których nie mo»na przyj¡¢ peªnego determinizmu �zycznego.
(ii) intuicyjnie przyj¦te przez nas "prawo", »e zaobserwowane

±rednie warto±ci ¹bli»aj¡±i¦ do warto±ci oczekiwanej wymaga
sformalizowania i ... udowodnienia, w przyj¦tym modelu teorii
prawdopodobie«stwa. (mocne prawo wielkich liczb.) (SLLN)
(iii) ”prawo ±rednich” jest prawem statystycznym !! NIGDY nie
mamy pewno±ci, »e odpowied¹ jest PRAWDZIWA !!! Ale potra�my
oszacowa¢ prawdopodobie«stwo bª¦du; (centralne twierdzenie
graniczne. CLT)
(iv) w przyrodzie, w tym w dziaªalno±ci czªowieka, mamy bogactwo
sytuacji, w którym nie ma peªnego determinizmu i zmuszeni
jeste±my do stosowania metod statystycznych i probabilistycznych;
(np. mechanika kwantowa w �zyce;)
(v) Nagrod¦ Nobla w Ekonomii w 1997r. otrzymali R. C. Merton
and M. S. Scholes za wzór C = SN(d)− Le−rtN(d − σ

√
t), na

wycen¦ tzw. opcji, który ukazaª si¦ w codziennym wydaniu gazety
�ew York Times"!



Na stronie internetowej
http://www.math.uni.wroc.pl/∼zjjurek

oprócz dzisiejszego wykªadu s¡ tak»e:
(i) artykuª biogra�czno-naukowy o twórcy teorii prawdopodobie«sta
A. N. Koªmogorowie z czasopisma dla nauczycielei matematyki
(Hugo Steinhaus i Antoni �omnicki mieli istototny wkªad w
powstanie wspóªczesnej teorii prawdopodobie«stwa !! Kazimierz
Urbanik (mój Nauczyciel i patron Biblioteki Matemtyki i
Informatyki UWr.) mówiª: "Koªmogorowi bezwzgl¦dnie nale»y
si¦ FINA� ale Steinhaus i �omnicki byli w PÓ�FINALE
tworzenia wspóªczesnej probabilistyki")
(ii) wykªad inauguracyjny na UWr. w dn. 1 pa¹dziernika 2013,pt.
” Matematyczne zarz¡dzanie ryzykiem-losowo±ci¡”; z apelem
"Wyª¡cz wiar¦ wª¡cz my±lenie"!
(iii) "Breslau/Wrocªaw - C.Neumann - E. Halley- Insurance - the
most beautiful math equation-- sesja Wrocªawskiej Akademii
Mªoduch Uczonych i Artystów.

DZI�KUJ� !!!! I zapraszam do studiowania nauk ±cisªych !

Zbigniew J. Jurek


