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Plan wyktadu :
1) Problem urodzin 7
2) Jak "wygraé" spacer na ciagu cyfr losowych?

3) Caspar Neumann (1648-1715) i "wroctawskie” tablice przezycia
wg Edmonda Halleya z 1693r.

4) Kiedy losowo wybrana cieciwa okregu jest dtuzsza od boku
tréjkata réwnobocznego wpisanego w ten okrag 7 (Paradoks
Bertranda z 1888r.)

5) Jak znalez¢ przblizona wartos¢ liczby m majac ... podtoge i igte ?
(Zadnie Buffona rozwigzane w 1777r.)

6) PODSUMOWANIE.



1. Problem urodzin. Czy duza jest szansa na to, ze w grupie 25
0s6b co najmniej dwie maja w tym samym dniu roku urodziny 7
(przyjmujemy, ze rok ma 365 dni).

(a) ILE JEST MOZLIWOSCI, ZE 25 OSOB MA ROZNE DNI
URODZIN?

dla pierwszej osoby jest 365 mozliwych wyboréw dnia urodzin !
dla drugiej osoby mam 364 mozliwosci

dla trzeciej osoby 363 mozliwosci

dla 24 osoby mamy ... 365-23=342
i.... dla 25 osoby mamy 341

Odp. doa) = 365-364-363-...-342-341 ~ 4.92-10%



(b) NA ILE SPOSOBOW MOZNA WYBRAC DZIEN URODZIN
DLA 25 OSOB ?

dla pierwszej osoby jest 365 mozliwych wyboréw dnia urodzin !
dla drugiej osoby mam 365 mozliwosci ....
dla 24 osoby mamy ... 365 i .... dla 25 osoby mamy 365

ZATEM
Odp. do b) = 365-365-365-...-365-365 = 365%° ~ 1.14 - 10%

Szansa, ze wsréd 25 oséb WSZYSTKIE maja rézne dni urodzin =

Odp. do a) _ 4.92.10%3 _ 4.92 0
Odp. dob) — 1.14106% — 114 =0.43%

Szansa, ze wsréd 25 oséb sa dwie lub wiecej osoby o tym samym
dniu urodzin =

4.92.10%% __ 4.92 _ B
1 -7t =1 - 114 =1-043=057 = 57%

Szansa na to, ze klasie 30 osobowej dwie osoby lub wiecej
obchodz¢ bedzie urodziny w tym samym dniu roku wynosi
71%

W KLASIE 100 0SOBOWEJ SZANSA TAKA WYNOSI JUZ ...
97% (a rok ma ...365 dni !!)




2. Jak przewidzie¢ pozycje konicowa w spacerze losowym na
ciggu cyfr losowych?

Z tabeli liczb losowych (co to jest?) wybieramy dowolny ciag
dtugosci co najmniej stu kolejnych cyfr losowych; np. taki:

59/819,1,6,8,3,8 2,1,8/8,1,7,3,9,1,6,
6,6,5975/43,91 01,38,5,3,7228,2
9,7,0,7,6,3,0,4,1,8, 2,1,1,1,3,6,5,0,6, 2,
5810526,6,60 509,73,306,6,3,8
835 90,373,595 4770904273,3,2
Gracz A sposréd pierwszych poczatkowych 10 cyfr ciagu wybiera

jedna !

np. cyfre 8 na trzecie pozycji (trzeci wyraz ciggu) i wykonuje 8
krokéw (" spaceruje”) wzdtuz wybranego ciagu.

Zatrzymuje sie wiec na cyfrze 2 (jedenastym wyrazie ciagu).



Zatem przesuwamy sie o dwie pozycje

5,9,8,1,9,16.,8,3,8 2,1,8,8,1,7,3,9, 1,6,
6,6,5 97,5 4391 01,38,5,3,7, 2,8, 2,
9,7,0,76,30418 21,1,1,3,6,5,0,6, 2,
5,8,1,0,52,6,6,6,0, 519,7,3,3,0,6,6, 3,8,
835903,3,5,95, 47709042, 3,3,2.

1 ’ ’ i ? ] ’ ’

.. i jestesmy na cyfrze 8.
Posuwamy sie wiec o 8 pozycji itd, tak dtugo jak jest to mozliwe.

OSTATECZNIE ZATRZYMALISMY SIE NA CYFRZE 2 I!
(ostatniej w ciagu).

CZY NA DOWOLNYM CIAGU, CO NAJMNIEJ STU CYFR
LOSOWYCH, GRACZ B MOZE, W WYZEJ OPISANYM
SPACERZE, "przewidzie¢"GDZIE SIE ZATRZYMAL GRACZ A?

Odpowiedz: TAK ! Ale z prawdopodobierfistwem ok. 97,5 % !
Gracz B wykonuje taki sam spacer zaczynajac z dowolnej cyfry, z
pierwszych dziesieciu cyfr danego ciagu !! Np. od cyfry 5 (pierwsza
pozycja) ! "Liczymy” na tzw. coupling, dwéch spaceréw na ciagu
100 losowych cyfr, ktérego prawdopodobiefistwo wynsi 97.5%.



3. Caspar Neumann (1648-1715) i "wroctawskie"tablice
przezycia opublikowne w 1693 przez Edmonda Halleya.

Od roku 1584, miescie Breslau prowadzono Ksiege Urodzin i
Smierci. Caspar Neumann ( ksiadz i teolog) prébuje matematycznie
oszacowac/prognozowa¢ dtugosc zycia cztowieka ... ale bez
powodzenia.

Zebrane dane przestane zostaty do Royal Society of London i
trafiaja do Edmonda Halley (1656 -1742), ktéry w 1693 roku
opublikowat prace pt.An Estimate of Degrees of Mortality of
Mankind Drawn from the Curious Tables of Births and
Funerals of the City of Breslaw.

(Obecnie nazwisko Haley’a gtéwnie kojarzymy z kometa Haley,
ktéra "odwiedza” nas co 75 lat. Ostatnio byta 9 lutego 1986r.
(widziatem !!) Nastepne w 2061 roku.)

Celem sporzadzenia tablic byto uzycie ich do oszacowania wysokosci
sktadek na ... ubezpieczenia zycia !!

(Z tablic Halleya: z 1000 urodzonych do 18 roku przezyto 610 ! Do
74 roku przezyto 98 !)



4. Kiedy przypadkowo wybrana cieciwa okregu
(jednostkowego) jest dtuzszasza od boku tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag?

CO TO ZNACZY LOSOWO WYBRAC CIECIWE ? (Jak to mozna
to fizycznie sformalizowac?)

i) Dla ustalonego punktu A na okregu i prostej stycznej / w tym
punkcie do okregu, wybieramy kat ¢ jaki cieciwa tworzy z prosta /.
Czyli mamy mozliwo$¢ wyboru ¢ tak, ze 0 < ¢ < 7. Ale aby
cieciwa byta dtuzsza od boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w
ten okrag, kat ¢ musi spet nia¢ warunek: %7[' <@ < %71'.

Stad

p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku ==>—"2— = —



(i) Wybieramy kierunek prowadzenia cieciw, np. pétnoc/potudnie.
Wotedy cieciwa jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt jej
przeciecia ze $rednicg okregu. Do wyboru mamy wiec punkty z
odcinka (0,2) (okrag o promieniu 1). Teraz aby cieciwa byt a
dtuzsza od boku tréjkata jej punkt przeciecia musi by¢ z odcinka
(23):
Zatem
3_1 1

p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku = 3 _(2) =5
(iii) Jesli przyjaé, ze cieciwa wyznaczona jest jednoznacznie przez
jej srodek (tj. punkt w kole jednostkowym) to

S . . 1
p-stwo, ze cieciwa jest dtuzsza od boku tréjkata = 1

KTORA ODPOWIEDZ JEST PRAWDZIWA ? ....

WSZYSTKIE !!l Bo sa to trzy rézne modele matematyczne
fizycznego zgadnienia jak fosowo'"wybrac cieciwe; trzy tzw. tréjki
Kotmogorowa (€2, F, P); ( Praca A. N. Kotmogorowa z 1933r. data
poczatek obecnej teorii prawdopodobierstwa. )

(W <ali 602 IM obrzed kilku latv moi bvli studenct " tréike”



5. Jak znalez¢ przblizong wartos¢ liczby m majac ... podtoge i
igle ?

Podtoga zrobiona jest z idealnie réwnych desek o szerokosci d.
(Myslmy o arkuszu papieru w linie !).

Na podtoge rzucamy igte o dtugosci /, przy czym | < d. Zatem igta
moze przecinaé/dotykac co najwyzej jedna linie ( innymi stowy
krawedz deski na podtodze).

Jaka obliczy¢ szane, ze losowo rzucona igta na podfoge przetnie
linie 7 Dla stwierdzenia czy igta przecina jakas linie czy nie,

wystarczy znac jej potozenie na podtodze wyznaczone przez:

x := odleglos¢ srodka igty do blizszej z linii;

¢ := kat pod jakim igta lub jej przedtuzenie przecina sie z blizszg linig;

Wtedy wszystkie mozliwe potozenia igty odpowiadaja parom (x, ¢)
takim, ze 0 < x < d/2 oraz 0 < ¢ < 7. Pole tego prostokata jest
réwne 7d /2.



Natomiast aby igta przecinata (blizsza) linie musi zachodzi¢
nieréwnos¢ x < %sin ¢. Jest to pole pod krzywa x = ésin ¢, gdzie
0<op<m.

Pole to jest réwne : fo7r ésin ¢dp = 1. Zatem

21
-stwo, ze igta przecina prosta = —— = —.
p gta p Prosta = 5 = d
Jesli w doswiadczeniach frakcja rzutéw konczacych sie przecieciem
blizszej lini wynosi X, to uzasadnionym jest oczekiwanie, ze
_ 2/ . 2/
XA —; tzn. TR —.
wd xd
| po prawej stronie znamy wszystkie wielkosci : d, I, X, co pozwala
oszacowa¢ wartos¢ liczby .

W literaturze powyzsze zadanie nosi nazwe ZADANIE BUFFONA
O IGLE. ( z okoto 1735 r.; rozwigzane w 1777r.)



6. PODSUMOWANIE. (i) "moneta” w tytule dzisjeszego
odczytu wyktadzie jest synonimem (metafora) wszystkich sytuacji,
w ktérych nie mozna przyjaé petnego determinizmu fizycznego.

(i) intuicyjnie przyjete przez nas "prawo", ze zaobserwowane
Srednie wartosci zblizajasie do wartosci oczekiwanej wymaga
sformalizowania i ... udowodnienia, w przyjetym modelu teorii
prawdopodobieristwa. (mocne prawo wielkich liczb.) (SLLN)
(iii) " prawo Srednich” jest prawem statystycznym !! NIGDY nie
mamy pewnosci, ze odpowiedz jest PRAWDZIWA !l Ale potrafimy
oszacowa¢ prawdopodobiefistwo btedu; (centralne twierdzenie
graniczne. CLT)

(iv) w przyrodzie, w tym w dziatalnosci cztowieka, mamy bogactwo
sytuacji, w ktérym nie ma petnego determinizmu i zmuszeni
jestesmy do stosowania metod statystycznych i probabilistycznych;
(np. mechanika kwantowa w fizyce;)

(v) Nagrode Nobla w Ekonomii w 1997r. otrzymali R. C. Merton
and M. S. Scholes za wzér C = SN(d) — Le " N(d — /1), na
wycene tzw. opgcji, ktéry ukazat sie w codziennym wydaniu gazety
New York Times"!



Na stronie internetowe;j

http://www.math.uni.wroc.pl/~zjjurek
oprécz dzisiejszego wyktadu s3 takze:
(i) artykut biograficzno-naukowy o twércy teorii prawdopodobiefsta
A. N. Kotmogorowie z czasopisma dla nauczycielei matematyki
(Hugo Steinhaus i Antoni £omnicki mieli istototny wktad w
powstanie wspotczesnej teorii prawdopodobienstwa !! Kazimierz
Urbanik (m6j Nauczyciel i patron Biblioteki Matemtyki i
Informatyki UWr.) méwit: "Kotmogorowi bezwzglednie nalezy
sie FINAL ale Steinhaus i £omnicki byli w POLFINALE
tworzenia wspéfczesnej probabilistyki")
(ii) wyktad inauguracyjny na UWr. w dn. 1 pazdziernika 2013,pt.
" Matematyczne zarzadzanie ryzykiem-losowo$cia”; z apelem
"Wytacz wiare wtacz myslenie"!
(iii) "Breslau/Wroctaw - C.Neumann - E. Halley- Insurance - the
most beautiful math equation-- sesja Wroctawskiej Akademii
Mtoduch Uczonych i Artystéw.

DZIEKUJE N | zapraszam do studiowania nauk Scistych !
Zbigniew J. Jurek



