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Andrej Nikolajewicz
Kotmogorow

(1903—1987)

TWORCA MATEMATYCZNEJ TEORIl PRAWDOPODOBIENSTWA

W pazdzierniku biezacego roku obchodzimy 25-lecie Smierci
wielkiego matematyka rosyjskiego, Andrieja Kotmogorowa.

B ZBIGNIEW J. JUREK

ho¢ losowos¢ towarzyszy Cztowie-

kowi od zawsze! i czesto swoje su-
biektywne decyzje probowat On
opieraé na tzw. $lepym losie?, to matema-
tyczna teoria zdarzen losowych — teoria
prawdopodobienstwa i procesow stocha-
stycznych — powstata dopiero w latach
dwudziestych i trzydziestych XX wieku.
Jej gléwnym tworca i liderem wyznacza-
jacym kierunki badan byt rosyjski mate-
matyk Andrej Nikotajewicz Kotmogorow.
Jego niewielka, stustronicowa ksiazke [2]
Podstawowe pojecia teorii prawdopodo-
bienstwa z 1933 roku powszechnie uwa-
za si¢ za poczatek matematycznego ra-
chunku prawdopodobienstwa. To, co byto

I

Ponad 2500 lat temu, w starozytnej Grecji, losowo wybierano osoby, ktore w danym dniu rozstrzyga-

ty handlowe spory na Agorze. W muzeum Stoatou Attalosa, w greckiej czesci Agory, w Atenach,
mozna jeszcze dzi§ zobaczy¢ ,,maszyn¢ do losowania™!
2 Chrzescijanie od 2000 lat co roku stuchajg o losowym podziale szat ukrzyzowanego Jezusa.
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do czasu Kotmogorowa, Joseph Doob (1910-2004), wybitny probabilista amerykan-
ski, nazywat ,,niematematyczng probabilistyka”.

Podkreslenia wymaga réwniez i to, ze Kotmogorow miat takze fundamentalny wktad
do niemal wszystkich dziedzin matematyki: analizy, algebry, topologii, teorii informa-
¢ji, algorytmdw, logiki, mechaniki, fizyki matematycznej (turbulencje), uktadow dy-
namicznych, teorii ergodycznej i innych. Rozwiazal on trzynasty problem Hilberta
dowodzac, ze funkcje ciagte trzech zmiennych mozna wyrazi¢ jako zlozenie funkcji
ciagtych o jednej i dwoch zmiennych.

W Rosyjskiej Encyklopedii Matematyki jest okoto 30 pojeé, faktow i twierdzen
noszacych imi¢ Kotmogorowa. Niewatpliwie Andrej Nikotajewicz nalezy do najwy-
bitniejszych matematykow wszechczasow, obok takich jak F. Gauss, D. Hilbert,
B. Riemann, I. Newton, J. von Neuman .

W niniejszym artykule oprécz watkow biograficznych koncentrujemy si¢ jedynie
na wktadzie Kotmogorowa we wspotczesna teori¢ prawdopodobienstwa i teorie pro-
cesOw stochastycznych.

Dziecinstwo i szkota Srednia

Andrej Nikotajewicz urodzit si¢ w dniu 25 kwietnia w 1903 roku, w miejscowosci
Tambow, w Rosji. Jego niezamg¢zna matka Maria Jakowlewna Kotmogorowa, zmarta
przy porodzie. Andrej zostat adoptowany przez siostr¢ matki, Wier¢ Jakowlewna,
i otrzymal jej nazwisko Kotmogorow. Ojciec jego, Mikotaj Matwiejewicz Katajew,
z wyksztatcenia agronom i statystyk, byt zestany do Jarostawia za dziatalno$¢ w ru-
chach narodowo-rewolucyjnych. Tam poznal Mari¢ Jakowlewna. Wydaje sie, ze nie
miat on wigkszego udzialu w wychowaniu syna zwlaszcza, ze praca jego wiazata si¢
ciaglym podrézowaniem. Po Rewolucji
Pazdziernikowej w 1917 roku byt dyrek-
torem w Ministerstwie Rolnictwa. Ale juz
w 1919 roku zginal we walkach z armia De-
nikina — przeciwnikiem nowego ustroju.

Dziecinstwo Andrej spedzit we wsi Tu-
noszna nad rzeka Wotga, ok. 30 km od
miasta Jarostaw, w domu dziadkow ze
strony matki. Przez cate swoje zycie z
wielka mitoscig i gltgbokim szacunkiem
moéwit o swojej przybranej matce.

Trzy przybrane siostry (Maria, Wiera
1 Nadjezda) Kotmogorowa braty czynny
udzial w rewolucyjnym podziemiu i, jak
wspominal on, kiedy$ przy przeszukaniu e
ich domu nielegalng literatur¢ ukryto w \ b < )
jego kotysce. Z kolei ciotki Kolmogoro- e
wa zorganizowaly mala, lokalna, ale no-  Wiera Jakowlewna i Andrej, 1909 .
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woczesna jak na tamte czasy i warunki, szkote dla wiejskich dzieci. W tej to szkole po

raz pierwszy maty Andrej zauwazyt jaka satysfakcje i przyjemnosc¢ sprawiaty mu ,,0d-

krycia” matematyczne. W wieku 5 czy 6 lat odkryl, ze:
1=1%,1+3=2%1+3+5=3% 1+3+5+7=4% ...

W szkolnej gazetce zamiescit zadanie: Na ile sposobdéw mozna przyszy¢ guzik z cztere-

ma dziurkami, gdy do przyszycia potrzebne sq co najmniej dwie dziurki?

W1910 roku razem z matka przeprowadzit si¢ do Moskwy, gdzie rozpoczat nauke
w prywatnym gimnazjum E.A. Repmana. Mimo Ze byt jednym z najlepszych uczniow
z matematyki, to jego pierwszym wyborem byta biologia, a drugim historia Ros;ji.
O nauczycielach swojej pierwszej formalnej szkoty méwit, iz to oni byli inspiracja
jego przysztych naukowych ambicji i dociekan.

Trudne politycznie i ekonomicznie lata 1918-1920, Kotmogorow wraz z innymi
starszymi uczniami spedzit na budowie kolei z Kazania do Jekaterynburga (obecnie
Swierdlowsk). Mimo cigzkiej pracy fizycznej nie zaniedbywat samodzielnych przy-
gotowan do egzamindw koncowych szkotly sredniej. Dyplom jej ukonczenia uzyskat,
po powrocie z budowy, w 1920 roku.

Uniwersytet Moskiewski 1920-1925 i 1925-1929

Jesienia 1920 roku Andrej Nikotajewicz Kotmogorow zapisat si¢ (nie bylo egzami-
néw wstepnych) na kierunki fizyka i matematyka na Uniwersytecie Moskiewskim.
Posiadajac juz znaczne przygotowanie z matematyki postanowit, ze rownolegle zapi-
sze si¢ tez na metalurgi¢. Wspominat wiele lat pdzniej, ze cho¢ nigdy nie porzucit
mysli o poswigceniu si¢ naukom inzynieryjnym, to nie pamigtat dlaczego wybrat aku-
rat metalurgi¢. Nie zapominatl tez o swoich zainteresowaniach historia Rosji. Na te
okoliczno$¢ czasami przypomina si¢ nastgpujaca anegdote. Otdz na Seminarium z
Historii Rosji Kotmogorow przedstawit prace (tezg) na temat wiasnosci nieruchomo-
$ci w XIV-XVI wieku w Nowogrodzie. Tezg uzasadnit (statystycznym) bayesowskim
rozumowaniem. Profesor tegoz seminarium miat powiedzie¢: Podal Pan jeden dowod
na poparcie swojej tezy, i w matematyce, ktorq Pan studiuje, by¢ moze to wystarcza,
ale my historycy potrzebujemy co najmniej 10 dowodow.

Bedac studentem Kotmogorow aktywnie uczestniczyl w wielu seminariach i wy-
ktadach wybitnych matematykdéw rosyjskich. Stowo aktywnie jest tu zdecydowanie
niewystarczajace.

Zadanie (hipotezg) N.N. Luzina o tym, Zze w kwadracie podzielonym na mniejsze
(pod) kwadraty, dla kazdej statej C istnieje stata C' taka, ze jesli krzywa (w tym kwa-
dracie) jest dlugosci nie wiekszej niz C to suma obwodoéw (pod) kwadratéw, ktore ta
krzywa dotyka jest nie wigksza niz C', Kolmogorow rozwiazal negatywnie. Popraw-
no$¢ jego dowodu i konstrukcji sprawdzit znany matematyk P.S. Uryshon. I na semi-
narium studenckim, w dniu 4 stycznia 1921 roku, A.N. Kolmogorow przestawit pu-
blicznie swoje pierwsze znaczace osiagnig¢cie matematyczne.

Na jesieni tego samego roku, wskazal on luke w dowodzie twierdzenia Urysohna o
wymiarze topologicznym przestrzeni tréjwymiarowych. Dowdd zostat natychmiast
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poprawiony przez autora, ale student Kotmo-
gorow zostat zauwazony jako wybitny talent
matematyczny. W tym samym czasie, uczest-
niczac w bardzo znanym seminarium N.N.
Luzina® (potocznie w srodowisku nazywanym
Luzytania) Kolmogorow podat swoje stynne
konstrukcje w teorii szeregéw trygonome-
trycznych. M.in. podat przyktad funkcji cat-
kowalnej, ktorej szereg trygonometryczny jest
rozbiezny w kazdym punkcie. Jego wkiad w
te dziedzing matematyki mozna szybko doce-
ni¢ przegladajac monografi¢ [6] wybitnego
polskiego matematyka Antoniego Zygmunda.

W 1924 1. bedac studentem czwartego roku
udowodnit twierdzenie o trzech szeregach
(wigcej o tym powiemy ponizej), ktore obec-
nie jest w kazdym podrgczniku matematycz-  Andrej Kotmogorow, 1925 r.
nej teorii prawdopodobienstwa.

Rok po6zniej ukonczyt studia na Uniwersytecie Moskiewskim, gdzie tez natych-
miast rozpoczal studia doktoranckie pod kierunkiem wspomnianego N.N. Luzina.
W okresie tym jego badania byly skupione na teorii prawdopodobienstwa. Niektore
z tych wynikow sa omowione ponize;j.

W maju 1929 roku Kolmogorow ukonczyt studia doktoranckie majac w dorobku
juz 18 wybitnych prac naukowych.

Dalsza kariera zawodowa

W czerwcu 1929 roku Kolmogorow zostal zatrudniony w Instytucie Matematyki
i Mechaniki Uniwersytetu Moskiewskiego, z ktérym pozostat zwiazanym na zawsze.
Tam w 1931 roku zostal profesorem, a w 1933 powierzono mu stanowisko dyrektora
Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Moskiewskiego. Zajmowat je do kwietnia
1939 roku i ponownie p6zniej w latach 1951-53.

Stopien naukowy doktora fizyki i matematyki zostat mu nadany w 1935 roku na
podstawie zestawu opublikowanych prac. [Obecny system stopni naukowych w Rosji,
w tym odpowiednik polskiej habilitacji, zostal wprowadzony w 1934 r.] W 1939 r.
Kotmogorow zostat cztonkiem Akademii Nauk Zwiazku Radzieckiego.

Z historycznego punktu widzenia interesujacy jest fakt, ze Kotmogorow, wspolnie
z Pawlem Sergiejewiczem Aleksandrowem, w okresie od czerwca 1930 do marca 1931
odbyt, niemal roczna, podroz naukowa po Niemczech i Francji. W Getyndze odwie-
dzili, m.in. D. Hilberta, R. Couranta, L.D. Landaua i Emmy Noether. W Paryzu spot-

[ I
3 O N.N. Luzinie i jego seminarium artykut w ,,Matematyce” 8/2010.
[ |




kali si¢ z M. Frechetem i Paulem Lévy,
ktory takze wnidst fundamentalne osia-
gnigcia do teorii prawdopodobienstwa.
Jego imieniem nazywamy dzi$ pewna kla-
s¢ procesow stochastycznych.

Za znaczace osiagnigcia naukowe Kot-
mogorow otrzymal najwyzsze odznacze-
nia i nagrody panstwowe, w tym Bohate-
ra Pracy ZSRR oraz siedmiokrotnie Order
Lenina i inne. Byt jednym z najbardziej
wptywowych ludzi nauki w Zwiazku Ra-
dzieckim, co pozwalato mu pomagac¢ mto-
Wreczenie Orderu Lenina dym i utalentowanym naukowcom.

A.N. Kolmogorow i matematyczna teoria prawdopodobienstwa

O Paradoks Bertranda

We wspomnianej niematematycznej probabilistyce znane byly paradoksy logicz-
ne. Najstynniejszym z nich jest tzw. paradoks Bertranda. Ot6z na pytanie o prawdopo-
dobienstwo tego, ze ,,losowo” wybrana cieciwa w okregu jednostkowym jest dtuzsza
od boku trdjkata rownobocznego wpisanego w ten okrag, mozna podac trzy ,,prawdzi-

1.1

N | .
tal - - _'
we” odpowiedzi: 13 i 5!

(a) Jesli wybor cigciwy identyfikujemy z wylosowaniem jej srodka (punktu w kole

jednostkowym), to otrzymujemy odpowiedz T Zauwazmy bowiem, ze punkty z kota

Willa Kotmogorowa w Komarowce
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0 promieniu %, umieszczonego centralnie w kole jednostkowym, daja — przy takim

systemie losowania — cigciwy dtuzsze od boku trojkata rownobocznego. Stosunek pél
tych kot jest rowny 1:4.

(b) Jesli cigciwe bedziemy wyznaczaé przez kat, jaki tworzy ona z prosta styczna
do okregu, w punkcie bedacym jednym z koncdéw tej cigciwy, to sposrod wszystkich

katow od 0 do m, tylko katy pomigdzy En a 3 7 daja cigciwy dtuzsze niz bok trojkata.

Zatem prowadzi to do odpowiedzi 3

(c) Ale wybor cigciwy mozna takze identyfikowaé z wyborem punktu jej przecie-
cia z $rednica tego okregu, prostopadta do tej cigciwy. Wtedy z przedziatu (0; 2) (sred-

nica) tylko punkty z podprzedziatu 3) daja cieciwy dtuzsze niz bok trdjkata.

13
1 272
Stad odpowiedzia jest 5

Ktora odpowiedz jest zatem prawdziwa?

Ten i inne podobne ,,paradoksy” powodowaty, ze rachunek prawdopodobienstwa
nie miat prawa wstepu na ,,salony” matematyki. Kotmogorow, opierajac si¢ miedzy
innymi na pracach polskich matematykéw Hugona Steinhausa i Antoniego Lomnic-
kiego, zaproponowatl aby zjawiskom losowym najpierw przypisywac ich modele ma-
tematyczne, i w przyjetym modelu znajdowaé odpowiedzi na stawiane pytania. Taki
model to trojka (Q, 7, P), gdzie Q to pewien zbidr elementdw (tzw. zdarzen elementar-
nych), Fto rodzina podzbioréw zbioru Q (tzw. zdarzen losowych)?, zas P: F— [0, 1]
to funkcja prawdopodobienstwa, ktora kazdemu wydarzeniu losowemu A przypisuje
liczbe P(A4) z odcinka [0, 1] w taki sposob, ze P(QQ) = 1 i warto$¢ P na sumie ciagu
zdarzen losowych parami roztacznych jest rOwna sumie wartosci na poszczegodlnych
zdarzeniach®.

Istnienie takich trdjek (modeli matematycznych) nazywanych przestrzeniami pro-
babilistycznymi lub przestrzeniami Kolmogorowa, nie jest oczywiste. Na prostej rze-
czywistej miara Lebesgue’a /;, bedaca uogdlnieniem pojecia dtugosci odcinka, a na
plaszczyznie miara Lebesgue’a /,, bedaca uogdlnieniem pojecia pola, sa przyktadami
funkcji zbioréow spetniajacych warunek przeliczalnej addytywnosci z przypisu 5, na
odpowiednio dobranych o-algebrach. Dla prostoty tego artykutu pominiemy dyskusje
sposobow ich wyboru.

[
4 Doktadniej, F to o-algebra podzbioréw zbioru Q, tzn., ze

(i) rodzina & jest niepusta (2 € F);
(ii) jesli 4 € Fto jego dopekienie A€ € F
(iii) dla kazdego ciagu zdarzefi losowych 4y, 4,, ... (tzn: 4; € F)ich suma 4, VA4, U ... U4, U ... tez jest
zdarzeniem czyli nalezy do rodziny 7).
5 Dla kazdego ciagu zdarzen losowych 4, A,, ..., 4,, ... parami rozlacznych zadamy aby

P(AVAU..0A4,0.)=P(A4)+P(4)+..+ P(4,)+...




]
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Stosujac paradygmat Kolmogorowa do zadania o cigciwie, widzimy, ze wszystkie
odpowiedzi sg poprawne, ale w roznych modelach matematycznych fizycznego zja-
wiska losowania cigciwy. Wybor odpowiedniego modelu i jego konstrukcja sa od-
dzielnymi zagadnieniami matematycznymi.

W rozwiazaniu (a) Q = {(x, y): x* + y* <1} oraz P(A4) = l,(A)/=. (Dzielimy przez
n aby spetniony byt warunek, ze P(Q2) = 1). Wtedy zdarzenie B = {(x, y): x>+)° < % }
opisuje doktadnie te sytuacje, w ktérych cigciwy sa dtuzsze od boku trojkata rowno-
bocznego wpisanego w okrag. Stad P(B) = l

W (b),gdy Q=(0,n)i P(-)=/(-)/m, otrzymujemy odpowiedz — . W (c) przyje-

3
lismy Q= (0, 2)i1 P(:)=1,(-)/=, co dalo z kolei odpowiedz %

O Rzut moneta i jego model matematyczny

Gdy wykonujemy wiele kolejnych rzutow (uczciwa) moneta, dosy¢ naturalne jest
oczekiwanie, ze czestotliwos¢ wystepowania ortow (ilos¢ ortéw w n rzutach, podzie-
lona przez n) winna przybliza¢ si¢ do ER Jak wybra¢ model matematyczny, a nastgp-
nie (sprobowac) udowodni¢ w nim nasza hipotezg?

Zauwazmy, ze ciag rzutow: O (orzet), O, O, O, O, O, ... (same orly) daje kolejne
czestotliwosei réwne 1, 1, 1, ... Natomiast wynik (reszka), R, R, R, R, R, ... (same
reszki) daje czgstotliwosci 0, 0, 0, 0,...! Wida¢ wiec, ze nie dla wszystkich mozliwych
ciagow dostajemy w granicy 5

Kluczowym dla naszego zadania jest spostrzezenie, ze przyporzadkowanie ciago-
wi(1)0,0,0,R,0,R,R,0,0... ciagu 0,111010011... gdzie O (orzet) zastepujemy
przez 1 (jedynka) za$ R(reszka) przez 0 (zero), jest wzajemnie jednoznaczne. Dopisu-
jac zero przed przecinkiem, ciag zero-jedynkowy mozemy uwazaé za rozwiniecie liczby
z przedziatu [0, 1] w systemie dwdjkowym. Ciag (1) to liczba

1 1 1,0, 1 0, 0 1 1
o T T T T et Ty

Jako model przyjmujemy: Q = [0, 1], P(4) = [,(4) (miara Lebesgue’a) dla4 = [0, 1].
Definujac funkeje &: €2 — {0, 1} (dwie wartosci), gdzie §(x) =/-ta cyfra w rozwinig-
ciu dwojkowym liczby x, zauwazamy, ze czestotliwos¢ wystepowania orla, przy wy-
branej liczbie x, to ciag

2) (G () +&(x) +...+&,(x))/n,

dlan=1,2,3, ... Dlajak wielu x € [0, 1] powyzszy ciag jest zbiezny do %? Réwno-
waznie, w jak wielu nieskonczonych ciagach rzutéw monetg zaobserwujemy czgsto-

X =

tliwosé > wystepowania orta?
Na to pytanie odpowiada nastgpujace twierdzenie Borela:

3) l{{xe[o, 1] lim 23+ &)+ +6,(x) =i}j=1

n—ow n 2
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Cho¢ ,,dtugos¢” (miara Lebesgue’a)
okreslonego w (3) podzbioru odcinka
[0; 1], na ktérym czestotliwosci w grani-
cy sa réwne 1/2, jest rowna jeden, to ten
podzbidr nie zawiera na przyktad wszyst-
kich liczb wymiernych. Liczby wymier-
ne maja skonczone rozwinigcia w syste-
mie dwdjkowym, tzn. dla wymierne;j licz-
by g, &(q) = 0 poza skonczona iloscia, /.

Borel udowodnit cos znacznie wigce;j!
A mianowicie, ze miara Lebesgue’a zbio-
ru liczb z odcinka [0,1], ktorych cyfry w
systemie N-kowym (nie tylko dwojko-
wym, ale tez tréjkowym itd.) maja w gra-
nicy czestotliwos¢ rowna 1/N, wynosi 1!
Wactaw Sierpinski podat efektywnie przy-
ktad liczby o tej whasnosci. W systemie
dziesigtkowym ma ona nastgpujacy zapis:
0,1234567891011121314151617181920212223..., gdzie po przecinku wystgpuja
wszystkie kolejne liczby naturalne.

Na wyktadzie

O Mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa

Wtasnos¢ opisana w (3) nie jest szczegolng wtasnoscia miary Lebesgue’a i funkcji
& Kotmogorow udowodnit, ze na kazdej przestrzeni probabilistycznej (Q, 7, P), kaz-
dy ciag zmiennych losowych X; stochastycznie niezaleznych® o tym samym rozkta-
dzie prawdopodobienstwa i skoficzonej wartosci oczekiwanej m spetnia mocne prawo
wielkich liczb (strong law of large numbers (SLLN)). To znaczy, ze

@ P({a)eQ:lim X, (0)+ X, (@) +..+ X, (0) :m}jzl

n—o n

Innymi stowami méwimy, ze z prawdopodobienstwem 1 (albo prawie zawsze) $rednie
arytmetyczne ze stochastycznie niezaleznych obserwacji zbiegaja do wartosci oczeki-
wanej m (nadzieja matematyczna). ,,Z prawdopodobienstwem 1 niekoniecznie ozna-

[ 1
6 Jest to jedno z najbardziej podstawowych pojeé teorii prawdopodobienstwa i bardzo czgsto nierozu-

miane. Formalnie oznacza ono, ze dla kazdego skoniczonego zbioru liczb naturalnych k) <k, < ... <k,
i kazdego skonczonego zbioru liczb rzeczywistych ay, a,, ..., a,,, zachodzi réwnos¢:

PloeQ: X, (0)<a, X (0)<ay,.. X, (w)<a,})=
=PloeQ: X (w)<a}) PloeQ: X, (0)<a}) ... PloeQ: X, (®)<a,})

(tzw. reguta mnozenia prawdopodobienstw).
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cza ,,zawsze”. Na przyktad w podzbiorze
(3) odcinka jednostkowego, nie ma liczb
wymiernych ale jego prawdopodobienstwo
(miara Lebesgue’a) jest dalej rowna 1.

O Twierdzenie Kolmogorowa
o trzech szeregach

Kotmogorow wykazal, ze dla kazdego
ciagu X|, X,, ..., X,, ... stochastyczne nie-
zaleznych zmiennych losowych szereg
Xi+Xo+...+X,+... jest albo zbiezny z
prawdopodobienstwem 1 albo zbiezny z
prawdopodobienstwem O (tzw. prawo zero-
jedynkowe Kolmogorowa). Kolmogorow
podat tez proste kryterium, w formie zbiez-
nosci trzech szeregdw liczbowych, na to
aby szereg X;+X,+...+ X, +... byl zbiez-

Na wakacjach ny z prawdopodobienstwem 1.
Przyktad: Szereg harmoniczny 1+ % + % +..+ 1 +... jest rozbiezny. Ale juz sze-
n

regi li%il+...i—li... gdzie znaki + sa wstawiane ,,losowo”, na przyktad: +1
n

gdy w rzucie moneta otrzymujemy orfa oraz —1 w przypadku otrzymania reszki, sa
zbiezne z prawdopodobienstwem 1. Jest to prosty wniosek z kryterium Kolmogorowa
o trzech szeregach.

O Twierdzenie Kolmogorowa o zgodnych rodzinach rozkladow

Botanik angielski Robert Brown (ok. 1825) zaobserwowal chaotyczne ruchy mi-
kroskopijnych drobin w cieczach, co powszechnie teraz okresla si¢ jako ruchy brow-
nowskie. Marian Smoluchowski, a w szczego6lnosci Albert Einstein, jako pierwsi to
zjawisko fizyczne opisali na gruncie mechaniki statystycznej. Scista matematyczna
konstrukcje takiego procesu podat Norbert Wiener’. Twierdzenie Kolmogorowa o zgod-
nych rodzinach miar jest fundamentalne dla matematycznej teorii proceséw stocha-
stycznych, a w tym dla procesu Wienera (W,, ¢ > 0), ktdry jest matematycznym mode-
lem ruchow brownowskich.

O Warunkowe prawdopodobienstwo i warunkowe wartosci oczekiwane

W ksiazce [2] podana jest definicja warunkowego prawdopodobienistwa i warun-
kowej wartosci oczekiwanej zmiennej losowej wzgledem innej zmiennej losowej,
a nie, jak to definiowano wczesniej, tylko wzgledem zdarzenia losowego. Pomyst ten

[ I
7 Posta¢ Norberta Wienera byla przedstawiona w Matematyce nr 7 Lipiec/Sierpien 2011.
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obejmuje przypadek zdarzenia losowego, ale tez o wiele wigcej. Warunkowe wartosci
oczekiwane wzgledem o-algebr zdarzen losowych pozwolity J. Doobowi wprowadzi¢
bardzo wazne pojecie martyngatu®. Obecnie martyngaly sa podstawowym narzedziem
matematyki finansowej, ktore wykorzystali R. Merton i B. Scholes’.

O Procesy stochastyczne, a w szczegolnosci procesy Markowa

W pracy [1] o metodach analitycznych w rachunku prawdopodobienstwa Kotmo-
gorow dat matematyczne podstawy dla proceséw stochastycznych, a w szczegolnosci
dla procesow Markowa. Procesy stochastyczne to matematyczne modele zjawisk lo-
sowych zmieniajacych si¢ w czasie. Cho¢ na ogo6t nie mamy, albo wrecz nie mozemy
mieé, stochastycznej niezaleznosci, to zachodza jednak dla nich twierdzenia typu moc-
nych praw liczb czy centralnych twierdzen granicznych.

Juz w latach 40-tych XX wieku, w Japonii Kyoshi Ito (1915-2008), opierajac si¢
na osiagnigciach Kotmogorowa zapoczatkowal analize stochastyczng, ktora ma za-
skakujaco inne wlasnosci niz analiza deterministyczna. Na przyktad dla procesu Wie-
nera W(¢), wspomnianego wyzej, zachodzi rownos¢:

2 j W (s)dW (s)=W?(t)~t,
0

podczas gdy dla deterministycznej funkcji u(¢) znikajacej w zerze powyzsza catka jest
rowna u(f). Ale ta,,dziwna” analiza stochastyczna $wieci obecnie triumf w matema-
tyce finansowej (wycena opcji finansowych), w fizyce i w biologii.

O Kolmogorow: ksztalcenie matematykow i zdolnej mlodziezy

Ten genialny uczony znajdowat czas, aby podejmowac si¢ obowigzkdw nauczycie-
la szkoty sredniej. Juz jako 19-latek w trudnych latach 1922-25 uczyl matematyki
i fizyki w szkole Sredniej i nawet byt sekretarzem rady szkoty.

W 1963 roku decyzja wtadz panstwowych, w Zwiazku Radzieckim utworzono cztery
specjalne szkoty srednie dla utalentowanej mtodziezy: w Moskwie, w Leningradzie,
w Kijowie i w Nowosybirsku. Szkota nr 18 w Moskwie byta nieroztacznie zwiazana z
nazwiskiem Kotmogorowa. Przez 15 lat nie tylko uczyt tam, ale opiekowatl si¢ tez
uczniami. Pisat im opinie i jezdzit z nimi na obozy wakacyjne i naukowe. Jeszcze dzi$
moéwi si¢ o niej jako ,,0 szkole Kotmogorowa”, a nie o szkole nr 18.

W 1956 roku Kolmogorow zainicjowal powstanie nowego czasopisma po$wigco-
nego probabilistyce Teoria Vierojatnostiej i jej Primienienia, ktdre od samego poczat-
ku bylo i jest jednym z najbardziej prestizowych czasopism probabilistycznych. Obec-
nie nosi ono imi¢ swojego zatozyciela.

[ I
8  Termin ,,martyngal” znany jest dla amatorow wyscigéw konnych. Jest to nazwa paska z uprzezy,

ktory pozwala kontrolowa¢ ruchy konia.
9 R. Merton i B. Scholes w 1995 roku otrzymali Nagrod¢ Nobla za wyniki dotyczace matematycznej

wyceny opcji finansowych.
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A.N. Kolmogorow miat ogromny wptyw
na rozwoj matematyki rowniez przez ksztat-
cenie doktorantow. Miat ich ponad pieédzie-
sigciu, w tym byli pozniejsi tacy uczeni jak
I.M. Gelfand , A.I. Malcew, V.. Arnold,
J.V. Prochorow, B.V. Gniedenko, R.L. Do-
bruszyn, V.M. Zototariew, E.B. Dynkin,
A.N. Szirjajew (Shiryaev). Mozna $miato
powiedzie¢, ze Moskwa przez lata byta
Swiatowg stolica probabilistyki, a i dzi$ jest
jednym z kilku wiodacych osrodkow, choé
formy jej oddziatywania i kontakty sa juz
inne.

Laczny dorobek naukowy Kotmogoro-
wa obejmuje ponad 500 artykulow mate-
matycznych, ksiazek i hasel w encyklope-
diach naukowych. Petna bibliografia jest
Pod koniec zycia zamieszczona w artykule [3].

O Kolmogorow... czlowiek

Wspomnienia dziecinstwa spedzonego nad Wotga i bliski kontakt z przyroda byty
bardzo wazne w calym jego pdzniejszym zyciu. Aktywnie uprawiat sport, w tym pty-
wanie, zeglowanie, narciarstwo, wspinaczke wysokogorska. Lato 1929 roku, wspdl-
nie ze swoim najblizszym przyjacielem Pawlem Sergejewiczem Aleksandrowem, spe-
dzit zeglujac ponad 1000 km Wolga, aby zakonczy¢ rejsem po Morzu Czarnym
i wedréwka w gorach Kaukazu. I nie byly to tylko wakacje ale tez czas intensywnych
prac naukowych i przygotowywania publikacji.

Przyjazn z Aleksandrowem przetrwata ,,czasy burzy i naporu”. I o ile on, Kolmo-
gorow, jako matematyk magt zaistnie¢ samodzielnie, o tyle to, jakim stat si¢ czlowie-
kiem: znawca sztuki, koneserem muzyki i wielbicielem literatury, zawdzigcza wlasnie
swojemu najlepszemu przyjacielowi Aleksandrowowi.

Od potowy lat trzydziestych Kotmogorow miat stynng daczg (wille) — Komarowka
— pod Moskwa. Byta ona miejscem wielu dyskus;ji i spotkan naukowych. Zaproszenie
do Komarowki byto forma nobilitacji ze stronny jej gospodarza. Do legendy przeszty
jego regularne wedrowki piesze z go$é¢mi, doktorantami i kolegami. A byto to czesto
20, 30 i wiecej kilometrow.

Na $cianie w swoim gabinecie w Komarowce, Kotmogorow umiescit stynny cytat
Ludzie sq okrutni, ale czlowiek jest dobry'® wiele méwiacy o nim jako cztowieku.

[ |
10 Men are cruel but Man is kind — to cytat z ksigzki Stray Birds pisarza i poety indyjskiego Rabindra-

natha Tagore. J
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W 1942 roku Kotmogorow ozenit si¢ z rozwiedziong wowczas, kolezanka z lat
szkolnych, Anng Dmitriewna Jegorow. Oprdocz przybranego wtedy 15-letniego syna
Olega, nie mieli innych dzieci.

Ostatnie lata zycia naznaczone byly walka z postgpujaca chorobg Parkinsona.
W koncowych dramatycznych miesigcach byta to utrata mobilnosci, wzroku i ograni-
czenia mowy. Ale, jak wspominat jego uczen Albert N. Szirjajew, swiadomosc i ja-
snos¢ umystu pozostata do konca i na t¢ okolicznos$¢ przytoczyl ostatnia swoja z nim
rozmowg: Gdzie ja jestem teraz?— na oddziale Chorob pluc. Dlaczego?— Sq jakies
klopoty z plucami. Jakie sq tego konsekwencje? — Zostaniesz tu jakis czas, aby wrocic¢
do domu ze zdrowymi plucami. — No to w porzqdku.

Andrej Nikotajewicz Kotmogorow zmart w Moskwie, 20 pazdziernika 1987 roku
0 godzinie 2 po potudniu.

Zwiazki Kotmogorowa z polska matematyka i matematykami

Interesujacy jest fakt, ze Kotmogorow swoje trzy pierwsze prace z lat 1922 1 1923
opublikowat w polskich czasopismach, w Fundamenta Mathematicae i w Biuletynie
Polskiej Akademii Nauk. W stynnej, opi-
sanej powyzej ksiazce [2], Kolmogorow
cytowat prace tylko 14 autoréw, w tym
dwoch Polakéw: Antoniego Eomickiego!!
i Hugona Steinhausa'?. Obaj byli blisko
matematycznej teorii prawdopodobien-
stwa opartej na pojeciu miary, catki i funk-
c¢ji mierzalnych. Kazimierz Urbanik zwykt
mawiaé, ze w wyscigu do aksjomatycz-
nej teorii prawdopodobienstwa ,,finat na-
lezat do Kolmogorowa, ale Lomnicki i
Steinhaus doszli do potfinatu.”

Po roku 1945 wielu polskich matema-
tykow wizytowato i odbywato staze na-
ukowe w Zwiazku Radzieckim. W 1956
roku przez jeden semestr u Kotmogoro-
wa byl Kazimierz Urbanik (promotor
mojej rozprawy doktorskiej). W trakcie
pobytu rozwiazat on problem postawiony
przez Kolmogorowa dotyczacy teorii in-
formacji. A w 1962 roku na Uniwersyte-  Zamyslony...

[ |
" Antoni Lomnicki, zamordowany przez Niemcéw we Lwowie, wymieniony jest na tablicy pomnika

Nasz Los Przestroga, na pl. Grunwaldzkim, we Wroctawiu.

12 Sylwetka H. Steinhausa zamieszczona jest w Matematyce Nr 1, styczen 2012.
L |
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cie Wroctawskim utworzono pierwsza w Polsce Katedre Teorii Prawdopodobienstwa
pod kierunkiem Urbanika. W jakim$ sensie mozna uwaza¢ Kolmogorowa za ojca
chrzestnego — inicjatora powojennej wroctawskiej probabilistyki.

Wsrod bardzo wielu spotecznych, naukowych i matematycznych wyrdéznien mig-
dzynarodowych wymienmy tylko trzy zwiazane z Polska. I tak w 1956 roku A.N.
Kotmogorow zostal cztonkiem zagranicznym Polskiej Akademii Nauk. Dwa lata p6z-
niej Uniwersytet Warszawski nadat mu godno$¢ doktora honoris causa, a promotorem
w tym postgpowaniu byl, wspomniany juz, Wactaw Sierpinski. W 1975 roku Kotmo-
gorow otrzymat dyplom honorowego cztonka Polskiego Towarzystwa Matematycz-
nego.

Podzigkowanie. Serdeczne podzigkowania sktadam Albertowi Shiryaevowi, (Szir-
iajewowi) ktorego artykut [4] 1 przystana mi ksiazka [3], byly kanwa dla niniejszego
opracowania.

Post scriptum. Osobiscie spotkalem A.N. Kotmogorowa tylko raz, w 1977 roku
uczestniczac w I Swiatowej Konferenciji z Teorii Prawdopodobienstwa i Statystyki
Matematycznej w Wilnie, gdzie przedstawitem wyniki mojego doktoratu. 33 lata pdz-
niej na X Konferencji Wilenskiej miatem
zaproszony wyktad na temat mojej hipo- ZBIGNIEW J. JUREK
tezy dotyczacej reprezentacji catkowych s
miar probabilistycznych; [5].

[
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