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W pa�dzierniku bie¿¹cego roku obchodzimy 25-lecie �mierci
wielkiego matematyka rosyjskiego, Andrieja Ko³mogorowa.

n ZBIGNIEW J. JUREK

Choæ losowo�æ towarzyszy Cz³owie-
kowi od zawsze1 i czêsto swoje su-
biektywne decyzje próbowa³ On

opieraæ na tzw. �lepym losie2, to matema-
tyczna teoria zdarzeñ losowych � teoria
prawdopodobieñstwa i procesów stocha-
stycznych � powsta³a dopiero w latach
dwudziestych i trzydziestych XX wieku.
Jej g³ównym twórc¹ i liderem wyznacza-
j¹cym kierunki badañ by³ rosyjski mate-
matyk Andrej Niko³ajewicz Ko³mogorow.
Jego niewielk¹, stustronicow¹ ksi¹¿kê [2]
Podstawowe pojêcia teorii prawdopodo-
bieñstwa z 1933 roku powszechnie uwa-
¿a siê za pocz¹tek matematycznego ra-
chunku prawdopodobieñstwa. To, co by³o

Andrej Niko³ajewicz
Ko³mogorow

(1903�1987)
TWÓRCA MATEMATYCZNEJ TEORII PRAWDOPODOBIEÑSTWA

1 Ponad 2500 lat temu, w staro¿ytnej Grecji, losowo wybierano osoby, które w danym dniu rozstrzyga-
³y handlowe spory na Agorze. W muzeum Stoatou Attalosa, w greckiej czê�ci Agory, w Atenach,
mo¿na jeszcze dzi� zobaczyæ �maszynê do losowania�!

2 Chrze�cijanie od 2000 lat co roku s³uchaj¹ o losowym podziale szat ukrzy¿owanego Jezusa.
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do czasu Ko³mogorowa, Joseph Doob (1910�2004), wybitny probabilista amerykañ-
ski, nazywa³ �niematematyczn¹ probabilistyk¹�.

Podkre�lenia wymaga równie¿ i to, ¿e Ko³mogorow mia³ tak¿e fundamentalny wk³ad
do niemal wszystkich dziedzin matematyki: analizy, algebry, topologii, teorii informa-
cji, algorytmów, logiki, mechaniki, fizyki matematycznej (turbulencje), uk³adów dy-
namicznych, teorii ergodycznej i innych. Rozwi¹za³ on trzynasty problem Hilberta
dowodz¹c, ¿e funkcje ci¹g³e trzech zmiennych mo¿na wyraziæ jako z³o¿enie funkcji
ci¹g³ych o jednej i dwóch zmiennych.

W Rosyjskiej Encyklopedii Matematyki jest oko³o 30 pojêæ, faktów i twierdzeñ
nosz¹cych imiê Ko³mogorowa. Niew¹tpliwie Andrej Niko³ajewicz nale¿y do najwy-
bitniejszych matematyków wszechczasów, obok takich jak F. Gauss, D. Hilbert,
B. Riemann, I. Newton, J. von Neuman .

W niniejszym artykule oprócz w¹tków biograficznych koncentrujemy siê jedynie
na wk³adzie Ko³mogorowa we wspó³czesn¹ teoriê prawdopodobieñstwa i teoriê pro-
cesów stochastycznych.

Dzieciñstwo i szko³a �rednia

Andrej Niko³ajewicz urodzi³ siê w dniu 25 kwietnia w 1903 roku, w miejscowo�ci
Tambow, w Rosji. Jego niezamê¿na matka Maria Jakowlewna Ko³mogorowa, zmar³a
przy porodzie. Andrej zosta³ adoptowany przez siostrê matki, Wierê Jakowlewn¹,
i otrzyma³ jej nazwisko Ko³mogorow. Ojciec jego, Miko³aj Matwiejewicz Katajew,
z wykszta³cenia agronom i statystyk, by³ zes³any do Jaros³awia za dzia³alno�æ w ru-
chach narodowo-rewolucyjnych. Tam pozna³ Mariê Jakowlewn¹. Wydaje siê, ¿e nie
mia³ on wiêkszego udzia³u w wychowaniu syna zw³aszcza, ¿e praca jego wi¹za³a siê
ci¹g³ym podró¿owaniem. Po Rewolucji
Pa�dziernikowej w 1917 roku by³ dyrek-
torem w Ministerstwie Rolnictwa. Ale ju¿
w 1919 roku zgin¹³ we walkach z armi¹ De-
nikina � przeciwnikiem nowego ustroju.

Dzieciñstwo Andrej spêdzi³ we wsi Tu-
noszna nad rzek¹ Wo³g¹, ok. 30 km od
miasta Jaros³aw, w domu dziadków ze
strony matki. Przez ca³e swoje ¿ycie z
wielk¹ mi³o�ci¹ i g³êbokim szacunkiem
mówi³ o swojej przybranej matce.

Trzy przybrane siostry (Maria, Wiera
i Nadje¿da) Ko³mogorowa bra³y czynny
udzia³ w rewolucyjnym podziemiu i, jak
wspomina³ on, kiedy� przy przeszukaniu
ich domu nielegaln¹ literaturê ukryto w
jego ko³ysce. Z kolei ciotki Ko³mogoro-
wa zorganizowa³y ma³¹, lokaln¹, ale no- Wiera Jakowlewna i Andrej, 1909 r.
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woczesn¹ jak na tamte czasy i warunki, szko³ê dla wiejskich dzieci. W tej to szkole po
raz pierwszy ma³y Andrej zauwa¿y³ jak¹ satysfakcjê i przyjemno�æ sprawia³y mu �od-
krycia� matematyczne. W wieku 5 czy 6 lat odkry³, ¿e:

1 = 12, 1 + 3 = 22, 1 + 3 + 5 = 32, 1 + 3 + 5 + 7 = 42, �
W szkolnej gazetce zamie�ci³ zadanie: Na ile sposobów mo¿na przyszyæ guzik z cztere-
ma dziurkami, gdy do przyszycia potrzebne s¹ co najmniej dwie dziurki?

W1910 roku razem z matk¹ przeprowadzi³ siê do Moskwy, gdzie rozpocz¹³ naukê
w prywatnym gimnazjum E.A. Repmana. Mimo ¿e by³ jednym z najlepszych uczniów
z matematyki, to jego pierwszym wyborem by³a biologia, a drugim historia Rosji.
O nauczycielach swojej pierwszej formalnej szko³y mówi³, i¿ to oni byli inspiracj¹
jego przysz³ych naukowych ambicji i dociekañ.

Trudne politycznie i ekonomicznie lata 1918�1920, Ko³mogorow wraz z innymi
starszymi uczniami spêdzi³ na budowie kolei z Kazania do Jekaterynburga (obecnie
Swierd³owsk). Mimo ciê¿kiej pracy fizycznej nie zaniedbywa³ samodzielnych przy-
gotowañ do egzaminów koñcowych szko³y �redniej. Dyplom jej ukoñczenia uzyska³,
po powrocie z budowy, w 1920 roku.

Uniwersytet Moskiewski 1920�1925 i 1925�1929

Jesieni¹ 1920 roku Andrej Niko³ajewicz Ko³mogorow zapisa³ siê (nie by³o egzami-
nów wstêpnych) na kierunki fizyka i matematyka na Uniwersytecie Moskiewskim.
Posiadaj¹c ju¿ znaczne przygotowanie z matematyki postanowi³, ¿e równolegle zapi-
sze siê te¿ na metalurgiê. Wspomina³ wiele lat pó�niej, ¿e choæ nigdy nie porzuci³
my�li o po�wiêceniu siê naukom in¿ynieryjnym, to nie pamiêta³ dlaczego wybra³ aku-
rat metalurgiê. Nie zapomina³ te¿ o swoich zainteresowaniach histori¹ Rosji. Na tê
okoliczno�æ czasami przypomina siê nastêpuj¹c¹ anegdotê. Otó¿ na Seminarium z
Historii Rosji Ko³mogorow przedstawi³ pracê (tezê) na temat w³asno�ci nieruchomo-
�ci w XIV�XVI wieku w Nowogrodzie. Tezê uzasadni³ (statystycznym) bayesowskim
rozumowaniem. Profesor tego¿ seminarium mia³ powiedzieæ: Poda³ Pan jeden dowód
na poparcie swojej tezy, i w matematyce, któr¹ Pan studiuje, byæ mo¿e to wystarcza,
ale my historycy potrzebujemy co najmniej 10 dowodów.

Bêd¹c studentem Ko³mogorow aktywnie uczestniczy³ w wielu seminariach i wy-
k³adach wybitnych matematyków rosyjskich. S³owo aktywnie jest tu zdecydowanie
niewystarczaj¹ce.

Zadanie (hipotezê) N.N. £uzina o tym, ¿e w kwadracie podzielonym na mniejsze
(pod) kwadraty, dla ka¿dej sta³ej C istnieje sta³a C ¢ taka, ¿e je�li krzywa (w tym kwa-
dracie) jest d³ugo�ci nie wiêkszej ni¿ C to suma obwodów (pod) kwadratów, które ta
krzywa dotyka jest nie wiêksza ni¿ C ¢,  Ko³mogorow rozwi¹za³ negatywnie. Popraw-
no�æ jego dowodu i konstrukcji sprawdzi³ znany matematyk P.S. Uryshon. I na semi-
narium studenckim, w dniu 4 stycznia 1921 roku, A.N. Ko³mogorow przestawi³ pu-
blicznie swoje pierwsze znacz¹ce osi¹gniêcie matematyczne.

Na jesieni tego samego roku, wskaza³ on lukê w dowodzie twierdzenia Urysohna o
wymiarze topologicznym przestrzeni trójwymiarowych. Dowód zosta³ natychmiast
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poprawiony przez autora, ale student Ko³mo-
gorow zosta³ zauwa¿ony jako wybitny talent
matematyczny. W tym samym czasie, uczest-
nicz¹c w bardzo znanym seminarium N.N.
£uzina3 (potocznie w �rodowisku nazywanym
£uzytani¹) Ko³mogorow poda³ swoje s³ynne
konstrukcje w teorii szeregów trygonome-
trycznych. M.in. poda³ przyk³ad funkcji ca³-
kowalnej, której szereg trygonometryczny jest
rozbie¿ny w ka¿dym punkcie. Jego wk³ad w
tê dziedzinê matematyki mo¿na szybko doce-
niæ przegl¹daj¹c monografiê [6] wybitnego
polskiego matematyka Antoniego Zygmunda.

W 1924 r. bêd¹c studentem czwartego roku
udowodni³ twierdzenie o trzech szeregach
(wiêcej o tym powiemy poni¿ej), które obec-
nie jest w ka¿dym podrêczniku matematycz-
nej teorii prawdopodobieñstwa.

Rok pó�niej ukoñczy³ studia na Uniwersytecie Moskiewskim, gdzie te¿ natych-
miast rozpocz¹³ studia doktoranckie pod kierunkiem wspomnianego N.N. £uzina.
W okresie tym jego badania by³y skupione na teorii prawdopodobieñstwa. Niektóre
z tych wyników s¹ omówione poni¿ej.

W maju 1929 roku Ko³mogorow ukoñczy³ studia doktoranckie maj¹c w dorobku
ju¿ 18 wybitnych prac naukowych.

Dalsza kariera zawodowa

W czerwcu 1929 roku Ko³mogorow zosta³ zatrudniony w Instytucie Matematyki
i Mechaniki Uniwersytetu Moskiewskiego, z którym pozosta³ zwi¹zanym na zawsze.
Tam w 1931 roku zosta³ profesorem, a w 1933 powierzono mu stanowisko dyrektora
Instytutu Matematycznego Uniwersytetu Moskiewskiego. Zajmowa³ je do kwietnia
1939 roku i ponownie pó�niej w latach 1951�53.

Stopieñ naukowy doktora fizyki i matematyki zosta³ mu nadany w 1935 roku na
podstawie zestawu opublikowanych prac. [Obecny system stopni naukowych w Rosji,
w tym odpowiednik polskiej habilitacji, zosta³ wprowadzony w 1934 r.] W 1939 r.
Ko³mogorow zosta³ cz³onkiem Akademii Nauk Zwi¹zku Radzieckiego.

Z historycznego punktu widzenia interesuj¹cy jest fakt, ¿e Ko³mogorow, wspólnie
z Paw³em Sergiejewiczem Aleksandrowem, w okresie od czerwca 1930 do marca 1931
odby³, niemal roczn¹, podró¿ naukow¹ po Niemczech i Francji. W Getyndze odwie-
dzili, m.in. D. Hilberta, R. Couranta, L.D. Landaua i Emmy Noether. W Pary¿u spot-

Andrej Ko³mogorow, 1925 r.

3 O N.N. £uzinie i jego seminarium  artyku³ w �Matematyce� 8/2010.
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kali siê z M. Frechetem i Paulem Lévy,
który tak¿e wniós³ fundamentalne osi¹-
gniêcia do teorii prawdopodobieñstwa.
Jego imieniem nazywamy dzi� pewn¹ kla-
sê procesów stochastycznych.

Za znacz¹ce osi¹gniêcia naukowe Ko³-
mogorow otrzyma³ najwy¿sze odznacze-
nia i nagrody pañstwowe, w tym Bohate-
ra Pracy ZSRR oraz siedmiokrotnie Order
Lenina i inne. By³ jednym z najbardziej
wp³ywowych ludzi nauki w Zwi¹zku Ra-
dzieckim, co pozwala³o mu pomagaæ m³o-
dym i utalentowanym naukowcom.

A.N. Ko³mogorow i matematyczna teoria prawdopodobieñstwa

o Paradoks Bertranda

We wspomnianej niematematycznej probabilistyce znane by³y paradoksy logicz-
ne. Najs³ynniejszym z nich jest tzw. paradoks Bertranda. Otó¿ na pytanie o prawdopo-
dobieñstwo tego, ¿e �losowo� wybrana ciêciwa w okrêgu jednostkowym jest d³u¿sza
od boku trójk¹ta równobocznego wpisanego w ten okr¹g, mo¿na podaæ trzy �prawdzi-

we� odpowiedzi: �
�
��L�

�
�

�
�

 (a) Je�li wybór ciêciwy identyfikujemy z wylosowaniem jej �rodka (punktu w kole

jednostkowym), to otrzymujemy odpowied� 
�
� . Zauwa¿my bowiem, ¿e punkty z ko³a

Willa Ko³mogorowa w Komarowce

Wrêczenie Orderu Lenina
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o promieniu 
�
�

, umieszczonego centralnie w kole jednostkowym, daj¹ � przy takim
systemie losowania � ciêciwy d³u¿sze od boku trójk¹ta równobocznego. Stosunek pól
tych kó³ jest równy 1 : 4.

(b) Je�li ciêciwê bêdziemy wyznaczaæ przez k¹t, jaki tworzy ona z prost¹ styczn¹
do okrêgu, w punkcie bêd¹cym jednym z koñców tej ciêciwy, to spo�ród wszystkich

k¹tów od 0 do p, tylko k¹ty pomiêdzy 
�
�  a 

�
�  daj¹ ciêciwy d³u¿sze ni¿ bok trójk¹ta.

Zatem prowadzi to do odpowiedzi �
�
�

(c) Ale wybór ciêciwy mo¿na tak¿e identyfikowaæ z wyborem punktu jej przeciê-
cia z �rednic¹ tego okrêgu, prostopad³¹ do tej ciêciwy. Wtedy z przedzia³u (0; 2) (�red-

nica) tylko punkty z podprzedzia³u ²
Õ
±ª

½
»

�
�

�
� ��  daj¹ ciêciwy d³u¿sze ni¿ bok trójk¹ta.

St¹d odpowiedzi¹ jest 
�
�

.

Która odpowied� jest zatem prawdziwa?

Ten i inne podobne �paradoksy� powodowa³y, ¿e rachunek prawdopodobieñstwa
nie mia³ prawa wstêpu na �salony� matematyki. Ko³mogorow, opieraj¹c siê miêdzy
innymi na pracach polskich matematyków Hugona Steinhausa i Antoniego £omnic-
kiego, zaproponowa³ aby zjawiskom losowym najpierw przypisywaæ ich modele ma-
tematyczne, i w przyjêtym modelu znajdowaæ odpowiedzi na stawiane pytania. Taki
model to trójka (W, F, P), gdzie W to pewien zbiór elementów (tzw. zdarzeñ elementar-
nych), F to rodzina podzbiorów zbioru W (tzw. zdarzeñ losowych)4, za� P: F ® [0, 1]
to funkcja prawdopodobieñstwa, która ka¿demu wydarzeniu losowemu A przypisuje
liczbê P(A) z odcinka [0, 1] w taki sposób, ¿e P(W) = 1 i warto�æ P na sumie ci¹gu
zdarzeñ losowych parami roz³¹cznych jest równa sumie warto�ci na poszczególnych
zdarzeniach5.

Istnienie takich trójek (modeli matematycznych) nazywanych przestrzeniami pro-
babilistycznymi lub przestrzeniami Ko³mogorowa, nie jest oczywiste. Na prostej rze-
czywistej miara Lebesgue�a l1, bêd¹ca uogólnieniem pojêcia d³ugo�ci odcinka, a na
p³aszczy�nie miara Lebesgue�a l2, bêd¹ca uogólnieniem pojêcia pola, s¹ przyk³adami
funkcji zbiorów spe³niaj¹cych warunek przeliczalnej addytywno�ci z przypisu 5, na
odpowiednio dobranych s-algebrach. Dla prostoty tego artyku³u pominiemy dyskusjê
sposobów ich wyboru.

4 Dok³adniej, F to s-algebra podzbiorów zbioru W, tzn., ¿e
(i) rodzina F jest niepusta (W Î F );
(ii) je�li A Î F to jego dope³nienie AC Î F;
(iii) dla ka¿dego ci¹gu zdarzeñ losowych A1, A2, ... (tzn: Aj Î F ) ich suma A1 È A2 È ... È An È ... te¿ jest

zdarzeniem czyli nale¿y do rodziny F ).
5 Dla ka¿dego ci¹gu zdarzeñ losowych A1, A2, ..., An, ... parami roz³¹cznych ¿¹damy aby

�������������������� ++++=¼¼¼¼
QQ
$3$3$3$$$3

����
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Stosuj¹c paradygmat Ko³mogorowa do zadania o ciêciwie, widzimy, ¿e wszystkie
odpowiedzi s¹ poprawne, ale w ró¿nych modelach matematycznych fizycznego zja-
wiska losowania ciêciwy. Wybór odpowiedniego modelu i jego konstrukcja s¹ od-
dzielnymi zagadnieniami matematycznymi.

W rozwi¹zaniu (a) `���^� ��� Ê+=W \[\[  oraz �
�

����� $O$3 =  (Dzielimy przez

p aby spe³niony by³ warunek, ¿e P(W) = 1). Wtedy zdarzenie B = {(x, y): x2
 + y2 < 

�
�

}
opisuje dok³adnie te sytuacje, w których ciêciwy s¹ d³u¿sze od boku trójk¹ta równo-

bocznego wpisanego w okr¹g. St¹d ���
�
�=%3

W (b), gdy W = (0, p) i ����� ¢=¢
�
O3 , otrzymujemy odpowied� 

�
�

. W (c) przyjê-

li�my W = (0, 2) i ����� ¢=¢
�
O3 , co da³o z kolei odpowied� 

�
�

.

o Rzut monet¹ i jego model matematyczny

Gdy wykonujemy wiele kolejnych rzutów (uczciw¹) monet¹, dosyæ naturalne jest
oczekiwanie, ¿e czêstotliwo�æ wystêpowania or³ów (ilo�æ or³ów w n rzutach, podzie-

lona przez n) winna przybli¿aæ siê do 
�
�

. Jak wybraæ model matematyczny, a nastêp-
nie (spróbowaæ) udowodniæ w nim nasz¹ hipotezê?

Zauwa¿my, ¿e ci¹g rzutów: O (orze³), O, O, O, O, O, � (same or³y) daje kolejne
czêstotliwo�ci równe 1, 1, 1, ... Natomiast wynik (reszka), R, R, R, R, R, � (same
reszki) daje czêstotliwo�ci 0, 0, 0, 0,�!  Widaæ wiêc, ¿e nie dla wszystkich mo¿liwych

ci¹gów dostajemy w granicy 
�
� .

Kluczowym dla naszego zadania jest spostrze¿enie, ¿e przyporz¹dkowanie ci¹go-
wi (1) O, O, O, R, O, R, R, O, O� ci¹gu  0,111010011� gdzie O (orze³) zastêpujemy
przez 1 (jedynka) za� R(reszka) przez 0 (zero), jest wzajemnie jednoznaczne. Dopisu-
j¹c zero przed przecinkiem, ci¹g zero-jedynkowy mo¿emy uwa¿aæ za rozwiniêcie liczby
z przedzia³u [0, 1] w systemie dwójkowym. Ci¹g  (1) to liczba

���+++++++++=
��������� �
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�[

Jako model przyjmujemy: W = [0, 1], P(A) = l1(A) (miara Lebesgue�a) dla A Ì [0, 1].
Definuj¹c funkcje xj: W ® {0, 1} (dwie warto�ci), gdzie xj(x) = j-ta cyfra w rozwiniê-
ciu dwójkowym liczby x, zauwa¿amy, ¿e czêstotliwo�æ wystêpowania or³a, przy wy-
branej liczbie x, to ci¹g

(2) ������������� Q[[[
Q

xxx +++
��

dla n = 1, 2, 3, ... Dla jak wielu x Î [0, 1] powy¿szy ci¹g jest zbie¿ny do 
�
�

?  Równo-
wa¿nie, w jak wielu nieskoñczonych ci¹gach rzutów monet¹ zaobserwujemy czêsto-

tliwo�æ 
�
�

 wystêpowania or³a?
Na to pytanie odpowiada nastêpuj¹ce twierdzenie Borela:

(3)  �
�
��� ��

�
=²²

Õ

±
ªª
½

»
Ý
µ
´

®
­
Å =

+++
�

¸� Q
[[[

[O Q

Q

���������
OLP�@�>

xxx
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Choæ �d³ugo�æ� (miara Lebesgue�a)
okre�lonego w (3) podzbioru odcinka
[0; 1], na którym czêstotliwo�ci w grani-
cy s¹ równe 1/2, jest równa jeden, to ten
podzbiór nie zawiera na przyk³ad wszyst-
kich liczb wymiernych. Liczby wymier-
ne maj¹ skoñczone rozwiniêcia w syste-
mie dwójkowym, tzn. dla wymiernej licz-
by q, xj(q) = 0 poza skoñczona ilo�ci¹ j.

Borel udowodni³ co� znacznie wiêcej!
A mianowicie, ¿e miara Lebesgue�a zbio-
ru liczb z odcinka [0,1], których cyfry w
systemie N-kowym (nie tylko dwójko-
wym, ale te¿ trójkowym itd.) maj¹ w gra-
nicy czêstotliwo�æ równ¹ 1/N, wynosi 1!
Wac³aw Sierpiñski poda³ efektywnie przy-
k³ad liczby o tej w³asno�ci. W systemie
dziesi¹tkowym ma ona nastêpuj¹cy zapis:
0,1234567891011121314151617181920212223�, gdzie po przecinku wystêpuj¹
wszystkie kolejne liczby naturalne.

o Mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa

W³asno�æ opisana w (3) nie jest szczególn¹ w³asno�ci¹ miary Lebesgue�a i funkcji
xj. Ko³mogorow udowodni³, ¿e na ka¿dej przestrzeni probabilistycznej (W, F, P), ka¿-
dy ci¹g zmiennych losowych Xj stochastycznie niezale¿nych6 o tym samym rozk³a-
dzie  prawdopodobieñstwa i skoñczonej warto�ci oczekiwanej m spe³nia mocne prawo
wielkich liczb (strong law of large numbers (SLLN)). To znaczy, ¿e

(4) ��� =²²
Õ

±
ªª
½

»
Ý
µ
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Innymi s³owami mówimy, ¿e z prawdopodobieñstwem 1 (albo prawie zawsze) �rednie
arytmetyczne ze stochastycznie niezale¿nych obserwacji zbiegaj¹ do warto�ci oczeki-
wanej m (nadzieja matematyczna). �Z prawdopodobieñstwem 1� niekoniecznie ozna-

Na wyk³adzie

6 Jest to jedno z najbardziej podstawowych pojêæ teorii prawdopodobieñstwa i bardzo czêsto nierozu-
miane. Formalnie oznacza ono, ¿e dla ka¿dego skoñczonego zbioru liczb naturalnych k1 < k2 < � < km
i ka¿dego skoñczonego zbioru liczb rzeczywistych a1, a2, �, am, zachodzi równo�æ:
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(tzw. regu³a mno¿enia prawdopodobieñstw).
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cza �zawsze�. Na przyk³ad w podzbiorze
(3) odcinka jednostkowego, nie ma liczb
wymiernych ale jego prawdopodobieñstwo
(miara Lebesgue�a) jest dalej równa 1.

o Twierdzenie Ko³mogorowa
o trzech szeregach

Ko³mogorow wykaza³, ¿e dla ka¿dego
ci¹gu X1, X2, �, Xn, � stochastyczne nie-
zale¿nych zmiennych losowych szereg
X1 + X2 + � + Xn + � jest albo zbie¿ny z
prawdopodobieñstwem 1 albo zbie¿ny z
prawdopodobieñstwem 0 (tzw. prawo zero-
jedynkowe Ko³mogorowa). Ko³mogorow
poda³ te¿ proste kryterium, w formie zbie¿-
no�ci trzech szeregów liczbowych, na to
aby szereg X1 + X2 + � + Xn + � by³ zbie¿-
ny z prawdopodobieñstwem 1.

Przyk³ad: Szereg harmoniczny ������ +++++
Q
�

�
�

�
��  jest rozbie¿ny. Ale ju¿ sze-

regi ������ ��+��
Q
�

�
�

�
��  gdzie znaki ± s¹ wstawiane �losowo�, na przyk³ad: +1

gdy w rzucie monet¹ otrzymujemy or³a oraz -1 w przypadku otrzymania reszki, s¹
zbie¿ne z prawdopodobieñstwem 1. Jest to prosty wniosek z kryterium Ko³mogorowa
o trzech szeregach.

o Twierdzenie Ko³mogorowa o zgodnych rodzinach rozk³adów

Botanik angielski Robert Brown (ok. 1825) zaobserwowa³ chaotyczne ruchy mi-
kroskopijnych drobin w cieczach, co powszechnie teraz okre�la siê jako ruchy brow-
nowskie. Marian Smoluchowski, a w szczególno�ci Albert Einstein, jako pierwsi to
zjawisko fizyczne opisali na gruncie mechaniki statystycznej. �cis³¹ matematyczn¹
konstrukcjê takiego procesu poda³ Norbert Wiener7. Twierdzenie Ko³mogorowa o zgod-
nych rodzinach miar jest fundamentalne dla matematycznej teorii procesów stocha-
stycznych, a w tym dla procesu Wienera (Wt, t ³ 0), który jest matematycznym mode-
lem ruchów brownowskich.

o Warunkowe prawdopodobieñstwo i warunkowe warto�ci oczekiwane

W ksi¹¿ce [2] podana jest definicja warunkowego prawdopodobieñstwa i  warun-
kowej warto�ci oczekiwanej  zmiennej losowej wzglêdem innej zmiennej losowej,
a nie, jak to definiowano wcze�niej, tylko wzglêdem zdarzenia losowego. Pomys³ ten

Na wakacjach

7 Postaæ Norberta Wienera by³a przedstawiona w Matematyce nr 7 Lipiec/Sierpieñ 2011.
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obejmuje  przypadek zdarzenia losowego, ale te¿ o wiele wiêcej. Warunkowe warto�ci
oczekiwane wzglêdem s-algebr zdarzeñ losowych pozwoli³y J. Doobowi wprowadziæ
bardzo wa¿ne pojêcie martynga³u8. Obecnie martynga³y s¹ podstawowym narzêdziem
matematyki finansowej, które wykorzystali R. Merton i B. Scholes9.

o Procesy stochastyczne, a w szczególno�ci procesy Markowa

W pracy [1] o metodach analitycznych w rachunku prawdopodobieñstwa Ko³mo-
gorow da³ matematyczne podstawy dla procesów stochastycznych, a w szczególno�ci
dla procesów Markowa. Procesy stochastyczne to matematyczne modele zjawisk lo-
sowych zmieniaj¹cych siê w czasie. Choæ na ogó³ nie mamy, albo wrêcz nie mo¿emy
mieæ, stochastycznej niezale¿no�ci, to zachodz¹ jednak dla nich twierdzenia typu moc-
nych praw liczb czy centralnych twierdzeñ granicznych.

Ju¿ w latach 40-tych XX wieku, w Japonii  Kyoshi Ito (1915�2008), opieraj¹c siê
na osi¹gniêciach Ko³mogorowa zapocz¹tkowa³ analizê stochastyczn¹, która ma za-
skakuj¹co inne w³asno�ci ni¿ analiza deterministyczna. Na przyk³ad dla procesu Wie-
nera W(t), wspomnianego wy¿ej, zachodzi równo�æ:

�������Ï -=
W

WW:VG:V:
�

��

podczas gdy dla deterministycznej funkcji u(t) znikaj¹cej w zerze powy¿sza ca³ka jest
równa u2(t).  Ale ta �dziwna� analiza stochastyczna �wiêci obecnie triumf w matema-
tyce finansowej (wycena opcji finansowych), w fizyce i w biologii.

o Ko³mogorow: kszta³cenie matematyków i zdolnej m³odzie¿y

Ten genialny uczony znajdowa³ czas, aby podejmowaæ siê obowi¹zków nauczycie-
la szko³y �redniej. Ju¿ jako 19-latek w trudnych latach 1922�25 uczy³ matematyki
i fizyki w szkole �redniej i nawet by³ sekretarzem rady szko³y.

W 1963 roku decyzj¹ w³adz pañstwowych, w Zwi¹zku Radzieckim utworzono cztery
specjalne szko³y �rednie dla utalentowanej m³odzie¿y: w Moskwie, w Leningradzie,
w Kijowie i w Nowosybirsku. Szko³a nr 18 w Moskwie by³a nieroz³¹cznie zwi¹zana z
nazwiskiem Ko³mogorowa. Przez 15 lat nie tylko uczy³ tam, ale opiekowa³ siê te¿
uczniami. Pisa³ im opinie i je�dzi³ z nimi na obozy wakacyjne i naukowe. Jeszcze dzi�
mówi siê o niej jako �o szkole Ko³mogorowa�, a nie o szkole nr 18.

W 1956 roku Ko³mogorow zainicjowa³ powstanie nowego czasopisma po�wiêco-
nego probabilistyce Teoria Vierojatnostiej i jej Primienienia, które od samego pocz¹t-
ku by³o i jest jednym z najbardziej presti¿owych czasopism probabilistycznych. Obec-
nie nosi ono imiê swojego za³o¿yciela.

8 Termin �martynga³� znany jest dla amatorów wy�cigów konnych. Jest to nazwa paska z uprzê¿y,
który pozwala kontrolowaæ ruchy konia.

9 R. Merton i B. Scholes w 1995 roku otrzymali Nagrodê Nobla za wyniki dotycz¹ce matematycznej
wyceny opcji finansowych.
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A.N. Ko³mogorow mia³ ogromny wp³yw
na rozwój matematyki równie¿ przez kszta³-
cenie doktorantów. Mia³ ich ponad piêædzie-
siêciu, w tym byli pó�niejsi tacy uczeni jak
I.M. Gelfand , A.I. Malcew,  V.I. Arnold,
J.V. Prochorow, B.V. Gniedenko, R.L. Do-
bruszyn, V.M. Zo³otariew, E.B. Dynkin,
A.N. Szirjajew (Shiryaev). Mo¿na �mia³o
powiedzieæ, ¿e Moskwa przez lata by³a
�wiatow¹ stolic¹ probabilistyki, a i dzi� jest
jednym z kilku wiod¹cych o�rodków,  choæ
formy jej oddzia³ywania i kontakty s¹ ju¿
inne.

£¹czny dorobek naukowy Ko³mogoro-
wa obejmuje ponad 500 artyku³ów  mate-
matycznych, ksi¹¿ek i hase³ w encyklope-
diach naukowych. Pe³na bibliografia jest
zamieszczona w artykule [3].

o Ko³mogorow... cz³owiek

Wspomnienia dzieciñstwa spêdzonego nad Wo³g¹ i bliski kontakt z przyrod¹ by³y
bardzo wa¿ne w ca³ym jego pó�niejszym ¿yciu. Aktywnie uprawia³ sport, w tym p³y-
wanie, ¿eglowanie, narciarstwo, wspinaczkê wysokogórsk¹. Lato 1929 roku, wspól-
nie ze swoim najbli¿szym przyjacielem Paw³em Sergejewiczem Aleksandrowem, spê-
dzi³ ¿egluj¹c ponad 1000 km Wo³g¹, aby zakoñczyæ rejsem po Morzu Czarnym
i wêdrówk¹ w górach Kaukazu. I nie by³y to tylko wakacje ale te¿ czas intensywnych
prac naukowych i przygotowywania publikacji.

Przyja�ñ z Aleksandrowem przetrwa³a �czasy burzy i naporu�. I o ile on, Ko³mo-
gorow, jako matematyk móg³ zaistnieæ samodzielnie, o tyle to,  jakim sta³ siê cz³owie-
kiem: znawc¹ sztuki, koneserem muzyki i wielbicielem literatury, zawdziêcza w³a�nie
swojemu najlepszemu przyjacielowi Aleksandrowowi.

Od po³owy lat trzydziestych Ko³mogorow mia³ s³ynn¹ daczê (willê) � Komarowka
� pod Moskw¹. By³a ona miejscem wielu dyskusji i spotkañ naukowych. Zaproszenie
do Komarowki by³o form¹ nobilitacji ze stronny jej gospodarza. Do legendy przesz³y
jego regularne wêdrówki piesze z go�æmi, doktorantami i kolegami. A by³o to czêsto
20, 30 i wiêcej kilometrów.

Na �cianie w swoim gabinecie w Komarowce, Ko³mogorow umie�ci³ s³ynny cytat
Ludzie s¹ okrutni, ale cz³owiek jest dobry10 wiele mówi¹cy o nim jako cz³owieku.

10 Men are cruel but Man is kind � to cytat z ksi¹¿ki Stray Birds  pisarza i poety indyjskiego Rabindra-
natha Tagore.

Pod koniec ¿ycia
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W 1942 roku Ko³mogorow o¿eni³ siê z rozwiedzion¹ wówczas, kole¿ank¹ z lat
szkolnych, Ann¹ Dmitriewn¹  Jegorow. Oprócz przybranego wtedy 15-letniego syna
Olega, nie mieli innych dzieci.

Ostatnie lata ¿ycia naznaczone by³y walk¹ z postêpuj¹c¹ chorob¹ Parkinsona.
W koñcowych dramatycznych miesi¹cach by³a to utrata mobilno�ci, wzroku i ograni-
czenia mowy. Ale, jak wspomina³ jego uczeñ Albert N. Szirjajew, �wiadomo�æ i ja-
sno�æ umys³u pozosta³a do koñca i na tê okoliczno�æ przytoczy³ ostatni¹ swoj¹ z nim
rozmowê: Gdzie ja jestem teraz?�  na oddziale Chorób p³uc. Dlaczego?�  S¹ jakie�
k³opoty z p³ucami. Jakie s¹ tego konsekwencje? � Zostaniesz tu jaki� czas, aby wróciæ
do domu ze zdrowymi p³ucami. � No to w porz¹dku.

Andrej Niko³ajewicz Ko³mogorow zmar³ w Moskwie, 20 pa�dziernika 1987 roku
o godzinie 2 po po³udniu.

Zwi¹zki Ko³mogorowa z polsk¹ matematyk¹ i matematykami

Interesuj¹cy jest fakt, ¿e Ko³mogorow swoje trzy pierwsze prace z lat 1922 i 1923
opublikowa³ w polskich czasopismach, w Fundamenta Mathematicae i w Biuletynie
Polskiej Akademii Nauk. W s³ynnej, opi-
sanej powy¿ej ksi¹¿ce [2], Ko³mogorow
cytowa³ prace tylko 14 autorów, w tym
dwóch Polaków: Antoniego £omickiego11

i Hugona Steinhausa12. Obaj byli blisko
matematycznej teorii prawdopodobieñ-
stwa opartej na pojêciu miary, ca³ki i funk-
cji mierzalnych. Kazimierz Urbanik zwyk³
mawiaæ, ¿e w wy�cigu do aksjomatycz-
nej teorii prawdopodobieñstwa �fina³ na-
le¿a³ do Ko³mogorowa, ale £omnicki i
Steinhaus doszli do pó³fina³u.�

Po roku 1945 wielu polskich matema-
tyków wizytowa³o i odbywa³o sta¿e na-
ukowe w Zwi¹zku Radzieckim. W 1956
roku przez jeden semestr u Ko³mogoro-
wa by³ Kazimierz Urbanik (promotor
mojej rozprawy doktorskiej). W trakcie
pobytu rozwi¹za³ on problem postawiony
przez Ko³mogorowa dotycz¹cy teorii in-
formacji. A w 1962 roku na Uniwersyte-

11 Antoni £omnicki, zamordowany przez Niemców we Lwowie, wymieniony jest na tablicy pomnika
Nasz Los Przestrog¹, na pl. Grunwaldzkim, we Wroc³awiu.

12 Sylwetka H. Steinhausa zamieszczona jest w Matematyce Nr 1, styczeñ 2012.

Zamy�lony...



14 matematyka

matematyka dawniej i dzi�

cie Wroc³awskim utworzono pierwsz¹ w Polsce Katedrê Teorii Prawdopodobieñstwa
pod kierunkiem Urbanika. W jakim� sensie mo¿na uwa¿aæ Ko³mogorowa za ojca
chrzestnego � inicjatora powojennej wroc³awskiej probabilistyki.

W�ród bardzo wielu spo³ecznych, naukowych i matematycznych wyró¿nieñ miê-
dzynarodowych wymieñmy tylko trzy zwi¹zane z Polsk¹. I tak w 1956 roku A.N.
Ko³mogorow zosta³ cz³onkiem zagranicznym Polskiej Akademii Nauk. Dwa lata pó�-
niej Uniwersytet Warszawski nada³ mu godno�æ doktora honoris causa, a promotorem
w tym postêpowaniu by³, wspomniany ju¿, Wac³aw Sierpiñski. W 1975 roku Ko³mo-
gorow otrzyma³ dyplom honorowego cz³onka Polskiego Towarzystwa Matematycz-
nego.

Podziêkowanie. Serdeczne podziêkowania sk³adam Albertowi Shiryaevowi,  (Szir-
iajewowi) którego artyku³ [4] i przys³ana mi ksi¹¿ka [3], by³y kanw¹ dla niniejszego
opracowania.

Post scriptum. Osobi�cie spotka³em A.N. Ko³mogorowa tylko raz, w 1977 roku
uczestnicz¹c w II �wiatowej Konferencji z Teorii Prawdopodobieñstwa i Statystyki
Matematycznej w Wilnie, gdzie przedstawi³em wyniki mojego doktoratu. 33 lata pó�-
niej na X Konferencji Wileñskiej mia³em
zaproszony wyk³ad na temat mojej hipo-
tezy dotycz¹cej reprezentacji ca³kowych
miar probabilistycznych; [5].

ZBIGNIEW J. JUREK
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