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O, Aulo Leopoldyriska, tys naszq Swigtynig Wiedzy i Nauki,
o czym przekonac sig moze kazdy ignorant,

o ile tu trafi taki

(inaczej nigdy sig nie dowie, ile stracit...)

Aula Leopoldynska byla swiadkiem waznych wydarzeA w moim
zyciu studenckim i zawodowym. Jako nastolatek w 1962 r. bylem tu
na szkolnej wycieczce. Pamigtam, ze oszolomiony wystrojem Auli nie
wiedzialem, czy nie jestem aby w swiatyni, bo klecznikéw (podndz-
kow) nigdy wezesniej poza koSciotem nie widziatem! W 1967 r. otrzy-
mafem tu indeks studenta Uniwersytetu Wroctawskiego, aby juz w pa-
migtnym Marcu ’68, niesiony wielkimi emocjami i nadziejami, spedzié
w Auli dwie noce w czasie strajkéw studenckich. Takze tu, w roku 1972
otrzymalem dyplom magisterski, a piec lat pozniej profesor Kazimierz
Urbanik!, méj mistrz i promotor, a takze Rektor Uniwersytetu, wre-
czyt mi dyplom doktora nauk matematycznych. W 1996 r. moja rola sie
odmienita i to ja wreczylem dwa dyplomy doktorskie.

I wreszcie dzis spotyka mnie tu ogromny zaszczyt przedstaw1e-
nia wykladu inauguracyjnego, ktéry w moim zamierzeniu ma przy-
blizy¢ i uswiadomi¢ Panstwu wszechobecng losowos¢. Ciesze sig tym
bardziej, bo w tym roku ogolnoswiatowa spolecznos¢ matematykow
obchodzi trzechsetlecie wydania fundamentalnego dzieta Ars Conjec-
tandi Jakuba Bernoullego®. A wlasnie sztuka przewidywania jest
motywem glownym mojego wykladu.

1. Ale zacznijmy od stow...

Wielu, takze tu dzi§ obecnych, twierdzi¢ bedzie, ze rozumie ta-
kie stowa, jak: losowos¢, proba losowa, blad statystyczny, niezalez-

! Kazimierz Urbanik (1930-2005), jeden z najwybitniejszych polskich ma-
tematykow drugiej potowy XX w. Rektor Uniwersytetu Wroclawskiego w okresie
1975-1981 i przez ponad 25 lat dyrektor Instytutu Matematycznego. Jego imig nosi
biblioteka Wydziatu Matematyki i Informatyki. Zatozyciel i redaktor naczelny mie-
dzynarodowego czasopisma ,,Probability and Mathematical Statistics” (PMS), wyda-
wanego obecnie przez Uniwersytet i Politechnike Wroctawsks. Od br. PMS jest na
»hladelfijskiej liscie czasopism”. Zob. www.math.uni.wroc.pl/~pms.

2 1. Bernoulli, Opus posthumum, Basel 1713.
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nos¢ obserwacji, wnioskowanie statystyczne, poziom ufnosci, miara,
prawdopodoblenstwo, zwarty, grupa itp. W potocznej warstwie jezy-
kowe] pewme tak, ale czy rozumiemy je jako jednoznaczne terminy
1 pojecia funkcjonujace w matematyce?

Uwazam, ze racj¢ ma Wilhelm Johannsen, ktory w 1910 r., przed
Amerykanskim Stowarzyszeniem Przyrodnikow, powiedzial: ,Jest
powszechnie uznanym faktem, ze jezyk jest nie tylko naszym stuga,
ktoéry umozliwia nam wyrazanie — lub skrywanie — naszych mysli,
ale moze by¢ rowniez naszym panem krepujacym nas za pomocg zna-
czen przypisywanych poszczegdlnym stowom. Z tej przyczyny poza-
dane jest tworzenie nowej terminologii we wszystkich dziedzinach...
Proponuje wprowadzenie podstawowych terminow »gen« i »genotyp«
oraz dalszych takich jak »fenotyp« i »biotyp«, ktore bylyby uzywane
w genetyce”>.

Z ubleglorocznego wykiadu mauguracy]nego profesora Otlewsklego
pamlqtamy, ze terminy ,,gen , »genotyp” 53 do dzi§ powszechnie uzywane
1 ]ednoznaczme rozumiane w biologii, mimo ze upiynqlo ponad sto lat.

A oto inny cytat: ,Dobrze znasz matematyke 1 wiem, ze 1 teraz
studiujesz... Otdz, zacznij jej wyktadaé catki, jak Boga kocham nie zar-
tuje, mowie serio, jej bedzie zupetnie wszystko jedno; bedzie na ciebie
patrzyla i wzdychala, i tak przez okragly rok... Ale pamigtaj, o mitosci
ani mru-mru...”. Tak! To Razumichin do Zosimowa (o Praskowii Paw-
lownie) w Zbrodni i karze Fiodora Dostojewskiego®. Czytelnik-huma-
nista moze zapytac: Coz u licha maja w sobie te catki? A jesli zna on
tez pierwotne znaczenie catki jako dziewicy, to moze juz kompletnie
»odlecie¢” w inne, niewlasciwe rejony swojej ,duszy”°.

Zatem w debacie medialnej, w debacie roznych srodowisk, w wykla-
dzie adresowanym do szeroklego grona stuchaczy, bardzo wazne jest, aby-
$my jednakowo rozumieli terminy i stowa, ktorych wzajemnie uzywamy!

3 R. Dawkins, Ewolucja myslenia, red. A. Grafen, M. Ridley, Gliwice 2008 (wyd.
oryg.: Richard Dawkins — How a Scientist Changed the Way We Think, Oxford 2006).

* 1. Otlewski, O DNA, genach i medycynie molekularnej, Wroctaw 2012.

5> F. Dostojewski, Zbrodnia i kara, Wroctaw 1997, s. 184.

6 Niestety, to whasnie Janowi Sniadeckiemu zawdzigczamy te ,,dziewice” w ma-
tematyce. Na szczgscie jego termin ,rachunek chybi trafi” na okreslenie rachunku
prawdopodobienstwa trafit do jezykowego lamusa!
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2. Na poczatku byl... wektor losowy

Jak w Leopoldinum méwi¢ o matematyce, bez tablicy czy kom-
putera, tym bardziej bgdgc swiadomym tego, o czym przestrzegl Paul
Dirac”: ,W nauce $cislej probujemy w sposob zrozumlaly dla wszyst-
kich opowiedzie¢ o tym, o czym nikt wczesniej nie wiedzial. A w poezji
— wrecz odwrotnie”S.

Kazdy z nas pojawit si¢ gdzie$ (miejsce urodzenia X;), w jakims
czasie (data urodzenia X)), quqc potomkiem plci meskiej lub zen-
skiej (X3) z ]akqs waga (X4) 1 diugoscia (X5)°. Czyli na poczatku
naszego istnienia oplsano nas wektorem losowym.

Oczywiscie, mozna dodawac¢ wiele innych trudnych do zdetermi-
nowania naszych cech, ale w dzisiejszych czasach tradycy]me rodzice
otrzymujq tylko plec, dlugosc (ktora z czasem zamieni sig¢ we wzrost)
1 wage (w pozniejszym czasie zwykle za duzy!).

Ale to nie my, dzisiejsi mieszkaficy Ziemi, bylismy pierwszymi,
ktorzy zmagah si¢ z losowoscig! W kazdej kulturze Cztowiek odwo-
tywat sie i Wykorzystywal »Slepy los”. W Muzeum Stoatou Attalosa,
w greckiej czesci Agory, w Atenach, oprécz powszechnie znanych
pozostalosci sadéw skorupkowych, o ktérych tak chetnie moéwia
prawnicy na calym Swiecie, jest tez, sprzed dwoch i pél tysiaca lat,
»maszyna” do losowania sktadu sadu rozstrzygajacego spory na Ago-
rze! Chrzescijanie za§ od dwoch tysiecy lat stuchaja o rzucie ko$émi,
majacym zdecydowad, jak podzieli¢ szaty ukrzyzowanego Jezusa!

Cho¢ w wielu sytuacjach dnia codziennego czlowiek spotykat sie
ze zjawiskami i sytuacjami, w ktorych deterministyczne prawa zawo-
dzily, to nowoczesny i powszechnie akceptowany paradygmat teorii
prawdopodobienstwa pochodzi z 1933 r. Zawdzieczamy go wybitnemu
matematykowi rosyjskiemu A.N. Kotmogorowowi'®. Cho¢ tu warto

7 Paul Dirac (1902-1984), fizyk angielski, ktry w 1933 r., wspélnie z Erwinem
Schroedingerem, otrzymal Nagrode Nobla.
% ,In science one tries to tell people, in such a way as to be understood by every-
one, something that no one ever knew before. But in poetry it’s the exact opposite”.
? Mamy wiec pigciowymiarowy wektor (X, X, X3, X4 Xs) z losowymi
wspotrzednymi.
10 Z]. Jurek, Andrej Nikolajewicz Kotmogorow (1903-1987), twérca matema-
tycznej teorii prawdopodobieristwa, ,Matematyka” 2012, nr 8, s. 2—14. Artykul ten jest
takze na stronie www.math.uni.wroc.pl/~zjjurek.

5



wspomnieé, iz Polacy Hugo Steinhaus!! i Antoni Lomnicki!? mieli
ogromny wklad w budowe wspdtczesnej probabilistyki. Wspomniany
Kazimierz Urbanik, uzywajac terminologii sportowej, zwykt nam mo-
wié, ze: ,Kolmogorow osiagnat final, ale Polakom nalezy si¢ p6tfinal”.

Ot6z Kolmogorow zaproponowal, aby ze zjawiskiem losowym
stowarzysza¢ jego model probabilistyczny (model matematyczny).
Taki model to tak zwana trojka kotmogorowowska (Q, ¥, P) (inaczej—
przestrzen probabilistyczna): zbior Q (tak zwana przestrzen zdarzen
elementarnych), rodzina ¥ podzbioréw Q (elementy A z ¥ nazywamy
zdarzeniami losowymi) i funkcja prawdopodobienstwa P,
ktora zdarzeniom losowym A z ¥ przyporzadkowuje liczbe P(A)
z przedziatu [0, 1], ktora okresla prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Na sformulowane pytanie dotyczace zjawiska losowego odpo-
wiada sie w przyjetym modelu matematycznym. Jednak trzeba
pamietaé, ze wybor modelu matematycznego nie jest ani fatwy, ani
jednoznaczny. W przesziosci przedkolmogorowowskiej prowadzito
to do wielu paradoksow. Najstynniejszym z nich jest chyba paradoks
Bertranda, w ktérym na zadane pytanie mozna podac trzy popraw-
ne odpowiedzi!!® Stad miedzy innymi probabilistyka przez wieki nie
miala naleznego jej miejsca w Swiecie nauki, cho¢ w sytuacjach co-
dziennych, w tym szczegolnie w grach hazardowych, ciagle stawiano
pytania, na ktore nie bylo jednoznacznych odpowiedzi. Ale tez przy-
pomnijmy — w starozytnym Egipcie na spoleczne zapotrzebowa-
nie mierzenia pol, powierzchni czy objetosci stworzono geometrig,
z ktorej elementami wszyscy do dzi$ spotykamy si¢ w szkole srednie;j!

1 Hugo Steinhaus (1887-1972), jeden z najwybitniejszych przedstawicieli
stynnej lwowskiej szkoty matematycznej, po drugiej wojnie Swiatowej profesor Uni-
wersytetu Wroclawskiego i pierwszy dziekan Wydzialu Matematyki, Fizyki i Chemii.
Zob. R. Duda, Lwowska szkota matematyczna, Wroctaw 2007.

12 Antoni Fomnicki (1881-1941), matematyk, profesor Politechniki Lwow-
skiej, rozstrzelany przez Niemcoéw. Jego nazwisko umieszczone jest na pomniku
Nasz Los — Przestrogg na placu Grunwaldzkim we Wroctawiu.

13 Paradoks Bertranda: w zadaniu obliczenia prawdopodobiefistwa, ze losowo
wybrana cieciwa w okregu jednostkowym bedzie dluzsza od boku trojkata rownobocz-
nego wpisanego w ten okrag, mozna podac trzy poprawne odpowiedzi: 1/4, 1/311/2!
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W dzisiejszym wykladzie przedstawie Pafstwu tylko dwa modele
probabilistyczne: dla rzutu monet i ruchéw Browna.

3. Rzut monetg i jego model probabilistyczny

Wiele sytuacji losowych daje si¢ sprowadzié do modelu, w kté-
rym wyniki eksperymentu mozna podzieli¢ na dwie grupy. Umownie
wyniki z jednej grupy zwyczajowo nazywamy sukcesem, a z drugiej
porazka. Rozwazmy tu najprostszy przyklad takiej sytuacji.

Wigkszos¢ z nas (a moze wszyscy?) przyzna, ze jesli bedziemy
rzuca (uczciwg) moneta'* wiele, wiele razy, to okoto potowy rzutéw
pokaze orla. Zamiast ,wiele, wiele razy” chcialoby si¢ mieé... ,nie-
skonczenie wiele rzutow”, czego fizycznie nie jestesmy w stanie zro-
bic. Ale w modelu matematycznym juz tak!

Za H. Steinhausem wystarczy zauwazy¢, ze wyniki kolejnych rzu-
tow (orzet albo reszka) mozemy identyfikowaé z ciggami zero-jedyn-
kowymi, a te z kolei mozemy utozsamia¢ z rozwinigciami w systemie
dwojkowym liczb z odcinka o poczatku w zerze i koficu w jeden (tak
zwany odcinek jednostkowy)!>. Zatem w paradygmacie kotmogo-
rowowskim odcinek jednostkowy jest przestrzenia zdarzef elemen-
tarnych. Zdarzeniami losowymi s3 (pewne) podzbiory odcinka jed-
nostkowego. Natomiast za funkcj¢ prawdopodobiefstwa wezmiemy
miar¢ Lebesgue’a. Jest to bardzo naturalna miara, ktéra odcinkom
przyporzadkowuje ich dtugos¢. Zatem odcinek jednostkowy ma mia-
r¢ rowng jeden. Ale, co trudniej zaakceptowaé, tenze odcinek jed-
nostkowy bez wszystkich utamkéw ma dalej miare jeden!!6

'* To taka moneta, ze w kazdym pojedynczym rzucie szanse otrzymania orla sy
takie same jak szanse otrzymania reszki.

1> Np. wynik rzutéw: O (orzet), O, O, R (reszka), O,R identyfikujemy z ciggiem
111010 (1 to orzel, 0 to reszka). Poprzedzajac ten ciag zerem i przecinkiem, mamy ciag
(13,1 11010, kt(%ry relprezentuje liczbe w zapisie dwdjkowym. Zatem jest to liczba réwna:
FUHoFhi R % = 3;- Tak jak w systemie dziesigtkowym liczby zapisujemy
w postaci kombinacji poteg dziesiatki, tak w systemie dwéjkowym czynimy to, sto-
sujac potegi dwojki. Warto wiedzie¢, ze komputery uzywaja systemu dwéjkowego!

16 Modelem probabilistycznym dla rzutu monet jest Q = (0, 1), F to sigma-alge-
bra podzbioréw borelowskich (sa tam wszystkie odcinki i wiele wiecej, ale nie wszystkie
podzbiory (0, 1)),a P =/ (miara Lebesgue’a). Miara Lebesgue’a kazdego nieskoficzonego
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Nasze pytanie o czestotliwos¢ wystepowania ortow w rzutach mo-
netg sprowadza si¢ teraz do pytania: ,Jaka jest miara Lebesgue’a zbio-
ru tych liczb z odcinka jednostkowego, dla ktérych w ich rozwinieciu
dwojkowym, frakcja jedynek zbliza si¢ do jednej drugiej?”. I zgodnie
z tym, czego intuicyjnie oczekiwaliSmy, miara (prawdopodobiefistwo)
tego zbioru jest réwna jeden. Ale nie jest to caly odcinek jednostkowy!”.

Fenomen, ktory zaobserwowaliSmy przy rzucie moneta, jest bar-
dzo szczegolnym przypadkiem tak zwanego mocnego prawa wielkich
liczb (strong law of large numbers; SLLN) Kotmogorowa. Méwi ono,
ze z prawdopodobiefistwem jeden, ale niekoniecznie zawsze,
srednie arytmetyczne z ciagu obserwacji (Scislej: z ciggu stochastycz-
nie niezaleznych jednakowo roztozonych zmiennych losowych) s3
zbiezne do wartosci oczekiwanej!3.

Cho¢ moze nam si¢ wydawac¢ dzi§ w XXI w., ze méwimy o bardzo
trudnych zagadnieniach, to warto przypomnieé, ze we wspominanej
juz Ars Conjectandi znajduje si¢, miedzy innymi, wersja tak zwanego
stabego prawa wielkich liczb.

4. Tablice przezycia i Breslau/Wroctaw

Od okolo 1580 r. w slaskim miescie Breslau odnotowywano dane
o pochowkach i dlugosci zycia jego mieszkancéw. Danymi tymi zain-
teresowal si¢ Kaspar Neuman, ksigdz i 6wczesny uczony, ktory cheiat
oszacowa¢ prawdopodobienstwo przezycia kolejnego roku lub ko-
lejnych kilkunastu lat. Wydaje sig, ze nie sprostal on wyzwaniu. Ze-
brane dane przestano do Londynskiego Krélewskiego Towarzystwa
Naukowego, ktore z kolei przekazato je astronomowi Edmundowi
Halleyowi (dzi$§ pamietamy jego nazwisko gléwnie w zwigzku z no-
sz3cy jego imi¢ i odwiedzajacy nas komety).

przeliczalnego zbioru jest rowna zero! Stad jesli z odcinka (0, 1) usuniemy wszystkie utam-
ki, to i tak zostanie nam zbidr o mierze jeden! Ale nie jest to caly odcinek jednostkowy!

7 W artykule dla uczniéw szkot srednich Czy warto rzucad monetg, na stronie
www.math.uni.wroc.pl/~zjjurek, jest wigcej takich elementarnych i (chyba?) intry-
gujacych przyktadow.

18 Dawniej w literaturze polskiej uzywano okreslenia nadzieja matema-
tyczna. Zauwazmy na przyklad, Ze dla rzutu kostka szeScienng warto$¢ oczekiwana
(nadzieja matematyczna) wynosi 3,5 = (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)/6, ktorej nigdy nie
zobaczymy jako wyniku na kostce!

W 1693 r., dwadziescia lat przed ukazaniem si¢ wspomnianej Ars
Conjectandi, Halley opublikowat intrygujacy prace pt. Oszacowanie
stopnia smiertelnosci ludzkosci na podstawie ciekawych tabel urodzes i po-
grzebow w miescie Breslau'. Sto dwadziescia piec lat pézniej Jan Snia-
decki, w listopadzie 1817 r., w dyskusji na Uniwersytecie Wilefiskim,
mowiac o rachunku prawdopodobiefistwa i jego potencjalnych zastoso-
waniach, przytoczyt jako przyklad zastosowan wiasnie tablice przezycia
sporzadzone przez Halleya. Komentujac za$ warto$¢ danych zebranych
w Breslau/Wroclawiu (w dzisiejszym jezyku powiedzielibysmy wartosé
statystyczng tejze proby losowej), powiedziat ,,[we Wroctawiu] kilka-
krotne rejestra pokazaty ludnosé jak w zastanowieniu, gdzie przy mniej-
szym zbytku i rozpuscie bieg przyrodzenia porzadniejszy”.

By¢ moze powinnismy by¢ dumni, Ze nasi poprzednicy zyjacy na
tej ziemi ,przy mniejszym zbytku i rozpuscie” dali impuls do powsta-
nia wspolczesnego aktuariatu i innych ubezpieczef. A moze istotnie
dziata tu jakis $laski genius loci, o ktérym méwit profesor Harasimo-
wicz w wykladzie inauguracyjnym?® przed dwoma laty?

Ale zanim uniesiemy si¢ nasza lokalng wroclawska duma, to
wiedzmy, ze Domitius Ulpianus, Zyjacy na przelomie drugiego i trze-
ciego wieku w Rzymie, takze ukladal pierwsze, niezbyt precyzyjne
1 wyrafinowane, tablice przezycia!

5. Ruchy Browna

»Ksigga przyrody jest napisana w jezyku matematyki”?!, jak po-
wiedzial Galileusz.

W 1828 r. botanik Robert Brown zaobserwowat pod mikrosko-
pem, ze pylki kwiatowe umieszczone w wodzie dalej rozbijaja sie na
malenkie czasteczki, ktére poruszajg sie po bardzo nieregularnych
trajektoriach. Ruchy te nie zmieniajg si¢ w polu elektrycznym czy

! Edmund Halley (1656-1742), An estimate of the degrees of montality of man-
kind drawn from the curious tables of the births and funerals at the city of Breslan, cyt. za:
J. Hoffmann-Jorgensen, Probability with a View Toward Statistics, New York-London
1994, s. xxxiil, XXXIV.

20 ].W. Harasimowicz, Kuznia noblistéw czy prowincjonalna uczelnia na peryfe-
riach Rzeszy?, Wroctaw 2011.

21 The book of nature is written in the language of mathematics”.
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w Swietle, ale istotnie reaguja na zmiang temperatury i zmian¢ osrod-
ka. Albert Einstein w 1905 r. w pracy O ruchu czgsteczek zawiesiny,
postulowane] przez molekularno-kinetyczng teorig ciepta zaproponowal
wyjasnienie tego Z]anska22 Takze polski fizyk, Marian Smoluchow-
ski, byl bliski wyjasnienia istoty ruchéw Browna?>.

Ale takie chaotyczne ruchy spotykamy tez poza srodowiskiem
naturalnym. W 1900 r. Louis Bachelier w swojej pracy doktorskiej?*
zauwazyl podobne ruchy, badajac zachowanie si¢ cen akeji na giel-
dzie w Paryzu®>. Zygzakowate wykresy cen akeji i innych gieldowych
wskaznikéw kazdy z nas moze zobaczy¢ codziennie w wiadomo-
Sciach ekonomicznych.

Jak dla takich zjawisk losowych zbudowa¢ kolmogorowowski mo-
del probabilistyczny? Tu zdarzeniami elementarnymi sa wykresy (funk-
cje ciagle). W zadaniach podobnych do rzutu monetg byly to zbiory
liczb, a prawdopodobienstwo bylo zadane miarami typu Lebesgue’a.

W pelni poprawng matematycznie miar¢ modelujacg ruchy Brow-
na podal Norbert Wiener dopiero w 1923 .26 Obecnie powszechnie
nazywa si¢ ja miarg Wienera, a odpowiadajacy jej proces stocha-
styczny nazywamy procesem Wienera (ruchem Browna)?.

Teorie catkowania — analize stochastyczng — zapoczatkowal Kyoshi
Ito, wlatach 40. ubleglego wieku. Teoria ta byta tak r6zna?® od analizy Leib-
niza i Newtona, ze swoje pierwsze prace na ten temat Ito opublikowat

22 A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme...,
»Ann. Physik” 17, 1905, s. 549-560. Nagroda Nobla w fizyce w 1921 r.

2 M. Smoluchowski, Zarys kinetycznej teorji ruchéw Browna i roztworéw met-
nych, ,Rozprawy Akademii Umiej¢tnosci, Seria A”, 1906.

24 L. Bachelier, Theorie de la speculation, ,Thesis. Paris, Ann. Ecole Norm.
Sup.” 17,1990, s. 21-88.

25 W 1996 r. powstalo The Bachelier Finance Society, ktorego pierwszy swiato-
wy kongres odbyt sie w Paryzu, w 2000 r. Jest to forum spotkan praktykow rynkow
finansowych i probabilistow ze §wiata akademickiego.

26 N. Wiener, Differential space, ,,J. Math. and Physics” 1923, nr 2, s. 131-174.

27 Model kotmogorowowski w tym przypadku to: Q := Cy([0, ]) (funkcje
ciagle), F := C (zbiory cylindryczne) i P := W (miara Wienera).

28 W klasycznym rachunku catkowym dla deterministycznej funkcji » mamy na
przyktad rownosé: 2[4 udu = u?(t) — u(0). Natomiast dla (stochastycznego) procesu
Wienera W(t), t > 0 mamy nastepujaca rownosé: 2 [SW(s)dW (s) = W2(t) —t.
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w jezyku japonskim! Ale juz trzy dekady pozniej analiza stochastyczné
— rachunek Ito — stata si¢ gléwnym narzedziem matematyki finansowej.

6. O tym, co dotyczy nas wszystkich — matematyka finansowa

Najkrocej mozna powiedzieé, ze gieldy istniejg dla dwoch zasad-
niczych celéw. Po pierwsze, pozwalaja zachowaé wartos¢ pienigdza
w czasie — oszczednosci lokowane w obligacjach i bonach. Po drugie,
s3 miejscem, w ktorym whasciciele wolnych srodkéw finansowych
spotykaja si¢ z tymi, ktérzy majg idee, pomysly inwestycyjne, racjo-
nalizatorskie, dla ktorych potrzebuja oni finansowania. Jednakze naj-
bardziej widoczng aktywnoscia gield i powszechnie obserwowang jest
handlowanie. Sprzedaje si¢ i kupuje akcje firm, obligacje emitowane
przez kraje, samorzady, firmy i inne podmioty rynkowe.

W ostatnich kilkudziesieciu latach jestesmy swiadkami pojawienia sig

tak zwanych pochodnych instrumentéw finansowych (financial deriva-
tives). Choé tu niczego sie nie produkuje, to pozwala na lepsze rozlozenie
ryzyka finansowego i efektywniejsze zabezpieczenie portfela inwestycyjnego.

Jednymi z podstawowych pochodnych instrumentow ﬁnansowych
sa tak zwane (europejskie) opcje kupna (call options) i opcje sprzedazy
(put options). Nabyweca opcji kupna ma prawo, ale nie obowigzek, kupi¢
(od sprzedajacego opcje), w ustalonej przysziosci, akcje za ceng usta-
lona w dniu nabycia opcji. Powiedzmy, ze akcja firmy X kosztuje dzis
120 z1, a my, nabywajqc (europejskq) opcje kupna, mamy prawo kupic¢
ja za 100 zt — za mlesxqc Oczywiscie, jesli za miesiac cena akql na
gieldzie jest ponizej 100 zl, to odstgpujemy od wykonania opcji, a na-
sza strata to kwota, za jaka kupiliSmy opcje. Jesli cena akcji osiggnie na
przyklad 115 zl, to nasz zysk wyniesie 15 zt minus kwota, za jaka kupi-
lismy opcje. Ale jak wyceniaé opcje kupna (zagadnienie option pricing)?

Przyjmujac, ze ceny gieldowe akcji zmieniajg si¢ wedlug loga-
rytmicznego procesu Wienera (model matematyczny), Fisher Black
z Myronem Scholsem?® oraz Robert C. Merton®® w 1973 r. podali

29 F. Black, ML.S. Scholes, The pricing of options and corporate liabilities, ,,J. Pol-
itical Economics” 81, 1973, s. 384-404.

30 R.C. Merton, The theory of rational option pricing, »Bell J. Economics and
Management Sci.” 1973, nr 4, s. 141-183.
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wzory na wyceng europejskiej opcji kupna. Wzory te powszechnie
wykorzystywano na rynkach finansowych, a szczegélnie na otwar-
tej wowczas nowej gieldzie Chicago Board Options Exchange oraz
Options Clearing Corporation, ktora gwarantowata od strony praw-
no-finansowej rozliczanie zawartych kontraktéw.

W 1997 r. Merton z Scholsem (Fisher, niestety, juz nie zyt) otrzy-
mali Nagrod¢ Nobla w dziedzinie ekonomii, a ich wz6r! w przenosni
i dostownie trafit pod strzechy, jako ze zostat opublikowany w co-
dziennym wydaniu ,New York Timesa”.

Ale czy obserwowane na gieldzie zmiany cen akcji zachodza
zgodnie z logarytmicznym procesem Wienera, jak zalozylismy to
w naszym modelu probabilistycznym? Niekonieczne, jak dowodza
tego pojawiajace sig od czasu do czasu kryzysy i zawirowania na giel-
dach. Wsréd nich tak spektakularne jak to z 1998 r. wokét firmy Long-
-Term Capital Management (LTCM), ktérej wspolzatozycielami byli
Scholes i Merton2. W ciggu tygodnia amerykafiski dolar stracit okoto
15% warto$ci w stosunku do japonskiego jena. Czy tez upadek domu
maklerskiego Lehman Brothers we wrzesniu 2008 r.

Dla pelnosci obrazu dodajmy, ze w tak zwanej amerykanskiej
opcji kupna nabywea takiejze ma prawo, ale nie obowigzek, wykonaé
ja (zrealizowad) w ciggu dowolnego dnia miesiaca!

Jest oczywiste, ze wycena opcji amerykanskich jest intelektual-
nie 1 matematycznie znacznie trudniejsza. W opcji europejskiej wy-
starczy ,przewidzie¢” ceny akcji w jednym, ostatnim dniu trwania
kontraktu, podczas gdy w amerykanskiej trzeba ,przewidzie¢” cene
w ciggu trwania kontraktu — np. kolejnych trzydziestu dni (w wa-
runkach powyzszego przykladu).

Przez ostatnie dekady powstalo wiele innych instrumentéw fi-
nansowych o nie mniej intrygujacych nazwach, jak opcje bermudzkie,
opcje azjatyckie, opcje egzotyczne®, opcje na indeksy gietdowe itp.

1 'Wzér opisujacy wartosé opcji to: C = § N(d)-Le™N (d-oVt).

32 W ,The Observer” z 17 wrzesnia 1998 r. ukazat si¢ wzor Blacka-Scholsa, tym
razem w kontekscie upadku LTCM i z podtytulem Is this really the key formula to
future wealth? Win bigger, loose bigger?

3 Nazwy te zdajg si¢ dowodzié, ze rada Wilhelma Johannsena odnoénie do
wprowadzania nowych terminéw nie zostala przyjeta w finansach i ekonomii.
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We wszystkich takich instrumentach finansowych fundamentalnym
wyzwaniem jest wyliczenie cen takich kontraktow.

Trzeba by¢ jednakze Swiadomym, ze modele matematyczne sg
idealizacja Swiata realnego, ze w naszych modelach matematycznych
maklerzy dzialaja racjonalnie. Inaczej mowiac, zacho_d21 hipoteza
efektywnego rynku (efficient market hypothesis; EMH) i na rynku fi-
nansowym nie ma mozliwosci arbitrazu, czyli zysku bez ryzyka.

Podobnie jak w wypadku tablic przezycia, w opcjach finanso-
wych tez uprzedzili nas starozytni. Historycy finanséw dowodzg, ze
Arystoteles w swojej Polityce, powstalej okolo 350 r. przed naszj era,
wspomina, ze Tales z Miletu stosowal opcje na przyszle zbiory oli-
wek, a dokladniej na potrzebne prasy do ttoczenia oliwy z oliwek!

A dlaczego to, o czym dzi§ mdwie, ma dotyczy¢ nas wszystkich?

Bo wszyscy kiedys sie urodzilismy, chcemy przezy¢ kolejne lata,
mamy oszczgdnosci lub pozyczki do sphaty, no i WSZYSCY, WSZyscy
liczymy na godne zycie na emeryturze! Powinnismy by¢ Swiadomi
i rozumie¢, ze fundusze emerytalne czy indywidualni maklerzy
gieldowi, zarzadzajac naszymi pieniedzmi, moga inwestowac nie tyl-
ko w klasyczne akcje czy obligacje, ale tez uczestniczy¢ w rynku po-
chodnych instrumentéw finansowych. W naszym interesie jest, by
stanowiacy prawo regulujace rynki finansowe, by zarzadzajacy finan-
sami znali i rozumieli wspoiczesng sztuke przewidywania, sztuke za-
rzadzania ryzykiem, w tym tak zwane monetarne miary ryz.yk.zf (mon-
etary measures of risk), o ktorych dzis w ogole nie Wspom.mehsmy{“.

Podstawowy radg dla nas wszystkich, potencjalnych inwestorow,
wydaje sie ta, aby nie inwestowal w instrumenty finansowe, ktorych
ztozonosci nie rozumiemy!

7. Przyszlosé...

Tak jak fizyka, chemia czy nauki inzynieryjne byly dziedzinami,
w ktorych rachunek rozniczkowy i catkowy (stworzony przez Leib-
niza i Newtona) $wiecit triumf i dal podstawowe narzedzia ich roz-
woju, tak w ostatnich kilku dekadach rynki finansowe i aktuarialne

3% H. Foellmer, A. Schied, Stochastic Finanse, Berlin 2004, rozdz. 4.
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YL s AR R &= 7 i

s3 polem wielkich sukceséw probabilistyki, a zwlaszcza stosowania
analizy stochastycznej i stochastycznego rachunku catkowego Ito.
Ale tez w sprzgzeniu zwrotnym probabilistyka, a ogélniej matematy-
ka, jest inspirowana problemami i pytaniami z rynkéw finansowych
1innych obszaréw dziatalnosci czlowieka.

A co czeka nas dalej? :

Myslg, ze matematyka pozostanie posrednikiem miedzy duchem
a materig, jak méwil Hugo Steinhaus. Biologia i nauki medyczne ule-
gng dalszej matematyzacji. Zrozumiemy doglebniej dzialanie nasze-
go mozgu®... i samych siebie. Ale czy matematyzacji poddadza sie
tez dziedziny humanistyczne? Uzywanie niejednoznacznego termi-
nu mem i koficzenie wywodu humanistycznego skrotem QED?3® jest
zdecydowanie niewystarczajace®’.

Ale o tym, mysle, bedzie w jednym z przyszlych wyktadéw inau-
guracyjnych!

Mam nadziejg, i czego serdecznie zycze, wyglosi go ktos z obec-
nych naszych studentow i kolegéw! Tak, aby stanaé w taficuchu po-
kolen uczonych naszej Alma Mater i kontynuowaé dzieto naszych
poprzednikow.

Dzisiaj to ja staralem si¢ przedstawié Panstwu aktualny stan wie-
dzy, pewnej czgsci probabilistyki, niewspomnianej w wykladzie in-
auguracyjnym Matematyka zjawisk przypadkowych, wygloszonym tu
w Auli Leopoldynskiej przez przywolywanego juz mojego mistrza,
profesora Urbanika, w pazdzierniku 1970 r.38

3% W tym kontekscie wspomnijmy, ze 26th Marian Smoluchowski Symposium
on Statistical Physics byto poswigcone Complexity of brain-critical behavior and scal-
ing, Uniwersytet Jagiellonski, 28-31 sierpnia 2013.

3 QED = Quod erat demonstrandum = Co bylo do udowodnienia.

37 Mysle, ze warto zajrze¢ do ksiazki R. Dawkinsa, Samolubny gen, Warszawa
1996, rozdz. 11, s. 262.

38 Profesor Kazimierz Urbanik, Matematyka zdarzer przypadkowych, wyklad
inauguracyjny 1970, ktdry odbit si¢ wtedy glosnym echem wsréd nas, studentow,
i w calym wroclawskim Srodowisku naukowym, szczeglnie ze wykiad byt pézniej
opublikowany w miesieczniku ,Odra” 1970, nr 11, s. 29-35.
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Drodzy Studenci!

Tak naprawde to Wy jestescie adresatami wykladu inauguracyj-
nego! To Wy inaugurujecie dzisiaj swoja nauke i pobyt tu u nas, na
Uniwersytecie Wroctawskim! Chcialbym, aby Waszym mottem, 1 in-
nych studentéw, bylo zawolanie: ,Wylacz wiarg, wlatcz' m}fsleme.!’/’ g
Pamigtajcie, proszg, ze nawet profesor — rektor — moze sig rr.lyhc,!
Za Jozefem Zycinskim®® przypomne, ze ,Na podstavsfle obhc;en
Johna Lightfoota, prorektora Uniwersytetu w Cambrlfige, twier-
dzono bowiem, przez dlugi czas, ze Pan Bog stworzyt Swiat w piatek
28 pazdziernika 4004 lata przed Chrystusem o go‘dzmle' 9 rano™*,
Powinniécie tez pamietaé, ze §w. Augustyn mowil: ,,Nle? czytamy
w Ewangelii, by Pan powiedzial »Posytam Wam P(-)'cieszym_ela, ktory
by was pouczat o biegu stofica i ksigzyca«. Chrzescijan bowiem chcial
wyksztalcié, a nie matematykow!”. - .

Uwazam, ze w Waszym — studentéw — interesie 1 szerzej — nas
wszystkich — jest to, aby uniwersytety nadal ostaly si¢ Swigtyniami
Wiedzy i Nauki i aby dalej ksztalcily ,matematykow”! '

Pozostajac za§ w konwencji (dzisiejszego wykladu) nawigzywa-
nia do moich poprzednikdéw, ktorzy tu kiedys stali na tym miejscu, na
zakoficzenie wykladu, za profesorem Bolestawem Ginterem*!, dolf-
torem honoris causa naszej uczelni, chce powtorzy¢: ,To od nas, Panie
i Panowie Profesorowie, zalezy w glownej mierze, czy nasz Uniwer-
sytet znow stanie si¢ wielki”.

8. Post scriptum
Poniewaz kazdy wyktad matematyczny, dla lepszego zrozumienia

tematu, powinien konczy¢ sig lista zadan i cwiczen dla shuchaczy, poni-
zej jest ¢wiczenie — zadanie domowe!

3 Jozef Zycinski (1948-2011), biskup rzymskokatolicki, metropolita lubelski,
kanclerz Katolickiego Uniwersytetu Lubelskiego Jana Pawta II, teolog i filozof.

40 ], Zycinski, Swiat matematyki i jej materialnych cieni, Krakow 201.3,.rozc/lz. 8,
s. 175. Czy to wyjasnia fraze ,cztery tysiace lat wygladany” w Spiewanej kiedys ko-
ledzie bozonarodzeniowe;j? ey

41 B, Ginter, O wielkosci Uniwersytetu, Uniwersytet Wroctawski, 3 pazdziernika 2011.
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Serdecznie dzigkuj¢ za wystuchanie wykladu, a o tym, czy istot-
nie Paul Dirac*? miat racjg, zadecyduja Pahstwo juz sami.

Wroctaw, 1 pazdziernika 2013 r.

9. ZADANIE — CWICZENIE DOMOWE

Krok 1. Wzig¢ dowolne tablice liczb losowych (np. takie, jakie
s3 na sasiedniej stronie).

Krok 2. Z tablicy liczb losowych wybraé dowolny cigg kolej-
nych stu cyfr (np. taki jak ciag cyfr na stronie obok, w kolumnach,
rozpoczynajacy sig od 5,9, 8, 1, 9 i koniczacy sig cyframi 2, 3, 3, 2).

Krok 3. Z pierwszych dziesigciu cyfr w wybranym ciagu wybraé
dowolng cyfrg (na stronie obok jest to cyfra 8, na trzeciej pozycji).

Krok 4. Przejs¢ w ciagu o 8 pozycji (w przykladzie obok prze-
suwamy si¢ wigc do cyfry 2; gdyby wybrang cyfra byto 0 (zero), to
przesuwamy si¢ o 10 pozycji).

Krok 5. Zatem przesuwamy si¢ o dwie pozycje, na cyfre 8 itd.

Krok 6. Kontynuujemy nasz spacer losowy na wybranym ciggu
tak dlugo, jak jest to mozliwe, i zaznaczamy pozycje koficows space-
ru (w przykladzie obok jest to ostatnia cyfra 2).

Krok 7. Powt6rzy¢ podobny spacer, wybierajac inna pozycje po-
czatkows niz 8, w powyzszym kroku 3.

Czy co$ szczegdlnego zaobserwowalismy?

Mozna sprébowac powtdrzy¢ opisany spacer po raz trzeci na wy-
branym ciagu. Albo wybra¢ inny ciag stu cyfr z tabeli obok i powto-
rzy¢ dwukrotnie lub wigcej opisany spacer losowy.

Albo jeszcze lepiej wybraé inng tabelg liczb losowych (bo by¢
moze tabela obok jest ,zmanipulowana”) i powtérzyé na niej opisany
powyzej spacer losowy.

Odpowiedzi/komentarze prosze przesylaé na adres:

inaug13zad@math.uni.wroc.pl.

42 Zob. przypis 8.

16

7653 4231 1233

6157 1144 4779
6593 8668 4871
3187 7434 0315
4780 1071 6814
9414 6170 2581

1948 2360 7244
1843 0914 9705

6596 9009 2055

4793 2503 2906
2112 0232 5334
0743 1083 8071
8856 5352 3384
8027 4975 2346

3134 1688 4071
0633 9002 1305
8771 6069 1598
2672 1304 2186
3136 1916 8886

6490 7491 6562
8628 0501 4618
9270 0504 5018
5723 3807 4997
6228 8874 7271

7645 3379 8376
6842 5836 6203
6126 7792 9337
4956 0215 3468
1327 4736 6229

9188 1516 5279
0271 9627 9442
2127 1847 13m
2102 9201 2911
1706 6011 5280

7501 7635 2301
5705 1900 7144
3234 2599 3295
5641 4935 7971
2127 1868 3664

Ryec. 1. Tabela liczb losowych, za: R.V. Hogg, E.A. Tanis, Probability and Statis-

tical Inference, Prentice Hall 2001, s. 665
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