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Zastosowania teorii Nielsena (i wyprowadzonych z niej wniosków)

1. Uzasadnij, że zbiór elementów a2, ab, ba w sposób wolny generuje podgrupe
‘

w grupie
wolnej F{a,b}. Wskazówka: sprawdź czy uk lad ten jest N-zredukowany (zredukowany
w sensie Nielsena), a jeśli nie jest, to zmodyfikuj go za pomoca

‘
elementarnych trans-

formacji Nielsena.
2. Niech h : Fn → Fm be

‘
dzie dowolnym surjektywnym homomorfizmem grup wolnych

skończonej rangi. Uzasadnij, że wówczas istnieje baza Y w Fn, be
‘
da

‘
ca suma

‘
roz la

‘
czna

‘
Y = Y1 ∪ Y2 taka, że:
(i) h obcie

‘
te do podgrupy generowanej przez Y1 jest izomorfizmem na Fm, oraz

(ii) h obcie
‘
te do podgrupy generowanej przez Y2 jest homomorfizmem trywialnym.

Wskazówka: dla dowolnej bazy X w Fn rozważ uk lad h(X) w Fm oraz transformacje
Nielsena przekszta lcaja

‘
ce go w uk lad (u1, . . . , un), w którym poduk lad (u1, . . . , um)

jest baza
‘
Fm, zaś uj = 1 dla j > m.

3. Oko lo roku 1930 Hopf postawi l problem, czy istnieje grupa skończenie generowalna G,
której w laściwy iloraz G/H jest izomorficzny z G. Grupy G, których żaden w laściwy
iloraz nie jest izomorficzny z G nazwane zosta ly grupami hopfowskimi. Udowodnij, że
grupy wolne skończonej rangi sa

‘
grupami hopfowskimi. Wskazówka: pokaż, że każdy

surjektywny homomorfizm h : Fn → Fn jest izomorfizmem; w tym celu rozważ uk lad
U = h(X) obrazów elementów ze standardowej bazy X w Fn.

KOMENTARZ: pierwsze grupy nie-hopfowskie zosta ly odkryte w latach 50-tych przez
Higmana i Neumanna.

4. Rozważmy grupe
‘

wolna
‘
FS , S = {a, b}, i niech c = [a, b] be

‘
dzie komutatorem genera-

torów. Udowodnij, że każdy automorfizm grupy FS przeprowadza c albo na c albo na
c−1 albo na sprzeżenie jednego z tych elementów. Wskazówka: użyj generatorów grupy
automorfizmów oraz cyklicznie zredukowanych reprezentantów klas sprze

‘
żoności.

5. Niech a, b be
‘
da

‘
takimi elementami grupy wolnej F , że pewne ich pote

‘
gi am, bn, dla

m,n 6= 0, komutuja
‘
. Uzasadnij, że wówczas a i b sa

‘
pote

‘
ga

‘
tego samego elementu

c ∈ F . Wskazówka: skorzystaj z tego, że podgrupy grupy wolnej sa
‘
wolne.
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