Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 2+

Zadania o modelach arytmetycznych

. Rozwazmy model geometrii (a wlasciwie teorii incydencji), w ktérym punktami sa

wszystkie pary liczb rzeczywistych (z,y), zas prostymi sa nastepujace dwa rodzaje

réwnan:

(1) wszystkie réwnania postaci x = ¢ dla dowolnych parametréow c € R;

(2) wszystkie réwnania postaci y = (x — a)? + b dla dowolnych parametréw a,b € R.

Relacja incydencji odpowiada spelmianiu réwnania przez pare liczb. Zbadaj, czy w

tym modelu spetnione sa aksjomaty 11, I2 oraz I3, a takze aksjomat rownoleglosci.

. Rozwazmy zmodyfikowany model arytmetyczny Hilberta, w ktérym zamiast liczb

rzeczywistych wystepuja liczby wymierne. Tak wiec, punktami w tym modelu sa pary

(x,y) liczb wymiernych, zas prostymi sa zbiory par spehiajacych réwnania postaci

axr 4+ by + ¢ = 0 o wspdlczynnikach a, b, c wymiernych. Pozostale pojecia pierwotne

sa, zinterpretowane w taki sam sposob jak w modelu Hilberta. Zbadaj, ktére sposrod

aksjomatéw geometrii euklidesowej sa, a ktére nie sa spelnione w tym modelu.

. Rozwazmy model teorii incydencji, w ktérym punktami sa wszystkie pary (z,y) liczb

rzeczywistych, zas prostymi sa zbiory punktow nastepujacych trzech postaci:

(a) {(z,y) : y = c}, dla dowolnej stalej rzeczywistej ¢;

(b) {(z,y) : © = ¢}, dla dowolnej stalej rzeczywistej c;

(c) {(z,y):y=azx+biz>0}U{(xr,y):y=2azx+bizx <0}, dla dowolnych statych
rzeczywistych a # 01 b.

Uzasadnij, ze w tym modelu speinione sa aksjomaty I1-13 oraz aksjomat rownoleglosci.

. Uzasadnij, ze model z poprzedniego zadania jest, jako model teorii incydencji, izomor-

ficzny z modelem Hilberta. W tym celu zapisz wzorem wzajemnie jednoznaczne

odwzorowanie F' : R? — R? ktére proste z modelu Hilberta przeprowadza na proste z

modelu z poprzedniego zadania tez w sposéb wzajemnie jednoznaczny.

. Rozwazmy model teorii incydencji, w ktérym punktami sa wszystkie pary liczb rzeczy-

wistych (x,y), zas prostymi sa nastepujace dwa rodzaje linii (réwnan):

(a) = = ¢ dla dowolnego rzeczywistego parametru c;

(b) y = alz — b|] + ¢ dla dowolnego parametru a > 0 i dowolnych parametrw rzeczy-
wistych b i c.

Zbadaj, ktére sposréd aksjomatéw teorii incydencji sa spelnione w tym modelu. Czy

w tym modelu jest speliony aksjomat Lobaczewskiego?



