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Wstep

Skrypt zostal napisany do wykladu z geometrii elementarnej i geometrii
nieeuklidesowej z mysla o studentach sekcji nauczycielskiej 1 ogdlnej. W zamierzeniu ma
on by¢ alternatywa dla i tak nielicznych publikacji z geometrii nieeuklidesowej. Tresci w
nim zawarte staralam si¢ przedstawi¢ prostym 1 jasnym jezykiem, tak by utatwié
czytelnikowi zrozumienie poruszonych zagadnien zwiazanych z réznymi modelami
geometrii.

W pierwszych rozdziatach skryptu opisuj¢ ogolna struktur¢ teorii
aksjomatyczno — dedukcyjnej na przyktadzie teorii pola dla figur wielokatnych.
Nastegpnie w rozdziale V omawiam geometri¢ euklidesowa ptaszczyzny, ktéra od czasow
Euklidesa byla prototypem dyscypliny zaksjomatyzowanej. Przedstawiam szczegdtowy
uklad aksjomatow i poje¢ pierwotnych geometrii euklidesowej zaproponowany przez
Hilberta oraz opisuje¢ réozne modele geometrii, w tym arytmetyczny model geometrii
euklidesowej wedtug Hilberta, ktory jest jednocze$nie dowodem jej niesprzecznos$ci.
Burzliwe dzieje rozwoju aksjomatyki geometrii euklidesowej zaowocowaly nie tylko
uzasadnieniem niesprzecznosci, ale rowniez byly przyczyna powstania nowej geometrii —
geometrii nieeuklidesowej. W Rozdziale VI szczegdlowo opisuje zwiazek jednego z
aksjomatow, aksjomatu roéwnoleglosci nazywanego V postulatem Euklidesa z geometria
nieeuklidesowa. Aby ulatwi¢ czytelnikowi zrozumienie faktu istnienia innych geometrii
niz euklidesowa w drugiej czg$ci rozdziatu VI zacytowatam ,,Bajke na dobry poczatek™.
Wprowadza ona czytelnika w przystepny 1 zabawny sposdob w nowy 1 mato znany §wiat
geometrii nieeuklidesowej. Nastgpne rozdzialy poswigcone sa charakterystyce jednej z
geometrii nieeuklidesowej, geometrii Bolyai — Lobaczewskiego. W pierwszej kolejnosci
przedstawiam krotka charakterystyke prostych oraz opisuj¢ roéznorodno$¢ form
geometrycznych nowej geometrii. Na zakonczenie zajmuje si¢ problemem
niesprzeczno$ci geometrii nieeuklidesowej. Okazuje sig, ze modeli spetniajacych
aksjomaty geometrii nieeuklidesowej $wiadczacych o niesprzecznosci jest wiele. W
wyktadzie ograniczylam si¢ do przedstawienia jednego modelu, modelu
potplaszczyznowego Poincarego.

Zycze czytelnikowi powodzenia w odkrywaniu nowych geometrii i zmaganiu
si¢ z dotychczas poznana. Zywig nadziejg, ze niniejszy skrypt bedzie w tym pomocny.

Anna Otfinowska



ROZDZIAL 1

Teoria pola jako przyktad aksjomatyczno — dedukcyjnej teorii
matematycznej

1.1. STRUKTURA TEORII AKSJOMATCZNO - DEDUKCYJNEJ

Zbior zdan danego jezyka nazywa si¢ teoria, jesli konsekwencje 1 wnioski ze
zdan nalezacych do teorii réwniez do niej naleza. Spo$rod teorii danego jgzyka mozna
wyréznié teorie aksjomatyczno-dedukcyjne.

W aksjomatyczno-dedukcyjnej teorii alfabetem sa pojecia pierwotne, czyli pojecia
intuicyjnie jasne, ktory przyjmuje si¢ bez definicji. Jednym z poje¢ pierwotnych moze
by¢ na przyktad punkt, czy prosta oraz relacja ,lezy na”, czy ,przechodzi przez”.
Oczywiscie mozna powiedzie¢, ze przeciez kazdy wie co to jest punkt i umie go opisac.
Owszem, ale podajac definicj¢ uzywa si¢ pojec, ktére nie zostalty wczesniej opisane, nie
zostaly zdefiniowane. Wigc znow nalezy zdefiniowa¢ wyrazy , ktorych uzylismy. W ten
sposob, cofajac si¢ mozna by sprobowa¢ zdefiniowa¢ wszystkie pojgcia, ale niestety
zawsze natrafimy na stowo jeszcze nie zdefiniowane. Dlatego ustalamy pewna grupe
poje¢ jako pojgcia pierwotne, a dopiero na ich bazie budujemy teorig. Musimy jeszcze
pamigtac, ze z samych poje¢ pierwotnych nie stworzymy teorii, tak jak znajac jedynie
litery 1 wyrazy nie umiemy mowi¢ po polsku. Nalezy jeszcze okresli¢ jakie wlasnos$ci
maja te pojgcia oraz jakie prawa mig¢dzy mini zachodza. Tak jak wybieraliSmy pojgcia
pierwotne, tak tez nalezy pewne stwierdzenia w teorii uzna¢ za prawdziwe bez dowodu.
Takie stwierdzenia, ktorych prawdziwo$s¢ uznajemy bez dowodu nazywamy
aksjomatami. Na przyktad aksjomatem moze by¢ zdanie ,przez kazde dwa punkty
przechodzi jedna prosta”. Dopiero teraz gdy mamy wyrdznione pojgcia pierwotne i
aksjomaty mozemy opierajac si¢ na nich droga logicznego rozumowania (dedukcja)
budowac teorig, czyli dowodzi¢ nowych twierdzen i okresla¢ nowe poj¢cia. Podsumujmy
w kilku punktach, jak powstaje aksjomatyczno-dedukcyjna teoria matematyczna.

Budujqc aksjomatyczno-dedukcyjng teorie matematyczng:

0 Wyrézniamy pojecia pierwotne — czyli pojgcia, ktore przyjmuje si¢ bez
definicji.
0 Aksjomaty - czyli stwierdzenia, ktore przyjmuje si¢ za prawdziwe bez

dowodu. Tworza one uklad stwierdzen, mozliwie niewielu, ktore postuluja pewne wlasnosci
poje¢ pierwotnych za oczywiste, intuicyjnie prawdziwe.

0 Opierajac si¢ na pojgciach pierwotnych i aksjomatach droga dedukcji, czyli
logicznego rozumowania dowodzimy nowych twierdzen naszej teorii. Mozemy rowniez
opierajac si¢ na wczesniej udowodnionych twierdzeniach i uzywajac poj¢¢ pierwotnych
definiowa¢ nowe pojgcia.



1.2. TEORIA POLA FIGUR WIELOKATNYCH.

1.2.1. Opis teorii pola.

Przyktadem aksjomatyczno—dedukcyjnej teorii jest teoria pola figur wielokatnych.
Wiasnie teorig pola dla figur wielokatnych bgdziemy szerzej zajmowacd si¢ na tym
wyktadzie, ilustrujac na jej przyktadzie rozmaite aspekty dotyczace teorii aksjomatyczno-
dedukcyjnych.

Zwykle pojgciem pola postugujemy si¢ w sposob intuicyjny. Na tym wykladzie
sprobujemy uscisli¢ to pojgcie w jezyku matematycznym. Oczywiscie mozemy zrobié to
na rézne sposoby, gdyz jest wiele mozliwych podej$¢ do zagadnienia pola. Zaleza one
przede wszystkim od gustow matematykow oraz tego co uwazaja za prostsze lub bardziej
popularne w danym okresie. Jednak podejScia te nie sa ze soba sprzeczne, a raczej
uzupehiaja si¢ dajac mozliwos$¢ spojrzenia na to zagadnienie z réznych stron. Celem
tego wyktadu jest przedstawienie teorii pola w sposob aksjomatyczno—dedukcyjny, czyli
wyrazenie teorii pola przez aksjomaty i stwierdzenia, ktére mozna z nich wyprowadzi¢.

DEFINICJA 1.1. Polem nazywamy funkcj¢ przypisujaca figurom wielokatnym W liczby
rzeczywiste P(W). Zaktadamy, ze funkcja pola posiada pewne wlasnosci, czyli spetnia
aksjomaty pola.

Aby moc rozwaza¢ teorig pola figur wielokatnych nalezy jeszcze wyjasni¢ co
rozumiemy przez poj¢cie figury wielokatne;.

DEFINICJA 1.2. Figura wielokqtna moze by¢ dowolnym wielokatem znanym z
geometrii ptaskiej, jednak pojgcie to rozszerza nam zbidr wielokatow o figury, ktére nie
sa wielokatami, ale spelniaja nizej opisane warunki. Sa to figury, ktére sa suma
skonczonej ilosci nie zachodzacych na siebie trojkatow. Figury nie zachodzace na siebie,
to takie ktore nie maja wspolnych punktéw wewnetrznych (roztaczno$¢ wnetrz).
Przyktadem figur wielokatnych sa :

a) b) c)

1.2.2. Wybér aksjomatéow w teorii pola.

Aksjomaty pola sa to stwierdzenia, ktére przyjmujemy za prawdziwe bez
dowodu, na bazie, ktorych pokazemy jak wyglada (cho¢ czesciowo) dedukcyjny wywaod
teorii pola. Za oczywiste przyjmuje sig, ze przy wyborze grupy aksjomatow nalezy
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pamigtac, by nie byly one wzajemnie sprzeczne. Jezeli jedno stwierdzenie zaprzeczaloby
drugiemu, wowczas teoria powstata na ich bazie nie miataby sensu.
PRZYKLAD 1.1. Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktérej aksjomatami pewnej teorii sa
zdania:

»przez kazdy punkt przechodzi dokladnie jedna prosta”;

,istnieja trzy punkty nie lezace na jednej proste;j”;

»przez dwa dowolne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta”.
Woéwcezas wnioski jakie uzyskujemy z tych trzech aksjomatdow wzajemnie si¢
wykluczaja. Wystarczy, ze wezmiemy trzy punkty nie lezace na jednej prostej. Z jednej
strony jezeli przez dane dwa punkty poprowadzimy prosta / i wezmiemy trzeci punkt z
poza prostej to wowczas w mysl aksjomatu ,przez dwa punkty przechodzi doktadnie
jedna prosta” wyznaczymy proste k 1 m. Jednak oznacza to, ze przez jeden punkt
przechodza przynajmniej dwie proste, co przeczy pierwszemu aksjomatowi.

N

Ten przyklad obrazuje nam, ze aksjomatow nie mozna dobiera¢ w dowolny
sposob. Poza tym liczba stwierdzen, ktére obieramy za aksjomaty powinna by¢
ograniczona. Oczywiscie nie ma odgornego przykazu, ze nie moze by¢ ich wigcej niz
pie¢ czy dziesi¢¢, jednak postuluje si¢ by bylo ich mozliwie niewiele. Umiar przy
wyborze aksjomatow zalezy nie tylko od rozsadku opisujacego teori¢ matematyczna, ale
rowniez istotne jest sprawdzenie czy wybrane aksjomaty nie niosa ze soba tej samej
tresci ujgtej innymi stowami. Bledem bytoby sadzi¢, ze nagle kto§ wymysla sobie kilka
aksjomatoéw 1 poje¢ pierwotnych i tak dtugo mysli nad trescia jaka postuluja, az dochodzi
do zadziwiajacych wnioskow, czyli twierdzen, ktdre poznajemy i uzywamy. Sam proces
tworzenia teorii matematycznych jest duzo bardziej skomplikowany, zalezy od
obserwacji i do§wiadczen. Historia matematyki ukazuje mam liczne drogi powstawania i
odkrywania matematyki. Metoda aksjomatyczno — dedukcyjna sluzy do rozwinigcia
powstatej teorii, do usystematyzowania wiadomosci, ktore juz zostaty odkryte i ulozenia
w logiczna catos¢.

1.2.3. Aksjomaty teorii pola figur wielokatnych.

(A1): Aksjomat sumy
Jesli wielokat W jest suma nie zachodzacych na siebie wielokatow W, i W, to pole
danego wielokata jest rowne sumie pol wielokatow W, 1 W, .

(A2): Aksjomat przystawania
Wielokaty przystajace maja rowne pola.

(A3): Aksjomat monotonicznosci
Jesli wielokat W, zawiera si¢ w wielokacie W, to pole wielokata W, jest mniejsze lub
réwne polu wielokata ;.



(A4): Aksjomat jednostki
Pole ustalonego kwadratu K, o boku dlugosci 1 wynosi 1.
1.2.4. Dedukcyjny wywéd teorii.

Fragment teorii pola postuzy nam jako przyktad do przedstawienia
dedukcyjnego wywodu teorii matematycznej. Krok po kroku korzystajac z aksjomatow
1 geometrycznych wlasnosci figur wielokatnych nie zwiazanych z pojeciem pola
begdziemy dowodzi¢ nowych stwierdzen. W konsekwencji otrzymamy uporzadkowany
zapis czg$ci teorii pola.

STWIERDZENIE 1.1. Pole kazdego kwadratu K o boku I wynosi 1.

DOWOD: Rozwazany kwadrat K jest przystajacy do wyréznionego kwadratu K, ,wiec
na mocy aksjomaty przystawania maja rowne pola. Z aksjomatu jednostki wiemy, ze
pole Kywynosi jeden zatem P(K) = 1. [

STWIERDZENIE 1.2. Jesli figury wielokqtne W, ... ,W, nie zachodzq na siebie to
pole figury, bedacej sumq W,, ... ,W, jest rowne sumie pol poszczegdlnych figur, co
mozemy zapisac:

pcw, U ..U Wn)=PW)+...+ P(Wn).

DOWOD: Nalezy zastosowaé (n-1) - krotnie aksjomat sumy. |

1.1
STWIERDZENIE 1.3. Pole prostokqta o bokach diugosci — i —, gdzie n, msq
nom

1
liczbami naturalnymi jest rowne iloczynowi diugosci bokow i wynosi — .
nm

DOWOD: Z n - m przystajacych i nie zachodzacych na siebie prostokatow o

1 1
wymiarach — na — otrzymujemy kwadrat o boku dlugosci 1. Z jednej strony pole
n m

kwadratu o boku dlugosci jeden wynosi 1 (ze Stwierdzenia 1.1). Z drugiej strony na
podstawie stwierdzenia 2 wiemy, ze pole powstalego kwadratu jest réwne sumie pol
1 1
n'm przystajacych prostokatow o bokach dlugosci —, — . Zatem pole jednego
nom
1

prostokata o bokach dtugosci —, — wynosi —, co konczy dowod. ]
n m nm

STWIERDZENIE 1.4. Pole prostokqta W o bokach dtugosci , gdzie a,b,c,d sq

<
d

ST

a._c
liczbami naturalnymi, wynosi —1— .

b d
DOWOD: Bok dlugoéci% dzielimy na a rownych czg$ci, za$ bok dlugosci 2 dzielimy

na ¢ rownych czeéci. Nasz wyjSciowy prostokat jest w takim razie suma a-c



1.1
przystajacych i nie zachodzacych na siebie prostokatow W’ o bokach dlugos',ciz l;.

1_1
Pole takich prostokatow umiemy juz obliczy¢ (stw.3) i wynosi ono P(W’) = Zﬂg
Ostatecznie na mocy Stwierdzenia 1.2 pole prostokata W wynosi:
1.1 a.c
PW: ..PW’: .._D—: —D—.
(W) =ac P(W’) = ac PRI [ |

Udowodnilismy wigc, ze pole prostokata o wymiernych dhugosciach bokéw x i
y jest réwne iloczynowi dlugosci jego bokow i1 wynosi xy. Zastanbwmy si¢ czy z
aksjomatéw mozemy wyprowadzi¢ analogiczny wzor na pole kazdego prostokata, czyli
rowniez takiego, ktorego dlugosci bokow moga by¢ niewymierne. Okazuje si¢, ze tak.

STWIERDZENIE 1.5. Pole prostokata W o bokach dowolnych dtugosci a, b
wynosi a - b.

DOWOD: Przypadek gdy a, b sa liczbami dodatnimi wymiernymi udowodniony zostat
w Stwierdzeniu 1.4. Zajmijmy si¢ prostokatem W, ktorego przynajmniej jedna z
dtlugosci bokéw a, b jest liczba niewymierna. Wyrdézniamy dwie takie sytuacje, to
znaczy gdy jedna z dlugosci jest liczba niewymierna, lub gdy obie dlugosci bokow sa
niewymierne. Rozwazmy najpierw sytuacje z dwiema niewymiernymi dlugosciami
bokdow.

Wezmy pomocniczo dwa prostokaty W,, oraz W,,- o wymiernych dtugosciach bokdow,
ktérych potozenie wzgledem danego prostokata przedstawia rysunek. Dhugosci bokéw
rozwazanych prostokatéw przedstawiaja nieroOwnosci:

p<a<p 1q<b<gq’

oraz

P(Wy) =p-q P(Wy,y) =p’-q’ b q

Na mocy aksjomatu monotonicznosci:
P(W)= PWy)=p-q
P(w) < PW,,) =p’-q’ czyli
pq = P(W)sp'q

Kazda liczbg rzeczywista mozemy przyblizy¢ (zarébwno z gory jak i z dotu) ciagiem
liczb wymiernych. Dobierzmy wigc takie wartosci p, p’, ¢, ¢’ aby p > a, q — b,
p'—a q — b Wtedy:

limp-g < P(W) < Ilim p’-g’
p—a p—a
q —b q’ —b.

Otrzymujemy zatem w granicy, ze: a-b < P(W)<a-b
zatem ostatecznie P(W)=a-b.
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Przypadek gdy dlugos$¢ jednego z bokoéw jest liczba wymierna, a druga niewymierna
rozwaza si¢ analogicznie. Zatem pokazali§my, ze pole dowolnego prostokata o bokach
dhugoscia, b wynosi P (W) =a - b. ]

Korzystajac jedynie z czterech aksjomatow i1 z kolejno udowodnionych
stwierdzen otrzymaliSmy wzor na pole dowolnego prostokata. Ponadto okazuje sig, ze
juz na tym etapie, majac do dyspozycji tak malo stwierdzen mozemy wyprowadzic¢
wzory na pola innych wielokatéw. Zajmiemy si¢ wzorem na pole trojkata. Podobnie jak
w przypadku prostokata wyprowadzimy dany wzor w kilku etapach. Rozwazmy
najpierw trojkaty prostokatne.

STWIERDZENIE 1.6. Pole trojkqta prostokatnego T o przyprostokaqtnych diugosci a,
) alb
b wynosi P(T) = -

DOWOD: Rozwazmy prostokat o bokach dtugosci a, b. Z wiasnoéci geometrycznych
prostokatéw wiemy, ze przekatna prostokata podzieli nam dany prostokat na dwa
przystajace 1 prostokatne trojkaty. Z jednej strony pole prostokata wynosi ab
( Stwierdzenie 1.5). Z drugiej strony na podstawie Stwierdzenia 1.2 mamy, ze jest suma
pol dwoch przystajacych trojkatdéw. Na mocy aksjomatu przystawania, pola trojkatow
sa rowne wige pole jednego trojkata jest polowa pola prostokata. ]

Oh
STWIERDZENIE 1.7. Pole dowolnego trojkqta T wynosi P(T ) = aT

gdzie a - dlugos¢ boku trojkata, h — dlugosc wysokosci trdjkqta opuszczonej na bok a.
DOWOD:

T- trojkat ostrokatny

a_}{ ﬂ/ }{

a

Wysoko$¢ A opuszczona na bok a dzieli go na dwie czgséci dlugosci x i (a-x).
Dodatkowo wysoko$¢ / dziel nam trojkat 7 na dwa trojkaty prostokatne, ktorych
dhugosci przyprostokatnych sa rowne odpowiednio x, / oraz (a-x), h. Pola powstatych
trojkatow umiemy obliczy¢, a korzystajac z faktu udowodnionego w Stwierdzeniu 1.2
otrzymujemy, ze

x]h+ (a- x)lh

alh
P(T) = — —.
@ 2 2 2

11



T—- trojkat rozwartokatny

T

T Tz

3 X

Z wysokos$¢ h opuszczonej z wierzchotka naprzeciw najwigkszego kata oraz
(at x)0h

bokoéw b, a, x, powstat trojkat prostokatny 7, polu , hatomiast pole trojkata

. x0h . ) ) )
prostokatnego 7> wynosi XT (Stwierdzenie 1.6). Zatem na mocy Stwierdzenia 1.2

otrzymujemy réwnosci: P(T) + P(T,) = P(T)
P(T) = P(T)) - P(T)
(at x)Ih xCh

P(T) =—F—
(T ) 5
) , allh
Co daje szukany wzor P(T)= EY [ |

1.2.5. Zbior sensownych stwierdzen teorii pola.

Do tej pory, przy budowaniu teorii pola zajmowaliSmy si¢ takimi
stwierdzeniami, ktdre okazywaly si¢ prawdziwe i pokazywalismy ich dowody. Niestety
nie kazde stwierdzenie, ktére jest sensownym zdaniem dotyczacym poje¢ rozwazanej
teorili, jest jego twierdzeniem. Na przyklad zdanie ,,pole dowolnego prostokata wynosi
jeden” okazuje si¢ zdaniem falszywym w tej teorii (pokazanie, ze istotnie tak jest
pozostawiam czytelnikowi jako ¢wiczenie). Ponadto moga istnie¢ takie stwierdzenia,
ktorych prawdziwos¢ czy falszywos¢ w zaden sposob nie zalezy od uktadu aksjomatow
1 nie da si¢ jej orzec odwolujac si¢ do ustalonego ukladu aksjomatéw i metody
dedukcyjnej. Nazywamy je stwierdzeniami niezaleznymi.

Wyrézniamy trzy typy sensownie sformutowanych stwierdzen:
Stwierdzenia prawdziwe w danej teorii, dajace si¢ wyprowadzi¢ z

aksjomatow.

Stwierdzenia falszywe w danej teorii, czyli takie ktore mozna obali¢ za

pomoca aksjomatow.

Stwierdzenia niezalezne w danej teorii, ktorych nie mozna wyprowadzic,

ani obali¢ na gruncie zadanego uktadu aksjomatow.
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Do stwierdzen prawdziwych, czyli twierdzen teorii pola figur wielokatnych
zaliczamy stwierdzenia 1.1 — 1.7. Przykladem stwierdzenia fatlszywego w rozwazanej
teorii jest ponizsze Stwierdzenie 1.8.

STWIERDZENIE 1.8. Pole dowolnego wypuktego czworokqta C o kolejnych bokach
diugosci a, b, ¢, d wynosi P(C) = % (a+c)-%(b+d)

DOWOD NIEPRAWDZIWOSCI: W dwdch krokach przedstawimy, ze rozwazane
stwierdzenie nie jest prawdziwe w teorii pola figur wielokatnych..

KROK 1. Pole rownolegtoboku R wynosi P(R) = a - h

]

Dowadd: Przekatna dzieli rownolegtobok na dwa przystajace trojkaty, kazdy o polu
Ch
roOwnym aT (Stwierdzenie 1.7). Na mocy Stwierdzenia 1.2 otrzymujemy
alh alh

P(R):T-FT:a'h. [ ]

KROK 2. Pokazemy przyklad czworokata wypuktego o kolejnych bokach dtugosci q,
b, ¢, d, ktorego pole nie jest rtowne % (a +c¢) - (b + d).

c=3

d=h

A

a

Niech czworokat C bedzie rownoleglobokiem (ktdry nie jest prostokatem) o wymiarach
a, b, ¢, d. Wiemy z geometrii, ze h < b, oraz zachodza rownosci: a =c, b =d.
Po podstawieniu do wzoru na pole postulowanego w Stwierdzeniu 1.8 otrzymujemy

PC) =% (a+ta) - %(b+b)=a"b.
Z drugiej strony, w punkcie 1 wykazaliémy, ze pole rownolegtoboku wynosi a - A.

Poniewaz a - h < a - b dostajemy sprzecznos¢.
Zatem Stwierdzenie 1.8 jest nieprawdziwe w teorii pola figur wielokatnych. |
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ROZDZIAL 2

Uktad aksjomatow.
Kryterium réwnowaznosci dwoch uktadow aksjomatow.

Zbior stwierdzen dotyczacych pojeé pewnej teorii matematycznej mozemy
podzieli¢ na trzy grupy: stwierdzenia prawdziwe, stwierdzenia falszywe i stwierdzenia
niezalezne. Ich rozmieszczenie sugeruje ponizszy diagram.

Stwierdzema , o
ktérych ne mozetmy

powiedzied, Ze sa fatszywe,
lubprawdawe w danym uldadzie

stwierdzene dajgoe sie
wyprowadzc z uldadu
akrsjomatdw

Stwierdeema, krdte
tofna obalic za pomocy
alsjotnatéw

W rozdziale 1 powiedzieliémy, ze aby rozwazana teoria matematyczna miata
sens, uktad aksjomatéw powinien by¢ dobrany w taki sposob, by wnioski jakie z niego
ptyna wzajemnie si¢ nie wykluczaly. Plynie z tego wniosek, ze zbiory zdan
prawdziwych 1 falszywych danej teorii musza by¢ roztaczne. Wtedy rozwazana teoria
ma sens czyli nie jest sprzeczna.

DEFINICJA 2.1. Uklad aksjomatéw nazywamy niesprzecznym jesli zachodzi
ktérykolwiek z rownowaznych warunkow 1), 2).
1) zbiory stwierdzen dajacych si¢ wyprowadzi€ i obali¢ sa roztaczne

2) nie mozna z niego wyprowadzi¢ stwierdzen ze soba sprzecznych

Rozwaza¢ bedziemy teorie budowane na niesprzecznych ukladach
aksjomatéw. Wsrod nich wyrézniamy podziat teorii matematycznych na te, ktore
zawieraja trzy rodzaje sensownych stwierdzen (prawdziwe, falszywe i niezalezne)
oraz na takie, ktorych kazde sensowne stwierdzenie dotyczace teorii jest albo
prawdziwe, albo falszywe. W zaleznos$ci od tego jaki uktad aksjomatow wybierzemy,
otrzymamy na drodze dedukcji teorie, w ktorych sa zdania niezalezne od aksjomatow
lub ich brak.
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DEFINICJA 2.2. (Zupelny uklad aksjomatéw) - uklad aksjomatéw, ktoéry jest
niesprzeczny nazywamy zupelnym jesli nie istnieja stwierdzenia niezalezne od tego
uktadu. Stad wniosek, ze kazde stwierdzenie dotyczace danej teorii jest albo
prawdziwe, albo fatszywe.

Teoria powstata na gruncie zupelnego uktadu aksjomatow nazywa si¢ teoria
zupelng. Czesto zdarza sig, ze tworzac pewna teori¢ matematyczna okazuje sig, ze
wybrany uktad aksjomatow jest nieckompletny, w tym sensie, ze nie da si¢ odwotujac
do tego uktadu aksjomatéw odpowiedzie¢ na wazne pytania dotyczace teorii. Mowimy
wtedy, Ze teoria jest niezupelna. Natomiast stwierdzenia, o ktorych prawdziwosci nie
umiemy nic powiedzie¢ staja si¢ prawdziwe lub fatlszywe przy uzupehieniu uktadu
aksjomatéw nowymi. Tak uzupetniona teoria staje si¢ teoria zupeina.

Przy doborze aksjomatéw przyjmuje si¢ zasad¢ oszcze¢dnos$ci. Polega ona na
tym by nie dopusci¢ do takiej sytuacji, ze aksjomat A, jest jednoczes$nie stwierdzeniem
wyprowadzonym z pozostalych wczesniej wybranych aksjomatow A;, ..., Ani.
Ponadto wazne jest by nie okazato sig, ze aksjomat A, mozna obali¢ za pomoca
aksjomatow A, ..., A, Jezeli tak si¢ stanie to wnioski plynace z aksjomatow z
rozwazanego uktadu beda wzajemnie si¢ wykluczaty. Wynika z tego, ze aksjomat A,
nie powinien by¢ w zaden sposob zalezny od pozostatych.

DEFINICJA 2.3. Aksjomat A, jest niezalezny od aksjomatow Ay, ..., A, jesli nie
da si¢ go wyprowadzi¢ lub obali¢ logicznym rozumowaniem z tych aksjomatow.
Innymi stowy nie jest on twierdzeniem teorii opartej na pozostatych aksjomatach, ale
roOwniez jego zaprzeczenie nie jest twierdzeniem wynikajacym z pozostatych
aksjomatow.

DEFINICJA 2.4. (Niezalezny uklad aksjomatow) - niesprzeczny uktad aksjomatoéw
Ay, ..., Annazywamy niezaleznym gdy kazdy aksjomat z tego uktadu jest niezalezny
od pozostatych.

Dany jest uktad aksjomatow Ay, ..., A,. Jezeli aksjomatu A; dla pewnego il
{1,...,n} nie mozna wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatow uktadu, wtedy jest on
niezalezny od pozostatych. Uktad ztozony z aksjomatéw o tej wlasnos$ci nazywamy
wlasnie niezaleznym uktadem aksjomatow.

Teori¢ matematyczna buduje si¢ na niesprzecznym i niezaleznym uktadzie
aksjomatoéw. Jednak to jaki uktad stwierdzen spelniajacy powyzsze warunki
wybierzemy na aksjomaty jest w duzym stopniu dowolne. Wazne, by wybrane uktady
aksjomatoéw prowadzity do tych samych wnioskow, czyli zbudowaly te sama teorig
matematyczna.

Jak rozpoznaé, ze dwa na pierwszy rzut oka rézne uktady aksjomatow sa
podstawa tej samej teorii? Wystarczy pokazaé, ze kazdy aksjomat jednego uktadu jest
logiczna konsekwencja wszystkich, badz czesci aksjomatow z drugiego uktadu.
Analogicznie nalezy pokaza¢, ze kazdy aksjomat z drugiego uktadu jest konsekwencja
aksjomatoéw pierwszego uktadu. Méwimy wtedy, ze rozwazane uktady aksjomatdéw sa
roOwnowazne.

DEFINICJA 2.5. Dwa uklady aksjomatow A,, ..., A, oraz A’y, ..., A’y sa

rownowazne doktadnie wtedy gdy kazdy aksjomat z pierwszego ukladu mozna
wyprowadzi¢ z aksjomatoéw drugiego uktadu i na odwrot.
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UWAGA: Z dwoch rownowaznych uktadow aksjomatow otrzymujemy te same
stwierdzenia i wnioski, czyli t¢ sama teorig.

PRZYKLAD 2.1. Sprawdz, ze podane uktady aksjomatow sa rownowazne.

Uktad I: Uktad aksjomatdéw teorii pola figur wielokatnych opisanych w
rozdziale 1.
Uktad II:
* Aksjomat przystawania,
* Aksjomat sumy,
« AT ( Aksjomat prostokata)

Aksjomat prostokata brzmi: prostokaqt o bokach dtugosci a, b ma pole rowne a - b.

UZASADNIENIE ROWNOWAZNOSCI UKEADOW i1l

1° Pokazemy, ze aksjomaty uktadu IT wynikaja z uktadu I.

Aksjomaty sumy i przystawania sa w obu ukladach, wigc ich wynikanie jest
oczywiste. Pozostaje zatem pokazaé, ze AT wynika z ukladu I. W rozdziale 1 z tego
samego uktadu aksjomatéw wyprowadziliSmy stwierdzenie 1.5, ktoére brzmi ,,Pole
prostokata o bokach dowolnej dlugosci a, b wynosi a - b”. Zauwazmy, ze A | mowi to
samo, wiec A T wynika z pierwszego uktadu aksjomatow.

2" Pokazemy, ze aksjomaty uktadu I wynikajq z uktadu II
Aksjomat jednostki wynika z aksjomatéw uktadu Il poniewaz, kwadrat jednostkowy
K, 0 bokach 1 na 1 ma pole rowne P( K, ) =1-1 = 1 na podstawie A !.
By pokaza¢, ze AM wynika z uktadu II, bazujac na uktadzie Il wyprowadzimy
kilka pomocniczych stwierdzen.

STWIERDZENIE P.1. Kazdy prostokqt ma dodatnie pole.

DOWOD: Stwierdzenie wynika bezposrednio z A 1.

STWIERDZENIE P.2. Kazdy trojkat prostokqtny ma dodatnie pole.

DOWOD: Niech T bedzie trojkatem prostokatnym. Mozemy zbudowaé prostokat W z
dwoch przystajacych trojkatow 7. Z aksjomatu sumy i przystawania oraz Stwierdzenia
P.1 otrzymujemy:

2 P(T) = P(W) T

czyli T
P(T) =% P(W) > 0.
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STWIERDZENIE P.3. Kazdy trojkqt ma dodatnie pole.

DOWOD: Dowolny trojkat 7 moge podzieli¢, prowadzac wysoko$é na najdtuzszy bok
z przeciwleglego wierzchotka, na dwa trojkaty prostokatne 7, T, ktérych pola sa
dodatnie ( Stwierdzenie P.2 ).

Na mocy aksjomatu sumy:

P(T) = P(T)) + P(T)
zatem
P(T) > 0. [ ]

STWIERDZENIE P.4. Z aksjomatow uktadu Il wynika aksjomat
monotonicznosci.

DOWOD: Rozwazmy dwa wielokaty W,, W, takie ze W, U W,
Istnieje figura wielokatna W;nie zachodzaca na W,

taka ze:

w, b ws=w, W,
Wiemy z aksjomatu sumy, ze
PW,)+P(W;) = P(W>).
Wystarczy wigc pokazac, ze
PW;)=0.

To za$ wynika ze Stwierdzenia P.3

1 aksjomatu sumy przy uzyciu indukcji,
gdyz figure W; mozemy przedstawi¢ jako sume W; = T; U U T, pewnymi nie

zachodzacymi na siebie trojkatami. [

W analogiczny sposob przeprowadza si¢ dowdd rownowaznosci innych
uktadéw aksjomatow. Wazne jest by pamigta¢ o tym, ze rozumowanie nalezy
przeprowadzi¢ w dwie strony. Przypomnijmy jeszcze raz, ze rdwnowazne uktady
aksjomatéw prowadza do tej samej teorii. Jezeli wykazemy, ze cho¢ jeden aksjomat
uktadu nie zalezy od drugiego ukladu aksjomatéw wowczas otrzymamy dwie rozne
teorie matematyczne, ktore bgda mialy wspdlne tylko niektore sposréd swoich
twierdzen.
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ROZDZIAL 3

Modele teorii

W  poprzednich rozdzialach zajmowaliSmy si¢ teoria od strony pojec
pierwotnych, aksjomatoéw i stwierdzen, ktore si¢ na nia sktadaja. Istnieje drugi sposob
patrzenia na teori¢ 1 omoOwimy go szerze] w tym rozdziale. Polega on na
zinterpretowaniu j¢zyka teorii w jakiej$ znanej nam dziedzinie. Przypomina to trochg
obsadzanie r6l w filmie 1 tworzenie scenografii. Na poczatku postaci sa jedynie
opisane w scenariuszu. Wybierajac konkretne osoby i miejsca nie robimy nic innego
jak interpretujemy pojecia i nadajemy im rzeczywisty ksztatt. Tak samo tworzymy
konkretna interpretacje teorii matematycznej nazywana modelem teorii.

DEFINICJA 3.1. Funkgcje pola to funkcje, ktore figurom wielokatnym
przyporzadkowuja liczby rzeczywiste. Okreslaja warto$¢ liczbowa, czyli pole danego
wielokata.

DEFINICJA 3.2. Model teorii to jawnie opisany w terminach matematycznych
system, w ktorym pojeciom teorii odpowiadaja konkretne obiekty na przyklad: zbiory,
funkcje. Przyktadem modelow teorii pola dla figur wielokatnych sa funkcje pola.

W dowolnym modelu aksjomaty moga by¢ spetnione lub nie. Jezeli sa
spetnione, to automatycznie prawdziwe sa wszystkie stwierdzenia teorii i méwimy, ze
jest to model spelniajacy aksjomaty. Jezeli rozwazajac teorig¢ pola figur wielokatnych
wybierzemy taka funkcje pola (taki model), w ktorej prawdziwe sa tylko niektére
aksjomaty woOwczas otrzymamy interpretacj¢ teorii zawezonej do stwierdzen
wynikajacych z aksjomatow spetnionych w wybranym modelu.

PRZYKYAD 3.1. Funkcja pola P, (W) jako model teorii pola wielokatow.

Naszym zadaniem jest przedstawienie modelu teorii pola, czyli stworzenie takiej
funkcji, ktéra figurom wielokatnym przyporzadkowuje pewne wartosci liczbowe.

Rozwazmy rodzing prostych rownolegltych, potozonych w odlegtosci co 7 i takich, ze

dwie sposrod tych prostych zawieraja boki kwadratu K, wymienionego w Aksjomacie
jednostki. Obiekty, ktore bedziemy badac to figury wielokatne.

N
<
\
N

Ko
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Funkcje pola P,(W) definiujemy jako funkcje przypisujaca warto$§¢ rzeczywista
dowolnej figurze wielokatnej W. Funkcje P, dla danej figury wielokatnej W obliczamy
nastepujaco: Patrzymy na wnetrze figury W i sumujemy dlugosci ,kawatkow”
prostych w nim zawartych. Nastgpnie patrzymy na brzeg figury i te czgsci brzegu
figury, ktore pokrywaja si¢ z prostymi rowniez dodajemy. Otrzymane warto$ci
podstawiamy do wzoru na, ktory okresla nam funkcja pola.

Dla utatwienia wprowadzmy oznaczenia:

[J a —rodzina prostych na ptaszczyznie, parami réwnoleglych, potozonych
w odleglosci ,,co 1”.

U imtW - wnetrze figury W

0 oW -—brzeg figury W

[0 d-suma dhugosci

Funkcjg pola P, definiujemy jako:
wzor3. 1) PyW) =d (intW N a) + % dOW N a)

Obliczmy wartos¢ funkcji P, dla przyktadowego wielokata W.

Kn
2 1

A

Suma dtugosci prostych zawartych w wngtrzu figury wynosi (2 + 5 + 3) = 10.
Suma dlugosci prostych potozonych na brzegu wielokata W wynosi 2.

Podstawmy do wzoru:
PW) =10+ %2 =11
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Funkcja P, jest modelem teorii pola, ktéra okresla pole wielokata wzorem
P.W) =d (intW N a) + % d(O6W N a). Aby stworzy¢ inny model teorii pola wystarczy
poda¢ inng funkcjg, czyli zdefiniowac inny ,,przepis” na obliczanie pola.

Rola modelu ogranicza si¢ nie tylko do zilustrowania teorii matematycznej. Za
pomoca modeli mozna uzasadnia¢, ze aksjomaty teorii sa niezalezne, oraz ze teoria
jest niesprzeczna.

UWAGA 3.1. Dowod niesprzecznosci danego uktadu aksjomatow polega na
znalezieniu takiej interpretacji (modelu), ktora spetnia wszystkie aksjomaty tego
uktadu. Zatem teoria jest niesprzeczna jesli posiada model, w ktorym speinione sq
wszystkie aksjomaty.

UWAGA 3.2. Niezaleznosci aksjomatu A; od pozostatych aksjomatow uktadu
Ay, .o, Ai, Aist, ..., Ay dowodzimy poprzez znalezienie:
1. modelu spetniajqcego wszystkie aksjomaty A, ...,Ai.1, A1, ..., An

1.  modelu, w ktorym aksjomat A; nie jest prawdziwy, ale spetnione sq
wszystkie pozostale aksjomaty A,, ..., Ai.i, Ai+1, ..., An;

Sprawdzmy czy funkcja P, z przyktadu 3.1. spelnia aksjomaty teorii pola.

1° Aksjomat jednostki

Dwie sposrod prostych rownolegtych, oddalonych co / zawieraja boki kwadratu K.
Sprawdzmy czy pole jednostkowego kwadratu wynosi /.
P(Ky)=0+%-(1+1)=1 ]
2° Aksjomat monotoniczno$ci

Rozwazmy figury wielokatne W,, W, takie ze W, U W..
Pokazemy, ze P(W,) < P (W)).

W
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Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

dy— suma dhugosci odcinkoéw z oW, N oW, N«

d; — suma dtugos$ci odcinkéw z oW, N a roztacznych z 6W,

d> — suma dtugosci odcinkéw z oW, N a roztacznych z oW,

ds; — suma dtugos$ci odcinkow z intW,; N intW, N a

dy— suma dhugosci odcinkoéw z intW, N a rozkacznych z intW,
Zatem PQ(W1):d3+I/2d1+I/2do

Pa(Wz) =d3+d4+1/2d2+1/2d()

Zauwazmy, ze W d, zawieraja si¢ odcinki brzegowe W, rozlaczne z W, ktore w W,
staja si¢ odcinkami wewngtrznymi, zatem d, = d,; + d,’.

Natomiast d,” oznacza sum¢ diugosci pozostatych odcinkéw wewngtrznych W,
roztacznych z W,. Otrzymujemy wigc, ze z jednej strony

PQ(W1) :d3+1/2d1+1/2do.
A z drugiej strony
Pa(Wg) :d3+ d] +d4’+l/2d2+1/2d().

Poniewaz funkcja pola W, zawiera we wzorze te same sktadniki co dla W, oraz
dodatkowo jeszcze d,” + /> d, zatem spetniona jest nier6wnos$¢ P (W) < Py(W>). m
3% Aksjomat sumy

Niech W,, W to figury nie zachodzace na siebie. Pokazemy, ze zachodzi rownos¢

P(W )+ P (W) = P W1 W,).

7

\

Odcinki wewnetrzne W,, W, pozostaja odcinkami wewnetrznymi W, W,. Natomiast
wspdlne odcinki brzegowe 1, W5 staja sie odcinkami wewnetrznymi w W, W,

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia:

o do— suma dtugosci odcinkow z oW; N oW, N oy

o d; — suma dtugosci odcinkéw z OW; N o roztacznych z W,

o d;— suma dtugosci odcinkow z 0 W5 N a roztacznych z W,
Zatem dhugo$é odcinkow wewnetrznych W, W, wyraza sie wzorem:

(wzor 3.2)  d(int(W,U W)\ o) = d(intW,N a)+ d(intW,N a)+ d,.
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Natomiast dfugo$ci odcinkéw brzegowych figur wielokatnych W, W, wynosza:
dEWiNa) =d, + dy
dEWN a) = d> + d,.

Dodajac podane wielkosci otrzymujemy:
dEOWiN a) + dEW-N o) = (d,+dy)+2-ds

(wz6r33)  %d@EWiN o) +% dEWN o) =% (di+do)+ dy

Odcinki brzegowe W, roztaczne z W, pozostaja odcinkami brzegowymi w W, W,
Podobnie odcinki brzegowe W,roztaczne z W, pozostaja odcinkami brzegowymi w W,
U w,. Zatem dtugo$é¢ odcinkow brzegowych figury wielokatnej W,U W, wyraza sie
wzorem:

(wzor 3.4) A W,0 W)N @) =d, + do.
Przypomnijmy wzor definiujacy funkcje P:

P W0 W) = d(int(W,0 W)\ &) + % d(5 (W,0 Wy)N a).
Podstawiajac wyrazenia ze wzoréw 3.2 i 3.4, a nastepnie korzystajac ze wzoru 3.3
otrzymujemy:

P. W0 W,) =dimtW,N a)+ d(imtW.N o)+ dp+ %(d, +d;) =

= d(intW,0 o)+ d(intW:0 o)+ % dEWN a)+ % d(SW-N a)=

= P (W))+ Pu(W). n

4° Aksjomat przystawania

Aksjomat przystawania nie jest spetniony, poniewaz istnieja dwa przystajace
kwadraty o boku 1, dla ktorych wartosci funkcji P, sa rozne.

P, (Ko)#P. (K) L A

P.(Ko)=1 ale P, (Ki)= 2 /Q\

WNIOSEK 3.1. Aksjomatu przystawania nie da si¢ wyprowadzi¢ z pozostatych
aksjomatoéw pola.
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DOWOD: Gdyby aksjomat przystawania wynikal z aksjomatow sumy,
monotonicznosci i jednostki, to kazda funkcja spetniajaca wymienione trzy aksjomaty
musiataby tez spetnia¢ aksjomat przystawania. Jednak wskazaliémy funkcj¢ P,, ktora
nie spelnia aksjomatu przystawania.

Teoria jest niesprzeczna gdy ma model speiniajacy aksjomaty tej teorii.
Rozwazmy teorig pola oparta na trzech z czterech aksjomatdéw teorii pola. Znalezlismy
model (funkcje pola) spelniajacy aksjomaty sumy, monotonicznosci i jednostki. Jest
nim funkcja P, opisana w Przyktadzie 3.1. Oznacza to, ze teoria pola dla figur
wielokatnych oparta na aksjomacie sumy, jednostki i1 monotonicznosci jest
niesprzeczna.

Funkcja pola P, nie spetia jednego z czterech aksjomatéw teorii pola -
aksjomatu przystawania. Istnieje wigc podejrzenie, ze Aksjomat przystawania jest
niezalezny od pozostalych aksjomatoéw uktadu. Na mocy Uwagi 3.2 wystarczy znalez¢
model, w ktérym spelnione sa wszystkie aksjomaty pola figur wielokatnych by
dowies¢  niezalezno$ci  aksjomatu  przystawania od  aksjomatow  sumy,
monotonicznos$ci 1 jednostki. Funkcjg pola spetniajaca wszystkie aksjomaty teorii pola
omowimy w nastepnym rozdziale.

ROZDZIAL 4

Niesprzecznos¢ teorii pola dla figur wielokatnych
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Skonstruujemy bez odwolywania si¢ do pojecia pola  funkcje
przyporzadkowujaca wielokatom liczby, spetniajaca wszystkie cztery aksjomaty pola.
W tym celu przypomnijmy, ze przez wielokat bgdziemy rozumie¢ kazda figur¢ na
ptaszczyznie dajaca si¢ przedstawic jako suma skonczonej liczby niezachodzacych na
siebie trojkatow.

KONSTRUKCJA FUNKCJI P,

DEFINICJA 4.1. Okreslenie funkcji Py ( w dwoch krokach ):
1) Jesli T jest trojkatem o podstawie a 1 wysokosci 4 to funkcja Py tego trojkata
1
okreslamy warto$¢ Py(T) = 5 ah

2) Jesli W jest figura wielokatna bedaca suma niezachodzacych na siebie
trojkatow T, ..., T to okreSlamy PyW) = Py(T)) + ... + Py(Ty).

Powyzsze okreslenia mozemy uzna¢ za poprawne dopiero wtedy gdy sprawdzimy, ze
zachodza nastepujace fakty:
FAKT 4.1. Py(T) nie zalezy od wyboru podstawy w trojkqcie T.

DOWOD: Tréjkaty COB i APB sa podobne, poniewaz sa trojkatami prostokatnymi o
wspolnym kacie przy wierzchotku B.

Zatem
K
a' a
stad
ha=ha’

Po pomnozeniu obu stron przezz

mamy A
1 1
—ah=—a’h’
2 2
czyli Py(T) nie zalezy od wyboru podstawy i wysokosci. |

FAKT 4.2. Py(W) nie zalezy od sposobu przedstawienia figury W jako sumy
niezachodzqcych na siebie trojkqtow.
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DOWOD FAKTU 4.2. Rozwazmy dwa podziaty figury W na tréjkaty o roztacznych
wnetrzach. Z jednej strony wielokat /' mozemy podzieli¢ na & trojkatow tak, ze

k m
W= I:l T, . Z drugiej strony wielokat W ztozony jest z m rozlacznych trojkatow W = D T; .
i=1 Jj=1
k m
Pokazemy, ze 2 PT)) = z Po(T")).
i=1 j:l
Zauwazmy, ze mozemy podzieli¢ wielokat W na jeszcze mniejsze trojkaty A,
naktadajac na siebie obydwa poprzednie podziaty i rozdrabniajac ustalone w ten
sposob wielokaty na trojkaty. Wtedy kazdy trojkat 7; jest suma pewnych trojkatow A,
i kazdy trojkat 7’; réwniez jest suma pewnych trojkatow A, . Musimy pokazaé, ze
prawdziwa jest nastgpujaca roOwnos¢:

Z Po(T?) = Z Po(hn) = Z’" PAT")

Aby to zrobi¢ skorzystamy z nastgpujacego lematu (dowod podamy pozniej).

LEMAT 1. Jesli trojkqt T jest sumq nie zachodzqcych na siebie trojkqtow A; to
Py(T) = Z Po(h ).

i1

Wracajac do dowodu Faktu 4.2, na mocy Lematu 1 otrzymujemy

k t m

Z Po(T)) = Z Po(b ») oraz Zt Po(bn) = Z Po(T")) .

i=1 n=1 J=1

Poréwnanie stronami otrzymanych rownosci konczy dowdd Faktu 4.2. ]

Pozostaje nam udowodni¢ Lemat 1. Przeprowadzenie dowodu wymaga
podania ciagu lematow wraz z dowodami. Zaczniemy od przypadkéw gdy wielokat W
jest trojkatem, zas jego rozktady na mniejsze trojkaty sa szczegdlnie proste.

LEMAT 2. Jesli trojkqt T rozdzielimy na mniejsze niezachodzqce na siebie trojkqty
T,,..., T,, odcinkami wychodzqcymi z ustalonego wierzchotka, to

Po(D :PO(T]) + ... +P0(Tm)

DOWOD: Zauwazmy, ze trojkaty 7T, oraz trojkat wyjsciowy 7 maja wspolna

1
wysokos$¢ h. Natomiast podstawa a = a; + ...+ a, . Funkcja Po(T)=Eah, zatem dla

1
trojkata 7; funkcja Py(T,) = 5 a; h.

Otrzymujemy stad, ze

Po(T1)+ +P0(Tm =
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1 1
Eafh + ...+ Eam'hz

1 1
—arh +..+—a, h=
2 2

1 1
= Eh(a1+ wta, )= Eh-a.

Ostatecznie wigc
Po(T/)+...+P()(Tm :I/Zh’a:P()(D. | |

LEMAT 3. Dla punktu P wewnqtrz trojkqta ABC zachodzi rownos¢:
Py(ABC) = Py(APC) + Py(BPC) + Py(APB).

DOWOD: Wprowadzmy pomocniczy punkt O bedacy punktem przeciecia
przedhuzonego odcinka CP z bokiem trdjkata AB, jak na rysunku ponizej. Wowczas
otrzymamy podziat analogiczny do podziatu z Lematu 2. Zachodzi zatem,

C

wzor (1): Po(ABC) = Po(A0C) + P,(OBC)
Q

Obliczmy funkcje P, dla trojkatow AQC oraz QBC. Zauwazmy, ze wielkosSci
Py(A0C), Po(QOBC) mozemy obliczy¢ znow korzystajac z Lematu 2.
Otrzymujemy wtedy:

Py(A0C) = Po(AQP) + Py(APC),
Py(OBC) = Py(QBP) + Py(PBC).
Podstawiajac te dane do wzoru (1) mamy

Py(ABC) = Py(APC) + Py(AQP) +P,(QBP) + Py(PBC).

Korzystajac kolejny raz z Lematu 2, tym razem dla trojkata APB otrzymujemy
Po(APB) = Py(APQ) + Py(QBP).

Po podstawieniu otrzymujemy
Py(ABC) = Py(APC) + Py(OBC) + Py(PBC),

co konczy dowod. ]

LEMAT 4. Dla dwoch roznych podziatow czworokqta wypuktego ABCD trojkqtami
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ABC i CDA oraz ABD, DCB zachodzi nastepujqca rownosc:
Py (ABD) + Py (BDC) = Py, (ABC) + Py (ADC).

DOWOD: Korzystamy dwukrotnie z Lematu 3
otrzymujemy rOwnosci:

Py (ABD) + P, (BDC) =
= Py (ABS) + P, (BCS) + P, (ADS) + P, (DSC) = A
— Py (ABC) + Py (ADC). -

Ponadto do dowodu Lematu 1 potrzebne mam begdzie pojecie obiegu trojkata i
wielko$ci z nim zwiazanych.

DEFINICJA 4.2. Obiegiem ABC trojkata ABC nazywamy kierunke poruszania si¢ po
obwodzie trojkata od 4 do B, potem do C i z powrotem do 4. Obieg nazywamy
dodatnim gdy jest przeciwny do kierunku ruchu wskazéwek zegara, za$ ujemnym w
przeciwnym wypadku.

o iZ

A E A E

dodatnt obleg emny ohieg

DEFINICJA 4.3. Dla trojkata ABC okreslamy nastgpujace wielkosci:

&
%ah gdy ohieg AL jest dodatnd
{ABC) = i
_ iah gdy ohieg ABC j est vj etrny h
B
Jesli punkty 4, B, C sa wspolliniowe, to nie tworza B a 2

one trojkata 1 przyjmujemy, ze (ABC) = 0.

N Na rysunku obok ABC jest obiegiem dodatnim, zatem
wielkos¢ (ABC) :% ah.
i Jezeli zaczniemy poruszaé si¢ w przeciwng strong z
punktu 4 to wtedy (ACB) = - % ah.
B N a C
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Pozostate wielkos$ci takie jak (BCA), (CAB), (CBA) itd. r6znia si¢ jedynie znakiem i
1
Wynosza iE ah. Zaleza jedynie od tego, w ktdéra strong bedziemy si¢ poruszac po

obwodzie trojkata i nie zaleza od ktérego punktu na trdjkacie zaczniemy.

LEMAT 5. Dla trzech niewspotliniowych punktow A, B, C oraz dowolnego punktu O
zachodzi rownos¢:  (ABC) = (OAB) + (OBC) + (OCA).

DOWOD: Dowodzac lemat nalezy rozwazy¢ wszystkie mozliwe potozenia punktow
A, B, C, O oraz postuzy¢ si¢ Lematami 2, 3 1 4. W kazdym z przypadkow rownosc
wynika z analizy znakow obiegow poszczegolnych trojkatow.

Rozwazmy przypadki, zalezne od potozenia punktu O.

1. Gdy punkt O lezy poza wnetrzem trdjkata ABC, w sposéb przedstawiony na
rysunku to mamy sytuacj¢ rozwazana w Lemacie 3

Otrzymujemy wigc rowno$¢

Py (OBC) =P, (0OCA) + P,(OAB) + P, (ABC).
Uwzgledniajac znaki obiegdw mozemy wyrazi¢ t¢ rownos¢
jako (OBC) = - (OCA) - (OAB) + (ABC).

Po przeniesieniu czg$ci wyrazow na druga strong
otrzymujemy tezg: E

(ABC) = (OAB) + (OBC) + (OCA). &

2. Gdy punkt O jest w innym potozeniu niz w podpunkcie pierwszym, ale poza
wnetrzem trojkata ABC.
Obieg trojkata ABC jest dodatni zatem A

1
(ABC) = —ah = Py (4BC).

Obiegi pozostalych trojkatow sa rowne:

(OAB) = P, (OAB), (OBC) = P, (OBC),

(OCA) = - P,(0CA4) (obieg ujemny). ©
Rownosé, ktora mamy pokazaé sprowadza si¢ do rownosci

Py (ABC) + Py (OCA) = P, (OAB) + P, (OBC).
Réwnosé ta zachodzi na podstawie Lematu 4.

3. Gdy punkt O lezy wewnatrz trojkata ABC rdwnos¢ wynika wprost z Lematu 3.

28



4. Gdy punkt O lezy na jednym z wierzchotkow trojkata ABC teza zachodzi, bo
(POR) = 0 gdy punkty P, O, R sa wspotliniowe. ( rys.1)

A=0 A

C o

rysunek 1 rysunek; 2

5. Gdy punkt O lezy na jednym z bokéw trojkata ABC (rys.2), ale nie na
wierzchotku, to teza wynika z Lematu 2 i faktu, ze punkt O jest wspotliniowy
z dwoma punktami, bedacymi wierzchotkami trojkata.

Udowodnili§my wszystkie pomocnicze do dowodu Lematu 1 twierdzenia 1 lematy.
Przechodzimy wigc do dowodu Lematu 1.

DOWOD LEMATU 1. Oznaczmy wierzchotki trojkatow A, przez 4, B, C; tak by
wszystkie obiegi A4; B; C; byly dodatnie. Obierzmy tez na ptaszczyZnie pewien punkt
0. Wiemy, ze gdy (4; B; C; ) > 0to

1

Y Pob) = § (4BC).

Na podstawie Lematu 5 otrzymujemy:
z (A4:B:Ci)= z ((OA4iBi) + (OB:Ci)+ (OCidi)).

Po prawej stronie rownos$ci wystepuja wytacznie sktadniki postaci (OXY).

Dla krawedzi XY przechodzacej przez wngtrze 7' w rozwazanej sumie

wystepuja dwa sktadniki pochodzace od trojkatow sasiadujacych z ta krawedzia,
mianowicie (OXY), (OYX). Sktadniki te sa do siebie przeciwne wigc si¢ zredukuja.
Natomiast dla  krawedzi XY zawartey w brzegu 7T w  sumie

Z ((04iBi)+ (OBiCi) + (OCidi)) wystepuje tylko jeden sktadnik (OXY) gdzie kierunek

od X do Y jest zgodny z dodatnim obiegiem trdjkata 7. o
Kontynuujac obliczenia otrzymujemy

Y Pob) = (0XY)

i

T

gdzie XY — krawedzie podziatu zawarte w brzegu 71 takie,
ze kierunek od X do Y jest zgodny z dodatnim obiegiem 7.
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Wprowadzmy nowe oznaczenia dla trdjkata T (patrz rysunek ponizej). Skrajne punkty

P., R,, O« sajednoczesnie wierzchotkami 4, B, C w rozwazanym trojkacie 7.

a

Fw = E‘;
Z Lematu 2 dla trojkata OP,P, otrzymujemy wzor (*):
(*) P()(OP]P,,) :P{)(OP]PZ) + ... +P()(0Pn.1Pn).

Ponadto trojkaty OP;P;+; maja dodatni obieg, zatem
P()(OP]P,,) = (OP]PH) oraz P()(OP,'P[H) = (OP,-P,-+1).

Po podstawieniu do wzoru (*) otrzymujemy, ze

(OP,P,) = Py(OP,P5)+...+ Py(OP,.,P,) = (OP,P;)+...+(OP,.;P,).
Podobne warto$ci otrzymujemy, gdy podzielimy trojkaty OR;R,,, OQ;0x,
(ORR,) = Py(ORR;)+...+ Py(OR,..1R,) = (ORR;)+...+(OR,..1R,),
(00:0,) = Po(0Q:0)+ ...+ Po(00.10,) = (00:0)+... +(00,.:00).

Podstawiajac otrzymane wielko$ci do 2 (OXY) mamy,

n-1 l m-1 k-1
} Pob)=] (OXV)=] (ORE.)+] (ORR,. )+ (000.) =
i i=1 J=1 =1

i

= (OP,P,) + (OR/R,) + (0OQ,0Qy = (OCA)+ (OAB)+ (OBC).

Korzystajac z Lematu 5 otrzymujemy:
(OAB)+ (OBC) + (OCA) = (ABC) = Py(ABC) = P, (T).
Zatem ostatecznie Z Po(Ai)=Py (T)

i

Co konczy dowdd Lematu 1. ]

Przeprowadzone rozumowanie daje nam pewno$¢, ze konstrukcja funkcji P, jest
jednoznaczna. Zajmiemy si¢ teraz badaniem wlasnosci tak zdefiniowanej funkcji Py.
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Przypomnijmy definicj¢ funkcji Py :
1
1) Jesli T jest trojkqtem o podstawie a i wysokosci hto Py (T) = > ah

2) Jesli W jest figurq wielokqtng bedacq sumaq nie zachodzqcych na siebie trojkqtow
T], veey Tk to PO(VV) :P()(T]) + ... +P()(Tk).

TWIERDZENIE 4.1. Funkcja P, spetnia aksjomaty pola.

DOWOD: Pokazemy, ze aksjomaty pola sa spetnione:
* Aksjomat jednostki

Wezmy kwadrat jednostkowy K, podzielmy go na dwa trojkaty prostokatne,
przystajace T, T, ktoére maja wtedy podstawe 1 wysokos¢ dtugoscei 1.

1 1
Zatem PO(KO):PO(T1)+P0(T2):E +E =1 n

* Aksjomat monotonicznosci
Dane sa dwa wielokaty W,, W.. Niech W, Uow,.
a) Jezeli W, = W, to wtedy Po(W,) = Py(W>) 1 teza aksjomatu zachodzi.

b) Jezeli zas W,;U W,i W, # W, wtedy istnieja trojkaty A, ... A; niezachodzace na
siebie i na W,, takie ze: W, = w,U A, U ..U A,

Wielokat W, dzielimy na trojkaty 77, ..., T, niezachodzace na siebie.
Otrzymujemy wtedy:

Po (Wl) = Po (Tl) + ...+ Po (Tn),
Py (W3) =Py (Ty) + ... + Py (Th) + P(A)) +... + P(Ay).

1
Poniewaz Py(A;) = 5 ah; > 0 wiec Z Po(di) >0,
=1
co daje, ze Po(W1) < Py(W>). [ |
* Aksjomat sumy

Wielokaty W;, W, mozemy podzieli¢ na roztaczne trojkaty 74, ..., T, 1 Ay ... ,As
odpowiednio. Wtedy,

Po (W]) = P() (T]) + ...+ Po (Tn ), P() (Wz) = PQ(A]) +...0+ Po(Ak),
oraz
Po(W] D W2 ) = P() (T] ) +...+ P() (Tn ) +P(A1)+...+ P(Ak )

Sta(d_]U.Z widaé, zZe Po(Wl) + Po(Wz) = Po( W1 [ Wz ) | |
* Aksjomat przystawania

Dane sa dwa przystajace wielokaty W,, W, ktore dzielimy na rozlaczne trojkaty
T, .., T,1 A ... A, odpowiednio, tak by T,=A, . T,=A,.

1
Wiedy Py (T) = ahy = PyAi.

Zatem otrzymujemy szukang rowno$¢

P()(W]):P()(T])+ +P()(Tn):P0(A]) +... +P()(An) :P()(Wz). |
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WNIOSEK 4.1. Aksjomaty pola sa niesprzeczne.

Poniewaz powyzsze rozumowania pokazuja, ze istnieje efektywnie skonstruowana
funkcja P, spetlniajaca wszystkie cztery aksjomaty pola.

TWIERDZENIE 4.2. Teoria pola oparta na aksjomatach sumy, jednostki,
przystawania i monotonicznosci jest zupetna.

Zupelno$¢ wynika stad, Ze cztery aksjomaty teorii pola jednoznacznie wyznaczaja pole
kazdej figury wielokatnej. Dowolng figur¢ wielokatna mozemy podzieli¢ na
niezachodzace na siebie trojkaty, ktorych wzor na pole jest wyznaczony i wynosi
potowe iloczynu dhlugosci wysokosci 1 boku, na ktéry dana wysoko$¢ spada.
wyznaczone jest jednoznacznie. Zupelno$¢ teorii pola oznacza, Ze nie znajdziemy
takich stwierdzen dotyczacych teorii pola, ktorych wartos$¢ logiczna jest nam nieznana.
Kazde twierdzenie jest albo prawdziwe, albo falszywe w tej teorii, a jego warto$¢
logiczna mozemy zweryfikowac obliczajac pole.

UWAGA 4.1. Zupelnos¢ teorii mozna tez udowodni¢ za pomoca modeli tej teorii.
Teoria jest zupelna jesli kazde dwa modele tej teorii sa izomorficzne czyli nie roznia
si¢ od siebie w istotny sposob. W przypadku teorii pola dla figur wielokatnych
zupetnos¢ wynika z faktu, Zze nie ma innej funkcji spelniajacej aksjomaty niz
przedstawiona funkcja Pj,. Gdyby byta inna funkcja, wowczas nie spehliata by
aksjomatow z ktorych jednoznacznie wynika wzor na pole trdjkata, ktory tym samym
okresla pole catej figury, jako wielokata ztozonego z trojkatow.
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ROZDZIAL 5
Aksjomaty 1 modele geometrii euklidesowej plaszczyzny

Od czasow  Euklidesa geometria byla  prototypem  dyscypliny
zaksjomatyzowanej. W trzecim wieku przed nasza era powstaly ,,Elementy”,
nieporownywalne dzieto systematycznej, dedukcyjnej mysli greckiej przedstawiajace
w 13 ksiggach 6wczesny stan geometrii 1 arytmetyki. Tresci geometrycznych ksiag
Elementow do XIX wieku shuzyly jako podrecznik do nauki geometrii w wielu
europejskich szkotach. Ksiazka doczekata si¢ niezliczonej ilo$ci wydan i1 przez
przeszto 2 tysiace lat byta powszechnie uwazana za wzorcowe dzieto pod wzglgdem
Scistosci 1 jasnosci wyktadu geometrii. Samego Euklidesa uwaza si¢ za tego, ktory
jako pierwszy podjat trud zestawienia Owczesnej wiedzy o geometrii W
aksjomatyczno-dedukcyjnym systemie. Tresci przedstawione w ,.Elementach” na
przestrzeni lat byly wnikliwie badane i nieco modyfikowane, gdyz odkryto, ze
zawieraja pewne luki, ktore uniemozliwialy dowody niektorych twierdzen. Jednak
poprawienie uktadu poje¢ pierwotnych i aksjomatéw geometrii Euklidesa, tak by
mozliwy byl dowdd niesprzecznos$ci, okazat si¢ wielkim wyzwaniem dla
matematykow niemozliwym do zrealizowania przez ponad dwa tysiace lat. Dopiero w
XIX wieku badania zakonczono sukcesem. W 1899 roku niemiecki matematyk David
Hilbert (1862 - 1943) w dziele ,,Grundlagen der Geometrie” podal doktadny uktad
poje¢ pierwotnych i aksjomatow geometrii Euklidesa i przeprowadzil pelny dowod
niesprzecznosci tego ukladu.

Omowimy szczegdlowo wuklad aksjomatéw geometrii euklidesowej
zaproponowany przez Hilberta i sprobujemy znalez¢ ré6zne modele geometrii, ktore
spetniaja przynajmniej niektore aksjomaty.

5.1. AKSJOMATY GEOMETRII EUKLIDESOWEJ WEDLUG DAVIDA
HILBERTA, 1899r.

I. Pojecia pierwotne.

1. punkt,

2.  prosta,

3. relacja nalezenia (dla par punkt — prosta), oznaczana symbolem U ,
« B

2 A g

relacja zachodzi - AU p relacja nie zachodzi BU ¢

4. relacja porzadku dla punktéw z dowolnej prostej p, oznaczana symbolem
0

P
(dla kazdej prostej p mozemy okresli¢ tez druga relacje porzadku przeciwna do
pierwszej relacji)
5. miara odcinkdw, oznaczana symbolem m,
6. miara katow, oznaczana symbolem H .
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Inne pojecia pojawiajace si¢ w tresci aksjomatow sa zdefiniowane za pomoca pojeé
pierwotnych. Jednocze$nie przyjmuje si¢ zasade nie korzystania z innych pojec, tak
dlugo jak nie zdefiniuje si¢ ich za pomoca poje¢ pierwotnych lub poje¢ poprzednio
zdefiniowanych. Oto niektore definicje nowych pojeé:

[ dla r6znych punktow A, B nalezacych do prostej p odcinkiem AB
nazywamy zbidr ztozony z punktow A4 i B oraz wszystkich punktow C takich, ze
A0,cl, BwbB U,CL, 4,

0 polprostq o poczatku A nazywamy kazdy zbidr postaci {A}
1 {XD p:410, X} lub postaci{A} 0 {XD p:X 10, A}, gdzie p jest dowolna
prosta zawierajaca punkt 4;

0 kqt to dwie polproste o wspdlnym

poczatku nie lezace na jednej prostej; B
Kat ABC jest to kat utworzony z polprostych ABi &
AC o wspolnym poczatku w punkcie A.
C
i polplaszczyzng ograniczona prosta p jest kazdy zbidr postaci

{Y:YD p} 0 {C} 0 {X:CXn p= Q)}, gdzie C jest dowolnym punktem nie

nalezacym do p.

I1. Aksjomaty incydencji.

Stowo ,,incydencja” bedziemy wiazali z para ztozona z punktu i prostej. Jest to
relacja, ktora oznacza ,lezy na” lub ,,przechodzi przez”. Wyrdzniamy trzy aksjomaty
incydencji:

I1. Dla dowolnych réznych punktéw A4 i B istnieje doktadnie
jedna prosta przechodzaca przez te punkty.
Mozna tez powiedzie¢: Kazde dwa punkt sq incydentne z jednq jedynq prostq.

12. Na kazdej prostej leza przynajmniej 2 punkty.
I3. Istnieja 3 punkty nie nalezace na jednej proste;.

II1. Aksjomaty porzadku.

Dla punktéw z dowolnej prostej p relacja U, jest relacja liniowego porzadku,
to znaczy:
a) JesliAU, Bto A*# B,
b) Jesli AU p, BU pi A# B to zachodzi doktadnie jedna z relacji AU, B, B U, 4;
c) Jesli4U,BiBU,Cto AL, C;
P2. (aksjomat Moritza Pascha)
Dla dowolnych niewspotliniowych punktéw 4, B, C oraz dowolnej prostej p nie

przechodzacej przez zaden z punktow A, B, C jesli p przecina odcinek AB to
przecina tez doktadnie jeden sposrod odcinkéw BC i1 AC.
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IV. Aksjomaty miary odcinkow.

Dla kazdego odcinka 4B miara m(AB) jest liczba dodatnia.
M2. Dla kazdej potprostej » o poczatku w 4 1 dla dowolnej liczby dodatniej d istnieje
punkt BU 7 taki, ze m(4AB) = d.

M3. Jesli A0, B 0, C to m(4B) + (BC) = m(AC).

V. Aksjomaty miary katow.

KI1. Dla kazdego kata rs ( utworzonego z pOtprostych » i s o wspolnym poczatku)
miara W (rs) jest liczba z otwartego przedziatu (0, T ).

K2. Dla dowolnej prostej p, dowolnej potptaszczyzny Q ograniczonej przez p,
dowolnej polprostej r zawartej w p i dowolnej liczby « [ (0, H) istnieje
poOlprosta s zawarta w Q tworzaca wraz z r kat rs taki, ze } (rs) = a.

K3. Niech 4, B, CiA4’, B, C’ beda dwoma trojkami niewspdtliniowych punktow.
Dla trojki punktéw A, B, C rozwazmy dwie potproste AB i AC o poczatku w
punkcie A 1 przechodzace przez punkty B i C odpowiednio. Podobnie dla
trojki punktow 4°, B’, C’. Analogicznie w pozostatych przypadkach.

Jesli m(AB) = m(4’B’), m(AC) = m(4°C’) i | (BAC) = | (B’A°C’)
to h (4BC) =} (4'B’C").

VI. Aksjomat réwnoleglosci.

R. Jesli punkt A nie lezy na prostej p, to istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez A 1 nie przecinajaca p.

5.2. MODELE GEOMETRII OPARTEJ NA AKSJOMATYACH
GEOMETRII EUKLIDESOWEJ WEDLUG DAVIDA HILBERTA

Rozwazmy teori¢ bedaca fragmentem geometrii euklidesowej, czyli teorig
oparta na wybranych aksjomatach i pojgciach pierwotnych. Tworzenie modeli i
sprawdzanie czy spetnione sa aksjomaty jest analogiczne jak w przypadku teorii opartej
na wszystkich aksjomatach geometrii. Przyktadem takiej teorii jest teoria incydencji.

TEORIA INCYDENCJI
Pojecia pierwotne teorii incydencji, to:
1. punkt
2. prosta

3. relacja nalezenia.

Aksjomatami tej teorii sg aksjomaty incydencji i aksjomat réwnoleglosci R.

I1. Dla dowolnych réznych punktéw A4 i B istnieje doktadnie
jedna prosta przechodzaca przez te punkty

Na kazdej prostej leza przynajmniej 2 punkty.

Istnieja 3 punkty nie nalezace na jednej prostej.
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R. Jes$li punkt 4 nie lezy na prostej p, to istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzaca przez A i nie przecinajaca p.

RZYKLAD 5.1.

Rozwazmy model teorii incydencji przedstawiony na rysunku. Pogrubione kropki
reprezentuja punkty, natomiast linie reprezentuja proste. Relacja nalezenia odpowiada
lezeniu kropki na linii.

Sprawdzamy, czy spelnione sa aksjomaty teorii incydencji:

I1 — dla dowolnych dwoch punktow (kropek) istnieje
dokladnie jedna prosta (linia) przechodzaca przez te punkty;
Zatem aksjomat I1 jest spelniony.

[2 — jest spelniony, poniewaz na kazdej prostej leza dwa B .
punkty;
I3 — zachodzi w modelu, poniewaz istnieja trzy rézne punkty np. 4, B, C nie nalezace
do jednej prostej;

R — nie jest spelniony, poniewaz nie istnieje prosta rozlaczna 4 i1 z prosta, na ktorej
lezy punkt 4;

PRZYKLAD 5.2. Model geometrii spetniajacy aksjomaty teorii incydenc;ji.
Analogicznie jak w przykladzie 5.1 kropki oznaczaja

punkty, linie to proste, a relacja nalezenia odpowiada
lezeniu kropki na linii.

Zauwazmy, ze proste BD i AC w naszym modelu nie D C
przecinaja si¢, poniewaz zadna z ,.kropek” nie lezy na obu
z nich.

Sprawdzamy, czy spetnione sa aksjomaty teorii incydencji:

Aksjomaty I1, 12, 13 sa spelnione (argumentacja jak w A B
przyktadzie 5.1).

R — jest spetniony, co nietrudno sprawdzi¢, ze dla kazdego punktu 4 nie lezacego na
zadanej prostej, istnieje tylko jedna prosta przechodzaca przez A4 i rozlaczna z
zadana prosta.

Zauwazmy, ze wystarczy rozpatrzy¢ przypadki dla punktu 4, poniewaz pozostate sa

symetryczne. Dla punktu 4 i prostej DB z nim roztacznej jedyna prosta spetniajaca

aksjomat réwnolegtosci jest prosta 4C. Natomiast dla prostej DC jest nig prosta AB, a

dla prostej CB jest to prosta AD. Wymienione trzy proste sa jedynymi prostymi

roztacznymi z punktem A, zatem aksjomat rownolegtosci jest spetniony.
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Model geometrii euklidesowej, czyli teorii opartej na aksjomatach i pojgciach
pierwotnych opisanych w podrozdziale 5.1, to dowolny uktad, w ktorym nadany jest
precyzyjny sens wszystkim pojgciom pierwotnym. Podamy przyktad bardzo prostego
modelu geometrii euklidesowej, ktory nie bedzie wilasciwie oddawal zjawisk z
geometrii euklidesowej, co przejawi si¢ w szczegdlnosSci tym, ze nie wszystkie
aksjomaty teorii beda w tym modelu speinione.

PRZYKLAD 5.3.

1. Opis modelu.

Dany jest model, jak na rysunku, w ktérym:
[0 punkty - w modelu to kropki A, B, C.

[J proste — petelki 1, k, p;
[J relacja nalezenia zachodzi gdy punkt
lezy na prostej, czyli gdy kropka jest

wewnatrz petelki, a nie zachodzi gdy

kropka jest poza petelka;
Na przyktad: BU p, CU [, AU [ ale BU I;

0 relacja porzadku: 4 |, C, AU, B oraz CU; B;

[J odcinek w rozwazanym modelu to:
AB ={A; B}D {X:A DPX Dp B},

AC ={4; )0 {X: A0,X 0, C} oraz CB =¢C; B)0 {X:C O, X 0, B;
Zauwazmy, 7e Zbior| X A0, X 0 Bl jest zbiorem pustym, poniewaz pomiedzy
punktami A i B nie ma zadnych punktow. Analogicznie zbiory (x:40x0,¢ i
{X CO X [, B} sa zbiorami pustymi. Mamy wiec trzy odcinki w modelu, z ktorych
kazdy jest zbiorem dwuelementowym.

1
[l odcinki w modelu maja nastgpujace miary: m(4B) = 1, m(AC) = 3 m(BC) =
1

o

[0 wyr6zniamy 12 potprostych;
Na przyktad potproste o poczatku w punkcie 4 zawarte w prostej / to: (A}
0{X07:X 0 A =4} oraz § 430 (X0 1: 4 T, X} = y4C).
Widzimy zatem, ze potprosta w naszym modelu moze by¢ zbiorem jednopunktowym
lub zbiorem dwupunktowym. Wydaje sig¢ to sprzeczne z obrazem polprostej, jaki
znaliSmy do tej pory. Jednak jest to tylko potwierdzenie faktu, ze kazda teoria moze
mie¢ wiele modeli, a tym samym, istnieje wiele réznych przedstawien potprostych.

I8
[J miary wszystkich katow wynosza 5
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2.  Aksjomaty w modelu.

Aksjomaty incydencji sa spelnione w modelu. Wynika to wprost z rysunku
modelu.

Podobnie z rysunku wynika, Ze aksjomat porzadku P1 jest spelniony.

Aksjomat P2 — nigdy nie sa spetlnione zalozenia Aksjomatu Pascha, bo kazda
prosta przechodzi przez, ktorys$ z punktéw zatem P2 jest spetniony.

Miary odcinkow sa dodatnie, zatem M1 zachodzi.

Aksjomat M2 nie zachodzi, poniewaz dla potprostej {4,C} o poczatku w 4 1 kazde;j

1
liczby dodatniej d# 3 nie istnieje taki punkt P z polprostej {4,C}, ze m(AP) =d .

Aksjomat M3 jest spelniony, poniewaz w rozwazanym modelu nie wystepuja trzy
rozne punkty lezace na jednej prostej.
s
Aksjomat miary katow K1 zachodzi, poniewaz miary katoéw wynosza 5
Odktadanie kata o zadanej mierze po ustalonej stronie zadanej potprostej nie jest

mozliwe dla katéw o mierze r6znej niz 5 Zatem aksjomat K2 nie zachodzi.

. . . !
[ Miary wszystkich katow sa ustalone i wynosza 5

m
wystepujacych w aksjomacie K3 moga wynosi¢ tylko o a wigc teza aksjomatu

zachodzi.
Aksjomat rownolegtosci nie jest spelniony w modelu. Dla punktu A4 i prostej &, nie
istnieje prosta rozlaczna z k i przechodzaca przez 4.

Zatem miary katow

Opisany model geometrii nie spetnia wszystkich aksjomatow geometrii euklidesowe;.
Rozwazajac inne modele geometrii euklidesowej mozemy w analogiczny sposob
sprawdzi¢, czy spetniaja wszystkie aksjomaty czy tez nie. Ponadto mozemy probowac
wskaza¢ konkretna interpretacje pojec pierwotnych, tak by byty spetnione wszystkie

lub tylko wskazane aksjomaty.
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MODEL ARYTMETYCZNY HILBERTA | DOWOD NIESPRZECZNOSCI
AKSJOMATYKI GEOMETRII EUKLIDESA.

Najwazniejszym zagadnieniem dotyczacym ukladu aksjomatéw geometrii jest
zagadnienie jego niesprzecznosci. Aby dowies¢ niesprzecznosci uktadu aksjomatow,
interpretuje si¢ w pewien sposob jego pojecia pierwotne i wykazuje, ze przy tej
interpretacji spetnione sa wszystkie aksjomaty. Innymi stowy, wskazuje si¢ model
spetniajacy wszystkie aksjomaty.

Poje¢cia pierwotne w modelu Hilberta

Podamy interpretacj¢ poje¢ pierwotnych oraz uzupelimy ten opis komentarzami
niezbgdnymi w dalszym postugiwaniu si¢ wymienionymi pojgciami w modelu.

Punkt - para liczb rzeczywistych (x, ).
Liczby x 1 y bedziemy nazywac wspotrzednymi punktu (x, ).
Zbior wszystkich par (x, y) tworzy plaszczyzne oznaczang symbolem R,

Prosta — podzbior R? ztozony z takich par (x, y), ktore spelniaja ustalone rownanie
postaci  Ax + By + C = 0, gdzie (4,B)# (0,0).

Wyroézniamy dwa typy prostych o réwnaniu Ax + By + C = 0.

1. Gdy B = 0 wowczas po przeksztalceniu réwnania prostej Ax + C =0
otrzymujemy x = a gdzie a — pewna stala.
Proste okre§lone rownaniem postaci x = a skladaja si¢ z punktow o
wspotrzednych (a, y) gdzie y[JR. Dla réznych wartosci y;,, y, otrzymujemy
rozne punkty (a, y,))# (a, y»).

2. Gdy B# 0rownanie prostej Ax+ By + C sprowadza si¢ do réwnania
y =ax + b. Dwa punkty (x,, y;) 1 (x5, y2) z prostej sa rézne gdy x;# x,.

FAKT 5.1. Punkty nalezace do prostej p o rownaniu Ax + By + C = () maja postac
(xo + tB, yo - t4) dla pewnego ¢t R, gdzie (x,, yo) jest zadanym punktem z proste;j.

W zalezno$ci od parametru B rdwnanie prostej p i wspotrzedne punktow z prostej p
mozemy zmodyfikowaé do nastgpujacych postaci:

1) dla B = 0 réwnanie prostej p jest postaci Ax + C = 0 natomiast punkty spekniajace

roOwnanie to H—C, Yot t;
04 0
. : : o , A C ,
2) dla B# 0 réwnanie prostej p przyjmuje postaé Ex+ yi E: 0 gdzie punkty

A
nalezace do prostej sa postaci ,@xo t4LY " Et @
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DOWOD: Po podstawieniu wspotrzednych postaci (xo + B, y, - t4) do réwnania
prostej p otrzymujemy

A(X()+ZB) +B(y0—fA) +C= Ax0+tAB+Byo-tAB +C=0
Zatem dowolny punkt o wspoétrzednych (x, + ¢B, y, - tA) speinia rownanie proste;j.
Nalezy jeszcze pokaza¢, ze kazdy punkt z prostej mozemy zapisaé w rozwazanej
postaci. W dowodzie rozwazymy dwie postaci prostej w zaleznosci od parametru B.

-C
Punkty z prostej typu Ax + C = 0 maja wspodtrzedne @7, y@ czyli sa to po prostu

punkty postaci Hi, Yot IH;
0 A4 0

A C
Dla prostych typu Ex+ yt E: 0 mamy, ze dla kazdego x = xo + ¢ rOwnanie
) . A A C i , )
przybiera postac Exo + Et tyt 2 = 0. Zatem aby punkty (x, y) spelnialy rownanie

A
toy=y,- Et co konczy dowad. [ ]

FAKT 5.2. Dwa réwnania a;x + by + ¢; = 0 i axx + by + ¢, = 0 wyznaczaja t¢ sama
prosta, czyli ten sam zbidr par (x,y) jest ich rozwigzaniem, gdy ich wspolczynniki sa
proporcjonalne.

Proporcjonalnos¢ wspotczynnikdéw oznacza: a,= ta,, b, = t b,, ¢, = tc, dla pewnej
rzeczywistej wartosci ¢# 0.

DOWOD: Dane sa dwie proste / i p o réwnaniach ax+by+c, =0 i ax+by+c, =0
odpowiednio o wspotczynnikach spetniajacych warunek a,= ta, b, = tb,, ¢; = tc;
gdzie t rzeczywista stala rézna od zera. Po podstawieniu za a;, b, ¢, wyzej
wymienionych wartosci do rGwnania prostej / otrzymujemy:

ax+tby+c, = tax+ thyy + tc,; = t(ax+ by +¢;) =0

Poniewaz t# 0 zatem a.x+ byy + ¢, = 0.

Wyszlismy z réwnania prostej / 1 po przeksztatceniach otrzymaliémy réwnanie prostej
p, zatem proste p 1/ sa ta sama prosta. [ |

Relacja nalezenia — LeZenie punktu na prostej oznacza po prostu nalezenie w sensie
dostownym. Dodatkowym sposobem interpretacji nalezenia jest spelnienie przez
punkt (x,, y;) rownania prostej ax + by + ¢ = 0.

Relacja porzadku — Relacje porzadku U, na prostej p okreSlamy w nastepujacy
sposob: (x;, y) U, (x5, 35) gdy x;<x: lub (x;=x2i y;< ).

Miara odcinka — Dane sa dwa punkty P=(x,, y;), O=(x2 y2).
Miarg odcinka PQ okresla wzor:

m(PQ) =\(x, - x,)*+ (v, = ¥,)’
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Kqt — to dwie potproste o wspolnym poczatku, nie lezace na jednej prostej. Niech
P=(x,, y;) bedzie wierzchotkiem kata, natomiast O=(x>, y,), R=(x3 y;) beda punktami
na ramionach kata.

Miara kgta — Miarg kata wyznaczonego przez dwie potproste okreslamy jako:

(Wzér5.1) W(a) = arccosH <PQOPR> H

m(PQ)Um(PR)

gdzie (PO ©° PR) = (x;— x;)(xs— X))+ (v2- y)(v3- y1).

Miara kata | o wierzchotku w punkcie P nie zalezy od wyboru punktow Q i R na
potprostych bedacych ramionami kata.

Uzasadnienie:

P

Prosta o rownaniu Ax + By + C = (0 zawiera punkty P = (x;, y;), R = (x; + tB, y;- tA)
gdzie tU R . Natomiast punkty P i Q lezace na prostej Ax + By + C* = 0 maja
wspotrzedne rowne odpowiednio (x;, y;) i (x;+ sB", y;-sA’) gdzie sU R.

Po podstawieniu wspotrzednych punktow P, R, O do wzoru 5.1 otrzymujemy:

- (x,t 1B- x,)(x, t sB-x))t (y, - td- y)(y, - s4-y,) _ tsBB't tsAA’
u (a)- arccos > > > > - arccos > > > >
J@d)* + (1B)> J(s4) + (sB) sV a®+ B4+ B
ts(BB+ AA")

= arccos
H (@) |ts|\/A2 + B2\ A2+ B

Do rozwazenia mamy cztery przypadki w zaleznosci od znaku parametréw ¢ i s, ktore
okreslaja z jakimi potprostymi mamy do czynienia. Dla 1 s tego samego znaku czyli
dla potprostych typu:

Wspotczynniki ¢ i s, ktore okreslaja konkretne punkty na potprostych we wzorze
zredukuja si¢ zatem miara kata nie zalezy od wyboru punktéw na prostych tworzacych
kat. Podobnie dla potprostych typu:

\//\
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lub

ts(BB't AA")
Wtedy wspotczynniki ¢ 1 s sa roznego znaku, a znak wyrazenia |ts| J47+ B A+ B2

po opuszczeniu wartosci bezwzglednych nie zmieni sig, a wspdlczynniki zredukuja
ie. 7 Il ()= arccos - (BB A4)
s1g. Zatem - .

Q (o) \/ (24 82\/ 2+ B2

SPELNIANIE AKSJOMATOW GEOMETRII EUKLIDESOWE]

Model arytmetyczny wedlug Hilberta speilnia wszystkie aksjomaty geometrii
euklidesowej. Uzasadnienia tych aksjomatow, ktore przytoczymy ponizej daja
dostateczny obraz charakteru catego dowodu niesprzecznosci, dlatego tez w dowodzie
pominiemy uzasadnienie tych aksjomatéw, w ktorych przeprowadzenie rozumowania
wiaze si¢ z zmudnymi i obszernymi rozwazaniami.

Aksjomaty incydencji

I1- Istnieje doktadnie jedna prosta p przechodzaca przez dwa rézne punkty P= (x;, y;)
10=(x2, y2).

Dowdd istnienia
Zauwazmy, ze gdy x; = x> = a to punkty P i Q leza na prostej o rOwnaniu x = a.
. L, . )
Natomiast prosta p wyraza si¢ rOwnaniem Y~ V; = ﬁ(x - X)) gdyx tox,.
2 1

Dowéd jedynoSci
Zalozmy, ze istnieja dwie rozne proste p i p* przechodzace przez punkty P, O

p: Ax+By+C=0
p: Ax+By+C =0

Oznacza to, ze uktad réwnan

0 Ax+ By+ C= 0
T4xt By+ €= 0

ma dwa rézne rozwiazania P= (x;, y;) 1 Q=(X2, ¥3).

Poniewaz jest wigcej niz jedno rozwiazanie, to wyznacznik gtéwny I B
Stad wynika, ze 4" i B" sa proporcjonalne do 4 1 B odpowiednio, czyli 4" =14,

B* =tB dla pewnego ¢t0 R.Punkt P= (x, y;) lezy na prostej p i p" zatem spetnione
sg rOwnosci:

AB‘

C=-A4Ax,-Byjoraz C'=-Ax,— By,
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Podstawiamy za wspotczynniki 4", B obliczone wartoS$ci:
C =- fAX] — lBy1 = f(—A.X'1 - By]) =tC.

Otrzymalismy, ze wspotczynniki 4, B, C’ sa proporcjonalne do 4, B, C, czyli
reprezentuja t¢ sama prosta. Zatem pokazaliSmy, ze nie ma dwodch réznych prostych
przechodzacych przez zadane punkty. Gdyby istnialy trzy lub wigcej r6znych prostych
przechodzacych przez P i (O, wowczas bylyby parami roézne, co jak wyzej
wykazaliSmy jest niemozliwe. Dowodzi to istnienia tylko jednej prostej zawierajacej
dwa rézne punkty.

12 — Kazde réwnanie Ax + By + C = () ma przynajmniej dwie rozne pary rozwigzan.
Dla prostych postaci x = a sa to na przyktad punkty (a, 0) i (a, 1).
Dla prostych postaci y = ax + b szukane punkty to np. (0, b) i (1, a+b).

I3 — Rozwazmy trzy ro6zne punkty (0, 1), (1, 0) oraz (0, 0). Punkty (0,0) i (0, 1) leza
na prostej o rownaniu x=0 natomiast punkt (7, 0) nie speinia rownania prostej zatem
lezy poza nia.

Aksjomaty porzadku

P1 — Wiasnosci opisane w pierwszym aksjomacie porzadku zachodza, poniewaz
zachodza dla liczb rzeczywistych ze zwykta nieréwnoscia.

a) Dane s dwa rozne punkty P=(x,, y;) i R=(x5 y»). PU,R to znaczy, ze x; <
X lub (x;=x21 y1<y,). Zatem (x;, y;) ¥ (X2, y2).

b) Dla roéznych punktow P=(x;,, y; ) i R=(xs, y;) spelmiony jest jeden z
warunkow:

1. x;# x;wtedy jeslix; < x, to PU,R lub jeslix,<x,;to RU, P
2. x;=x:1 yi* y,wtedy jesli y,<y,to PU,R lub jesli y><y;t0 RU,P

Innych relacji porzadku nie ma. Zatem w kazdym z przypadkéw albo PU,R

albo RU, P. Jednoczes$nie nie moze zachodzi¢ y, < y:i y><y; dlay,* y».

¢) Dla réznych punktow P=(x,, y:), R=(xs y:) i OQ=(x;, y3) jesli PU,R iRL,
Qto PL, Q.

Dla prostej y = ax + b PU,R oznacza, ze x; < x, natomiast RL, O oznacza, ze

x> < x3 zatem x; < x; < x3 co daje, ze x; < x; czyli PU, Q.

Dla prostej postaci x = a PU,R oznacza, ze y, <y, a RU, QO mamy, ze y,< y;

Ostatecznie otrzymujemy: y; < y> < y; stqd y; < y; czyli PU, Q.

P2 — Uzasadnienie, ze ten aksjomat jest w modelu spetniony pomijamy.
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Aksjomaty miary odcinkow

M1 — Miarg¢ odcinka o poczatku w punkcie P 1 koncu w punkcie Q okresla wzoér:

m(PQ) = \(x, = %:)* + (1= 1)’
Dla réznych par (x,, ), (x2 y2) podana wielkos¢ jest dodatnia.

M2 — Rozwazmy prosta p o rownaniu Ax + By + C = (0 oraz punkt P = (xy, y).
Pokazemy, ze dla dowolnego d [ R istnieje punkt Q na prostej p, taki ze m(PQ) = d.
Punkt Q reprezentowany jest przez parg (xo + tB, y, - tA), gdzie t uzaleznione jest od
dhugos$ci odcinka PQ. Rozwiazujemy réwnanie: m(PQ) = d.

m(PQ) =\/(x0 +1B-x,) 4 (v, - tA- y,) = \/(tB)z t (tA)* = |t|\/A2 t+B*=d

d
+

Zatem (=1 o

Czyli istnieja dwa rozwiazania, dla ktérych odcinek o poczatku w P zawarty w prostej
p, przyjmuje dtugosc d,

- —

dB 4 H

O = x, 1 Vo~
B RN VR
lub
dB dA
Q2=H H

Xo~ ——— Vot —1.
T Ve T s

M3 - Dane sa trzy punkty P U, O [, R. Na podstawie Faktu 5.1 przyjmujemy, ze

o dla B = 0 punkty sa postaci:

-C -C -C
PZQT,J/OQ,QZQT,J&)*‘ t@,RZET’yO-{- S@ gdZi60<t<S.

Wtedy m(PR) = s, m(PQ) =t, m(QR) =s —1t,
zatem m(PQ) + m(QR) =t +s—t =s = m(PR).

o dlaBz 0

P =(x,.7,) Q=on+t,yo'éfH R=Hx0+s,y0-£SH gdzie0<t<s
"0 B0 1 B 1 '
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Zatemm(PR):s/n@%@ m(PQ):t/H@g@ m(OR)= (s~ ) /1+@g@ -

Otrzymane wielkosci spetniaja m(PQ) + m(QR) = m(PR) co konczy dowod. m
Aksjomaty miary katow

K1 — Wartosci funkeji arccos sa z przedziatu (0, n).
K2 — K3 - Uzasadnienie pomijamy.

Aksjomat rownoleglosci

Dany jest punkt M = (x4, yy) oraz prosta p: Ax + By + C = 0 nie zawierajaca punktu
M.
Szukamy prostej m: Ax + By + C" = 0, takiej ze :

1) MO m czylidxy + By, + C=10
JOR— e g B AT BT CE0
) p i mnie przecinaja sig, czyli ukta %A‘x+ Byt C= 0

Uktad jest sprzeczny, gdy zachodzi jeden z warunkow:

nie ma rozwiazan.

4 B, |4,
2) 4 B 'la c
) 4 B, |c B,
) PR E I N

Otrzymujemy, ze A" =tA, B* = tB oraz C'# tC gdziet] R .
Podstawiajac podane wartosci A 1 B® do roOwnania prostej m: Ax + By + C" = 0

mamy, ze
tAx +tBy + C" =0

stad
C' ' =-tAx + By)

poniewaz punkt M nalezy do prostej m, zatem

C‘ = - l(AX() + By())

Nalezy sprawdzi¢, ze C# tC, czyli C# - (Axy + Byy).

Punkt M = (x4, yo) nie nalezy do prostej p czyli Ax, + Byy + C£ 0

zatem rzeczywiscie C# - (Axy + Byy).

Pokazalismy, Ze istnieje prosta m , zawierajaca punkt M i rozlaczna z prosta p.

Nalezy jeszcze wykazaé, ze taka prosta jest jedyna.

Zatézmy, ze istnieja dwie rozne proste m i [, przechodzace przez punkt M = (xy, yy)
oraz roztaczne z prosta p.

Woweczas:
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m-Ax +By+C =01i (xoy)l m
I: 4 x +B“y+C”:0l. (X(),y())D L

Zatem
0 Axt By+C=0
HA“)H B y+ €= 0
ma przynajmniej jedno rozwiazanie (x,, y,). Z drugiej strony, poniewaz zaktadamy, ze

proste m i [ sa rdzne, to (X, y) jest jedynym rozwiazaniem tego uktadu.
Zachodzi wigc nastgpujacy warunek:

A B
£ 0 czyliA'B"+A" B’

4 B

Jednak z wczes$niejszych obliczen otrzymaliSmy, ze A" =t4 oraz B* =tB dla tU R .
Analogicznie obliczamy, ze dla pewnej stalej sU R A*" =54 oraz B*" = sB.
Ostatecznie uzyskujemy sprzeczno$¢, poniewaz dokonujac podstawienia do

A’B’’ # A’’B’ warto$ci wyzej wymienionych otrzymujemy, ze tAsB # sAtB.

Podane rozwazanie dowodzi jedynosci prostej m zawierajacej punkt M 1 roztacznej z
prosta p.
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ROZDZIAL 6

Dzieje aksjomatu réwnolegtosci
Poczatki nowej geometrii — geometrii nieeuklidesowe;j

6.1. V POSTULAT EUKLIDESA

,,Elementy” napisane przez Euklidesa to najdonioslejsze dzieto $wiata. Pierwszy
dedukcyjny wyktad geometrii w historii matematyki. Wszystkie twierdzenia w nim
zawarte zostaly wyprowadzone zgodnie z regutami logiki na podstawie przyjetych pojec
pierwotnych i aksjomatow.

Aksjomaty podane przez Euklidesa przez dwa tysiaclecia stanowily podstawg
budowy geometrii. Sama za§ geometria byla najpewniejsza wiedza jaka zdobyt
czlowiek, byla najsolidniej zbudowana galgzia matematyki, na ktorej wyrosto wiele
innych. Jednak pewne tresci zawarte w ,,Elementach” budzily wsréd niektorych
matematykow watpliwosci i na przestrzeni wielu lat byly przedmiotem wnikliwych
badan. Szczegodlnie zywe zainteresowanie budzito zagadnienie, czy do zbudowania
geometrii euklidesowej potrzebny jest V postulat Euklidesa zwany aksjomatem
rownoleglosci.

V postulat Euklidesa

/ —

Jesli dwie proste tworzq z trzeciq prosta po ustalonej stronie kqty wewnetrzne
o i f o sumie mniejszej niz dwa kqty proste, to te dwie proste przecinajq sie po tej samej
Stronie trzeciej prostej.

Dzi§ aksjomat rownoleglosci znany jest w postaci zaproponowanej przez Johna
Playfaira w 1785roku:

Jesli punkt A nie lezy na prostej p, to istnieje dokladnie jedna prosta
przechodzqca przez A i nie przecinajqca p.

Ciekawa cecha tego aksjomatu jest to, ze mowi o catej rozciaglosci linii
prostej. Wszystkie pozostate aksjomaty geometrii euklidesowej dotycza skonczonych
czgsci linii prostych i figur ptaskich o skofczonych rozmiarach. Fakt, ze aksjomat
rownoleglosci nie jest sprawdzalny przez doswiadczenie nasuwalo pytanie o jego
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niezalezno$¢ od pozostatych aksjomatow. Podejrzewano, ze mozna go wyprowadzi¢ z
pozostatych aksjomatdéw, poniewaz nie mial on narzucajacej si¢ oczywistosci, ktora
powinien mie¢ kazdy aksjomat geometrii.

Przez przeszto dwa tysiace lat wielu wybitnych matematykow probowato udowodnié, ze
V postulat jest logiczna konsekwencja pozostatych aksjomatoéw i stwierdzen z nich
wynikajacych, a wigc bez szkody dla teorii moze by¢ pominigty. W wyniku tego
procesu powstata obszerna i interesujaca literatura czgsto pelna btedow logicznych, ale
rowniez ciekawych pomystow i rozwiazan. Wnioski do jakich doszli niektorzy uczeni
zaskoczyly nawet ich samych i doprowadzity do powstania nowych geometrii.

6.2. BADANIA DOTYCZACE V POSTULATU
Proby dowodu V postulatu za pomoca pozostatych aksjomatdéw podjeli:

w starozytno$ci Greccy uczeni :
sam Euklides (3 wiek p.n.e)
Proklos (410-4 85n.e)
Heron z Aleksandrii (1 wiek p.n.e)

w $redniowieczu Arabowie:
Nasir Din at Tusi (XIIw.)
Omar Chajjam (1038 - 1123)

w XVII wieku i pdzniej Europejczycy
Girolamo Saccheri  (1667-1733)
Johann Lambert (1678-1777)
Andrien Legendre  (1752-1833)
Nikotaj Lobaczewski (1792-1856)

Proklos byt jednym z wielu, ktory probowat wyprowadzi¢ aksjomat
rownolegltosci z pozostatych aksjomatoéw. Napisat ,,Komentarz do I ksiggi Elementow
Euklidesa”. W swojej pracy poddat analizie dzieto Euklidesa i stwierdzil, ze liczba stow
potrzebna na wyslowienie V-go postulatu jest prawie tak duza, jak liczba stow
potrzebna do wyslowienia pierwszych czterech. Przeczy to zasadzie, ze aksjomaty maja
wyraza¢ proste 1 zwigzte prawdy. Na tej podstawie wywnioskowal, ze Euklides chciat
poczatkowo wyrzuci¢ piaty aksjomat z listy swoich aksjomatéw, udowadniajac go za
pomoca pierwszych czterech. Argument ten potwierdza faktem, ze pierwszych 28
twierdzen ,,Elementéw” autor udowadnia bez uzycia V postulatu. Takie rozumowanie
zachecito Proklosa do podj¢cia proby przeprowadzenia dowodu V postulatu.

6.2.1.Dowod Proklosa

Niech proste k 1 m przecigte prosta / spetniaja zatozenia V postulatu, czyli niech suma
katow o 1 S bedzie mniejsza od dwodch katow prostych. Prosta k° (jak na rysunku) dla
ktérej odpowiednia suma katow jest rowna dwom katom prostym, nie przecina prostej k.
Jest tak, poniewaz figura zlozona z prostych k, k* ma $rodek symetrii (Srodek odcinka
AB).Gdyby wiec k 1 k' mialy punkt wspdlny, to mialyby drugi (symetryczny obraz
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pierwszego), a to jest niemozliwe. Nastepnie rzutujemy prostokatnie punkty prostej m na
prosta £ - uzyskujemy w ten sposob trojkaty prostokatne, przy czym wraz z oddalaniem
si¢ rzutowanego punktu ros$nie nieograniczenie przyprostokatna lezaca naprzeciw kata v.
Dla pewnego punktu Q osiaga ona dlugo$¢ H wigksza od odleglosci prostych k1 k. Lezy
zatem po przeciwnej stronie prostej k, niz punkt B. Wobec tego prosta m gdzie$§ miedzy B
1 QO przecina k, co nalezato pokazac.

I

Dowdd ten zawiera jednak btad, ktory jest w uzyciu sformutowania ,,odlegtosé¢
prostej k' od punktéw prostej k. Stwierdzenie, ze dystans pomiedzy k£ 1 k° jest
ograniczony rzeczywiscie jest prawdziwe na ptaszczyznie euklidesowej jednak jest ono
konsekwencja piatego postulatu, i nie mozna go dowies¢ z pozostatych czterech
aksjomatow. Zatem Proklos stwierdzit jedynie, Ze istnienie maksimum odleglosci
miedzy punktami prostej k£’ od prostej k jest rownowazne aksjomatowi rownoleglosci.

6.2.2. Dowod Legendre’a
PROBLEM: Ile wynosi suma katow w trojkacie?

Nazwijmy roznicg pomigdzy 7 a suma katow trojkata defektem trojkqta.
Wprowadzmy oznaczenia: D(A) — defekt trojkata, S(A) — suma katow w trojkacie,
zatem D(A) =1 - S(A).

Legendre starat si¢ wykazaé, ze zaréwno przypuszczenie, ze suma katow
trojkata jest wigksza od 180° jak przypuszczenie, ze jest mniejsza od 180°, prowadzi do
sprzeczno$ci. Rozumowania, ktore przeprowadzit doprowadzily go do ciekawych
wnioskow 1 stwierdzen.

[ Legendre udowodnit bez uzycia V postulatu, ze suma katow w trojkacie S(A)
jest nie wieksza niz 180"

[ Pokazat, ze z faktu, ze suma katow w trojkacie wynosi 180, czyli defekt
trojkata rowny jest zero, wynika aksjomat réwnolegtosci.

[ Probowat wykazac, bez uzycia V postulatu, ze suma katow w kazdym
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trojkacie wynosi 180°, co jak dzi§ wiemy nie jest mozliwe.

Dowdd nie wprost Legendre'a, ze suma katow w trojkacie wynosi 180°.

Przyjmijmy, ze suma katow trojkata 4BC réwna si¢ 180°- a. Niech kat A bedzie ostry.
Zbudujmy, przy odcinku BC trojkat BCD przystajacy do trojkata ABC w ten sposob,
aby odcinki jednakowo zakreslone na rysunku byly rowne. Nastgpnie poprowadzmy
przez punkt D prosta przecinajaca ramiona kata 4 i oznaczmy punkty przecigcia ramion
przez K i L. Otrzymali$Smy cztery trojkaty 7, 17, 111, IV. Suma katow kazdego z trojkatow
Ii Il robwna sie 180°- o, za$ suma katow kazdego z trojkatow III i IV jest rOwna co
najwyzej 180°. Dodajmy katy wszystkich czterech trojkatow.

Otrzymamy sumg rOwna co najwyzej

(180°- ) + (180"- @) + 180°+ 180° < 720" - 2a.

Suma ta sktad si¢ z katow A4, K, L oraz trzech katéw potpelnych przy wierzchotkach B,
C, D, jest wigc rOwna
Ua+ 0K+ 0L+ 3180

Uzyskujemy nierownos¢
UAa+ UK+ UL+3180< 720°- 2.

A wigc suma katow trojkata AKL jest co najwyzej rowna 180° - 2 a.

Postgpujac z trojkatem AKL tak samo, jak przed chwila z trojkatem ABC, uzyskamy

trojkat AK,L; o sumie katdw co najwyzej 180" - 4a. Powtarzajac te czynno$ci wiele

razy w pewnym momencie otrzymalibySmy trojkat o ujemnej sumie katow, bo ktoras z
liczb 2a, 4a, 8a, 16a, 32a ,... przekroczy 180°.

Doszlismy zatem do sprzecznos$ci. Oznacza to, ze suma katow zadnego trojkata nie

moze by¢ mniejsza od 180°. Wiemy tez, ze suma katdow w trojkacie nie moze by¢

wigksza od 180° zatem wynosi /80°. Natomiast faktu, ze suma katow w trojkacie

wynosi 180° wynika aksjomat rownolegltoéci. Przeprowadzony dowod pokazuje wigc,

ze V postulat jest stwierdzeniem wyprowadzonym z czterech aksjomatow Euklidesa.

BLAD W DOWODZIE:

W dowodzie Legendre opiera si¢ na twierdzeniu ,,przez kazdy punkt wewngtrzny
kata przechodzi prosta, ktora przecina oba ramiona kata”. Stwierdzenie to wydawato si¢
Legendre’owi tak oczywiste, ze nawet nie zadat sobie trudu by wczesniej go dowiesc.
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Okazuje si¢ jednak, ze tego ,,oczywistego” faktu nie sposéb wyprowadzi¢ bez uzycia
aksjomatu rownoleglosci. Zatem autor nie doszedl do sprzecznosci, czyli nie podat
dowodu zalezno$ci V postulatu od pozostatych aksjomatow.

6.2.3. Stwierdzenia z ktérych wynika V postulat.

Niepowodzenia w dowodzie aksjomatu rownoleglosci mialy zazwyczaj te sama
przyczyng. Powstawal dowdd uwazany przez autora za poprawny, w ktéry po pewnym
czasie okazywato si¢, ze korzysta si¢ ze stwierdzenia, ktorego niezaleznos¢ od V
postulatu jest watpliwa. Pisano wigc, ze jesli ta ,,watpliwa” przestanka jest
konsekwencja pierwszych czterech aksjomatéw, to V postulat tez. Okazywalo sig
jednak, ze wszystkie te przestanki byly konsekwencja aksjomatu réwnolegtosci, 1 w
rezultacie, kazdy przeprowadzony dowod dostarczat jedynie kolejne zdanie, do coraz to
dtuzszej listy zdan rownowaznych V postulatowi. Dowdd Proklosa rozpoczat tg liste
zdaniem “odleglos¢ punktow prostej roztacznej od innej prostej jest ograniczona”,
natomiast Legendre dopisat kolejne ,,suma katéw w trojkacie wynosi ™.

.Kazde z nastgpujacych zdan jest rtOwnowazne aksjomatowi rownolegtosci:

W kazdym trojkacie suma rozwartosci katow jest rOwna .
Istnieje trojkat, w ktorym suma rozwartosci katow jest rowna .
Istnieje prostokat.
Przez kazdy punkt wewnatrz obszaru kata wypuklego przechodzi prosta
przecinajaca oba ramiona.
i Odleglos¢ pomigdzy nie przecinajacymi si¢ prostym jest stata.
U Istnieja trojkaty podobne, ale nie przystajace.
U Wszystkie proste prostopadte do jednego ramienia kata ostrego przecinaja

[
0
[
0

drugie ramig.

UWAGA 6.1. Uklad aksjomatow, w ktorym V postulat zastapimy ktoérymkolwiek z
powyzszych stwierdzen begdzie uktadem roéwnowaznym z wyjsciowym ukladem
aksjomatow geometrii euklidesowe;.

6.3. PROBY BUDOWANIA TEORII GEOMETRII BEZ V POSTULATU -
GEOMETRIA ABSOLUTNA

Ciagte niepowodzenia w dowodzie V postulatu, ktére jedynie dostarczaty kolejnych
zdan mu rownowaznych, staly si¢ przyczyna, ze czg$¢ badaczy zrezygnowata z proby
dowodu na rzecz rozwijania teorii bez aksjomatu rownolegtosci. Dzial geometrii oparty
na wszystkich aksjomatach geometrii euklidesowej poza aksjomatem réwnoleglosci,
nazywamy uzywajac wspolczesnej terminologii geometriq absolutnq. Zatem w sktad
geometrii absolutnej wchodza nastepujace aksjomaty:

aksjomaty incydencji [
aksjomaty porzadku _
. . [ geometria absolutna
aksjomaty miary odcinkar

oksjomaty miary kata F
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Geometria absolutna uzupeiniona o aksjomat rownolegtosci tworzy znana nam
geometri¢ euklidesowa.

geometria absolutna + aksjomat rownolegtosci = geometria euklidesowa

Wielu matematykow podejmowato trud tworzenia geometrii bez V postulatu, w
pézniejszym czasie nazwanej geometrig absolutna. Sam Euklides twierdzenia [ ksiggi
,»Elementdéw” ulozyl w takim porzadku, aby jak najbardzie; odwlec stosowanie V'
postulatu, mimo Ze wiedzial, Ze wcze$niejsze powotanie si¢ na aksjomat rownolegtosci
uproscitoby niektore dowody. Przyswiecala mu mys$l metodyczna, by ugruntowac tg
czg$¢ wiedzy, ktora powstala bez odwotywania si¢ do V postulatu. Poczatkowe ustgpy
ksiazki traktuja o przystawaniu trojkatow, o trojkacie rownoramiennym, o prowadzeniu
prostopadtych, o tym, ze kat zewngtrzny trojkata jest wigkszy od kazdego z katow
wewngtrznych don przylegtych, oraz o niektérych wiasnosciach trojkatow, jak np. ze
suma dwoch bokow trojkata jest wigksza od trzeciego. W kolejnym ustgpie, w dalszym
ciagu nie odwotujac si¢ do aksjomatu réwnoleglosci, pokazuje jak budowac proste, ktore
nie maja punktéw wspdlnych, czyli proste rownolegle. V postulat Euklides wykorzystuje
dopiero w uzasadnieniu twierdzenia: Jezeli dwie proste sa rownolegte, to prosta, ktora je
przecina, tworzy z nimi katy naprzemianlegle wewngtrzne rowne (patrz rysunek).

/@/@

Legendre rozwijajac geometri¢ absolutna idzie dalej niz Euklides 1 pokazuje, ze
suma katéw w trojkacie wynosi co najwyzej 7. Zatem w geometrii absolutnej defekt
trojkata jest wielko$cia wigksza lub rdwna zeru. Niestety geometria absolutna jest tylko
niewielka cze$cia geometrii euklidesowej. Na jej gruncie nigdy nie udato si¢ udowodnié¢
wielu twierdzen, takich jak:

[J na trojkacie mozna opisac okrag;
[0 kazde dwie nie przecinajace si¢ proste maja wspdlna prostopadta;
[l twierdzenie o katach wpisanych i srodkowych;

[l twierdzenie Pitagorasa.

Dopiero w poézniejszym okresie okazato si¢, ze wymienionych twierdzen nie
mozna udowodni¢ bez uzycia V postulatu, czyli sa to twierdzenia geometrii
euklidesowej nie nalezace do geometrii absolutne;.

Roéwniez duzo pdzniej pokazano, ze porownywanie defektu trojkata wskazuje z
jaka geometria mamy do czynienia. Jezeli D(A)=0 to zachodza stwierdzenia geometrii
absolutnej i1 aksjomat roéwnolegtosci, czyli prawdziwe sa twierdzenia geometrii
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euklidesowej. Natomiast jesli defekt trojkata D(A)>0 to V postulat nie jest spetniony, i
prawdziwe sa jedynie stwierdzenia geometrii absolutne;.

6.5. PROBY DOWODZENIA V POSTULATU METODA NIE WPROST

Matematyk witoski G. Saccheri 1 matematyk szwajcarski J. H. Lambert konsekwentnie
rozwijali dzial geometrii, ktory obywa si¢ bez postulatu réownoleglos$ci, nazwany
geometriq absolutng. Prébowali udowodni¢ aksjomat réwnoleglo$ci zaprzeczajac
jednemu ze stwierdzen, z ktorych ten aksjomat wynika. Ewentualne dojscie do
sprzecznosci byloby dowodem $wiadczacym, ze aksjomat rownoleglosci jest
twierdzeniem geometrii absolutnej, gdyz jego zaprzeczenie jest z geometria absolutna
sprzeczne. Saccheri w tym celu postuzyt si¢ czworokatami.
W IX wieku matematycy arabscy
przeprowadzili dowdd, ze V' postulat C D
wynika z  istnienia  prostokata,
natomiast dowdd istnienia prostokata, 1 .
oczywiscie bez uzycia V postulatu, nie
zostal przeprowadzony. Saccheri uznat
to za luke 1 postanowit zaprzeczajac
istnieniu ~ prostokata  dojs¢  do B A
sprzeczno$ci 1 tym samym by¢ A B
pierwszym, ktory udowodni aksjomat
réwnoleglosci. W 1733 roku zostato
wydane jego dzielo ,Euklides ze wszelkiej zmazy oczyszczony”, w ktorym
przeprowadzil btgdny dowdd V postulatu.
Rozpatrzyt czworokat ABCD, w ktorymU 4 = U B = 90° oraz AC = BD

. G D Nastepnie potowi odcinek 4B punktem E 1

"Q_ ’.,/' wystawit prostopadta do AB przedtuzajac

ja do przecigcia si¢ w punkcie G z

T T odcinkiem CD. Tak otrzymat przystajace
czworokaty AEGC 1 BEGD.

Dla dowodu istnienia prostokata autor

musiat dowiesé, ze 0 C =0 D jest prosty.

B an A Sacqhen zaprzecza }stnlenlu pfostoka[ta.
A ' E ' B Przyjat, ze kat C jest ostry 1 z tego
zalozenia, uzyskat 32 twierdzenia nowej

geometrii i ogtosit znalezienie

sprzeczno$ci. Mialo to by¢ stwierdzenie, ze istnieja proste asymptotyczne tj. zblizajace
si¢ do siebie nieograniczenie, ale nie przecinajace si¢. Wedlug Saccheriego przeczyto to
samej istocie linii prostej. Dlatego tez ogtosit znalezienie sprzecznos$ci. Jednak Saccheri
uzyskat sprzeczno$¢ z intuicja, a nie sprzecznos¢ natury logicznej, ktorej szukamy
dowodzac niewprost.

Lambert obrat podobna droge co Saccheri. leat ostry o]
Jako zaprzeczenia V postulatu uzyl tak zwana
,hipoteze¢ kata ostrego” moéwiaca, ze czworokat
majacy trzy katy proste ma czwarty kat ostry.
Rozwazal wigc czworokat, ktory jest polowa
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czworokata Saccheriego. Jednak Lambert nie dazyt do znalezienia sprzecznos$ci w
rozwazanej teorii, jego celem bylo znalezienie mozliwie wielu stwierdzen
wynikajacych z przyjetych zatozen. Cel ten osiagnal, to znaczy wyprowadzit wiele
dziwnych stwierdzen i1 nigdy nie uzyskat sprzecznosci logiczne;.

Saccheriemu jak 1 Lambertowi nie udalo si¢ dowie$¢ zaleznos$ci aksjomatu
rownolegtosci od pozostatych aksjomatow uktadu. Nie mniej jednak badajac
konsekwencje logiczne zaprzeczenia postulatu rownoleglosci obydwaj ci matematycy
nieswiadomie wkroczyli na droge, ktéra doprowadzita do odkrycia nowej geometrii tak
zwanej geometrii nieeuklidesowej.

6.6. VPOSTULAT A DOSWIADCZENIE

Dotychczasowe rozwazania czy aksjomat rownolegtosci jest zbedny w budowie

geometrii, czy tez moze by¢ wyprowadzony z innych aksjomatéw, byly natury
logicznej. Odnosity si¢ do logicznej struktury geometrii. OczywisScie zaden z
matematykow nie watpit w prawdziwosci V postulatu, o czym $§wiadczy fakt, ze przez
jego zaprzeczenie spodziewali si¢ dojs¢ do sprzecznosci. Dopiero w XIX wieku
niemiecki matematyk Gauss zadal pytanie o prawdziwos¢ aksjomatu réwnolegtosci.
Chciat sprawdzi¢, czy punkty i proste, z ktérymi ma do czynienia miernictwo spetniaja
V postulat. W tym celu postanowit postuzy¢ si¢ stwierdzeniem o sumie katow w
trojkacie. Stwierdzil, Ze nalezy zmierzy¢ sumg katow mozliwie wielkiego trojkata i
jezeli okaze sig, ze ta suma wynosi /80, to tym samym pokazemy prawdziwo$¢ V
postulatu Euklidesa w przestrzeni, w ktorej zyjemy.
Trojkat wytyczony przez Gaussa mial boki kilkudziesigciokilometrowej diugosci, a
wierzchotkami byty szczyty gorskie. Autor przedsigwzigcia Swiadomie wybrat trojkat o
mozliwie dlugich bokach, spodziewajac sig, ze im wigkszy trojkat tym wigkszy defekt
mozna potencjalnie uzyska¢, co wynikato z rozwazan Legendre’a. Bardzo precyzyjnie
zmierzyt katy i okazalo sie, ze niestety odstepstwo sumy miary katow od 180° lezy w
granicach nieuniknionych btgdéw pomiarowych i nie zostato rozstrzygnigte ile wynosi
suma katow w trojkacie. Niepowodzenie przedsigwzigcia Gaussa byto do przewidzenia,
poniewaz zachodzi nast¢pujace stwierdzenie:

Defekt trojkata rowna sie sumie defektow trojkatow, z ktorych sie sktada.

Jezeli zalozymy, ze defekt trojkata o wierzchotkach wyznaczonych przez Stonce,
Ziemie i Mars wynosi 1° to przy podziale na mniejsze trojkaty, takie jak badal Gauss,
otrzymamy defekty mikroskopijnej wielkosci, ktérych nie sposéb wyznaczy¢ zadnymi
przyrzadami. W praktyce oznacza to, ze trojkaty dostgpne na ziemi maja defekty rowne
zeru, tym samym obowiazuje V postulat Euklidesa ze wszystkimi swymi
konsekwencjami. Natomiast defekty mniej mikroskopijne moga wystgpowaé w
trojkatach, z ktérymi ma do czynienia astronomia. Najwigksze trojkaty, ktore mozemy
bada¢ maja boki dtugosci okoto 80010" kilometrow i stuza do wyznaczania paralaks
gwiazd statych. Niestety trojkaty wigksze od paralaktycznych nie sa dostepne badaniu
przez znane nam S$rodki i przyrzady, dlatego zagadnienie czy defekty ogromnych
trojkatow sa rézne od zera, czy tez nie, nie zostalo rozstrzygnigte bezposrednimi
pomiarami. Nalezy si¢ wigc liczy¢ z mozliwoscia tego, ze suma katow trojkata rowna
sie z ogromna dokfadnos$ciag 780° w stosunkach ziemskich, a nawet w stosunkach
ukfadu stonecznego, ale moze by¢ mniejsza od 180° w trdjkatach o rozmiarach
,»kosmicznych”.

Jezeli zatem nie jest wykluczone istnienie trojkatow o defekcie wigkszym od
zera powstaje pytanie jakie maja wiasnosci. Jaka posta¢ przybieraja twierdzenia
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dotyczace trojkatow Euklidesowych, gdy rozwazamy trdjkaty o sumie katow mniejszej
niz 180°. Jak oblicza¢ pola takich trojkatow? I wiele innych pytan.

6.7. POCZATKI GEOMETRII NIEEUKLIDESOWEJ

Wilasnie poprzez zauwazenie, ze moga istnie¢ trojkaty inne od euklidesowych,
czyli o niezerowym defekcie, Gauss jako pierwszy odkryt istnienie nowej geometrii, w
ktorej aksjomat rownolegtosci nie jest prawdziwy. Niestety swoich osiagnie¢ nigdy nie
opublikowal. Obawiat si¢ krytyki, jaka mogly wywota¢ idee tak bardzo odbiegajace od
ogolnie przyjetych. Przypuszczenia i obawy Gaussa okazaty si¢ nie bezpodstawne
kiedy to dwdjka matematykéw Lobaczewski i Bolyai niezaleznie od siebie
opublikowala prace postulujace istnienie geometrii nieeuklidesowej. Mikolaj
Lobaczewski sadzil na poczatku, ze aksjomat rownoleglo$ci wynika z pozostatych
aksjomatow 1 zaczat budowac¢ geometri¢ ktora w miejsce tego aksjomatu przyjmowata
przeciwny. W ten sposob, jak wielu innych matematykéw, chciat doj$¢ do
sprzecznosci, czyli udowodni¢ aksjomat rownoleglosci. Jednak Lobaczewski podobnie
jak Lambert nie natknal si¢ na sprzeczno$¢, ale tym rdzni si¢ od wczesniejszych
uczonych, ze opublikowal odkrycie nowej geometrii. Srodowisko naukowe przyjeto
prace Lobaczewskiego za dziwactwa 1 patologie naukowe. Jednak zaréwno
Lobaczewski jak i Boylai byli pewni poprawnosci logicznej nowej geometrii, ktora
swiat docenil dopiero po $mierci ich twércéw. Poniewaz praca Lobaczewskiego
ukazata si¢ kilka lat wcze$niej nowa geometri¢ nazwano geometria L.obaczewskiego.

Geometria nieeuklidesowa rézni si¢ od geometrii euklidesowej tylko tym, ze
odrzuca V postulat, a przyjmuje jego zaprzeczenie. Obejmuje wigc wszystkie
stwierdzenia geometrii absolutnej, ktore brzmia w niej tak samo jak w geometrii
euklidesowej. Ponadto zwiera wiele ciekawych i1 odmiennych stwierdzen, ktore
wynikaja z zaprzeczenia aksjomatu rownolegtosci. Sa to znane juz nam stwierdzenia,
ze suma katow trojkacie jest mniejsza od /80° lub, ze nie istnieje prostokat, (poniewaz
z faktu istnienia prostokata wynika V postulat).

Podsumowujac dotychczasowa wiedzeg o geometrii otrzymujemy:

—

LY Aksjomaty geometrii absolutniej +
"GEQMETRIA . :
EUKILIDESOWA »Przez punkt nie lezacy na prostej
mozna poprowadzi¢ tylko jedna
prosta do niej réwnolegla”
Aksjomaty geometrii absolutniej +
geometria Lo . 7&‘4
GEOMETRIE Lobaczewskiego »Przez punkt nie lezacy na prostej 1 =
NIEEUKLIDESOWE mozna poprowadzi¢ co najmniej 1
dwie rozne proste rozlaczne do niej”.

By udowodnié, ze geometrie nie zawieraja sprzeczno$ci wystarczy wskazac
model spetniajacy wszystkie jej aksjomaty. Model arytmetyczny Hilberta wskazuje, ze
geometria euklidesowa jest niesprzeczna. W nastepnyych rozdziatach skryptu
omdéwimy model spehniajacy aksjomaty geometrii Lobaczewskiego, natomiast w
kolejnym podrozdziale zacytujemy bajke¢ o geometrii nieeuklidesowej napisana przez
Wojciecha Bienko w  ksiazce dla najmtodszych matematykow pod tytutem
»Zygzakiem przez matematyke”. Ksiazka ta napisana zostata z mysla o uczniach
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gimnazjum, zatem $miem twierdzi¢, ze tym bardziej tresci w niej zawarte beda
dostepne czytelnikowi tego skryptu. Przedstawiona bajka w bardzo przystepny i
zabawny sposob wprowadza czytelnika w nowy 1 mato znany $wiat geometrii
nieeuklidesowe;.

BAJKA NA DOBRY POCZATEK'

Wstep do bajki

W  Elementach Euklides zawarl co$§ bardzo waznego, co natchngto
pozniejszych matematykow do stworzenia nowych geometrii, innych od geometrii
euklidesowej czyli od tej, o ktérej uczysz si¢ w szkole. Wiesz na pewno ze szkoty co to
jest punkt, prosta 1 ptaszczyzna. Pamigtasz co to znaczy, ze proste sa rownolegle? Sa to
takie linie proste lezace w jednej ptaszczyznie, ktdre nie przecinaja sig¢, wigc nie maja
punktéw wspolnych. Z Elementow Euklidesa wynika Ze:

Przez punkt nie lezqcy na danej prostej
przechodzi tylko jedna prosta do niej rownolegla.

Jak zapytalabym czy to zdanie (aksjomat) jest prawdziwe powiesz zapewne, Ze tak, bo
przeciez linia prosta nigdzie si¢ nie zgina i w takim razie nie moze przecia¢ drugiej linii
prostej. Zgadzam si¢ z Toba zupekie, ale zadam Ci jeszcze jedno pytanie: Co to jest
linia prosta?

Euklides w swojej ksiazce powiedzial, ze linia prosta to jedno z pojeé
pierwotnych wigc nie podaje si¢ jej definicji. Wiasnie! W tym sgk! Linia prosta moze
by¢ byle czym, aby tylko spelniata aksjomaty wymienione przez Euklidesa. I tu nasuwa
si¢ watpliwos¢. Czy nie udaloby si¢ czasami znalez¢ takiego tworu geometrycznego,
ktory miatby wszystkie te wlasnosci linii prostej, ktore opisane sa w aksjomatach?
Innymi stowy: czy Grze§ Kowalski - blondyn jest tylko jeden? Czy gdy moéwimy Grze$
Kowalski, blondyn, okreslamy w ten sposob jednego cztowieka, czy kilku? Moze sig
okaza¢, ze istnieje dwudziestu Grzesiow Kowalskich, blondynow. Tak samo jest z linia
prosta. To co wiemy o linii prostej moze nie wyznacza¢ jednego jedynego tworu
geometrycznego, ale kilka.

Tak samo pomysleli wielcy matematycy. Postanowili sprawdzi¢ czy uda si¢
pewien eksperyment. Sprobowali w miejsce poje¢ pierwotnych czyli: punktu, prostej,
plaszczyzny ,,podstawi¢” inne twory geometryczne, tak by mialy one te same wtasnos$ci
co ,,zwykte” punkty, proste i ptaszczyzny. Taka zmiana si¢ udala i powstata nowa
geometria, jednak aksjomat o prostych réwnoleglych w tej geometrii juz nie jest
spetniony. A to oznacza, ze geometria Euklidesa nie jest jedyna geometria, moze byc¢
kilka prawdziwych geometrii.

Udato si¢ zbudowa¢ taka geometrig, w ktorej do jednej prostej, przez dany
punkt, mozna poprowadzi¢ tyle rownolegtych, ile si¢ tylko chce. Zaraz ci to pokaze.
To nie jest trudne, ale bardzo ciekawe, potrzeba tylko troche wyobrazni, a tej z
pewnoscia ci nie brak.

! Ponizszy fragment w calo$ci skopiowany z ksiazki: W. Bienko, ,,Zygzakiem przez matematyke”.

56



PORA NA BAJKE

To zielone koto, to jest Swiat. Wyobraz sobie, ze w tym kole zyja, pracuja i zajmuja si¢
naukg istoty rozumne, moze podobne do ludzi. WyobraZ sobie dalej, ze nad $rodkiem
kota, nad punktem O $wieci takie ich stonce i tu jest najcieplej. Im dalej od $rodka,
im blizej brzegu kota, tym zimniej. Wreszcie na samym brzegu, na okrggu, jest tak
straszliwy mrdz, ze nie sposdb go sobie wyobrazi¢. Na tym okrggu, narysowanym
czarng gruba linia, zadna z tych istot Zy¢ nie moze, tu juz nie ma ich §wiata. Te istoty,
ktore zyja na tym kole, nazwijmy sobie dla utatwienia geometrakami, gdyz
zajmuja si¢ one z upodobaniem geometria.
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Wiesz na pewno, ze wszystkie ciala pod wptywem zimna kurcza si¢. Wyobraz wigc
sobie, ze i nasze geometraki tez si¢ kurcza. Im blizej brzegu kota, tym geometrak
staje si¢ mniejszy. Im blizej $§rodka, tym wigkszy, w samym $rodku kota geometraki
sa najwigksze. Czy geometraki wiedza, ze oddalajac si¢ od srodka kota zmniejszaja sig?
Oczywiscie, ze nie wiedza. Jak bowiem mogliby to sprawdzi¢? No, powiesz, ze
wystarczy wzia¢ ze soba linijk¢ 1 zmierzy¢ si¢ w $rodku kola a nastepnie przy
brzegu. Ale przeciez linijka tez si¢ skurczy i jesli geometrak zmierzy si¢ w punkcie
A 1 stwierdzi, ze jest wysoki na dwa metry, a nast¢pnie przejdzie do punktu B 1 zmierzy
si¢ tam, to stwierdzi, ze rowniez ma dwa metry wysokosci, bo wraz z nim skrocila sig
tez jego linijka. Powiesz moze, ze co to za $wiat, z ktorego geometraki moga uciec,
ktory dla nich jest skonczony — wystarczy, zeby przekroczy¢ okrag. Otoz nieprawda.
Ten $wiat dla nich jest nieskonczony i geometraki nie mogq nawet dojs¢ do granicy,
nie moga znalez¢ si¢ na okregu. Dlaczego? Wyobraz sobie, ze jeden z nich wybrat s1Q
na wedrowke i chce dotrze¢ do granic $wiata. Wyrusza, powiedzmy, ze $rodka kota i
idzie w kierunku okregu. Im dalej nasz wedrowiec oddala si¢ od punktu O, tym bardziej
si¢ zmniejsza, tym krotsze si¢ staja jego nogi, a wigc i krotszy krok. Im dalej od $rodka,
tym wigcej czasu potrzebuje na przebycie odcinka m. Dla nas te wszystkie odcinki m
sa jednakowe, ale dla geometraka sa one coraz dtuzsze, bo on sam i jego linijka sa
coraz mniejsze.

Przypusé¢my, ze geometrak doszedt juz do punktu A, ale jest tu juz strasznie
malutki, idzie dalej, ale mroz jest coraz wigkszy, krok naszego piechura jest juz
maciupenki, prawie rc')wny zeru. Geometrak porusza si¢ juz bardzo wolno, cho¢ zdaje
mu sig, ze idzie weiaz jednakowo szybko; im blizej brzegu, tym jest mniejszy 1 tym
wolniej idzie. Zeby pokazac to jeszcze doktadniej, wyobraz sobie, ze geometrak mierzy
swoja droge taSma miernicza o dlugosci kilometra i ze po kazdym kilometrze
wszystko si¢ kurczy o potowe.

R e
0

Masz tu wyniki jego pomiaréw. Najpierw odmierzyt odcinek AB 1 znalazl si¢ w
punkcie B. Ale tu wszystko skurczylo si¢ juz dwa razy i geometrak odmierzyt odcinek
BC réwny potowie AB. Znalazt si¢ w punkcie C, ale tu znow wszystko skurczyto si¢
dwukrotnie i odmierzyl wtedy docinek CD réwny potowie BC. Znalazt si¢ w punkcie D,
ale tu zndéw wszystko skurczyto si¢ o potowe 1 odmierzytl odcinek DE rowny potowie
CD. Znalazl sig¢ w punkcie E, ale tu oczywiscie zndw wszystko skurczyto si¢ dwa razy... |

58



tak dalej, i tak dalej. Zatem nasz geometrak nigdy nie dojdzie do brzegu, do okrggu, bo
wraz ze zblizaniem si¢ do granicy wszystko si¢ zmniejsza. Nasz wedrowiec nie wie
oczywiscie o tym wszystkim, gdyz nie ma zadnej metody, aby to stwierdzi¢, sadzi
wigc, ze skoro nigdy nie moze dojs¢ do granicy, to znaczy, ze jego Swiat nie ma
granic, a wigc jest nieskonczony.

Tak wigc geometraki sadza, ze zyja w nieskonczonym $§wiecie. Czarna linia okregu juz
dla nich nie istnieje, nie nalezy ona do ich $wiata, poniewaz nie moga nigdy jej dotkna¢ 1
nie wiedza nawet o jej istnieniu. Przypusé¢my teraz, ze geometraki dowiedziaty si¢ o tym,
ze przez punkt nie lezacy na prostej mozna poprowadzi¢ tylko jedna linig prosta do niej
rownolegla. Co na to powiedza? Czy zgodza si¢ z tym? Nie! Geometraki nigdy si¢ z tym
nie zgodza — poniewaz ich geometria jest inna. Dlaczego?

Popatrz. Tu jest §wiat geometrakow 1 linia prosta /, oraz
punkt 4 na niej nie lezacy. Geometraki wytyczaja lini¢
prosta p, przechodzaca przez punkt A4, i twierdza, ze
linia p jest rownolegta do linii /. Oczywiscie maja
racj¢, gdyz linie p 1 / nie przecinaja si¢. Powiesz, ze
przeciez wida¢, ze linie p i [ przecinaja si¢ w punkcie B
lezacym na okrggu. Tak my sadzimy. Ale geometraki ?
Dla nich punkt B nie istnieje, nie nalezy do ich $wiata,
jest dla nich nieosiagalny, wigc maja oni prawo
twierdzié, ze linie p i [ nie przecinaja sig.

Ale oto inny geometrak wytycza nowa linig
prosta s. Ta prosta jest rownolegta do / 1
przechodzi przez punkt 4. Linie s i / nie maja
punktow  wspdlnych, bo w $wiecie
geometrakOw nie przecinaja sie. Zaden z nich,
idac ku punktowi C, nigdy nie doszedlby do
punktu przecigcia, wigc maja oni wszelkie
prawo twierdzi¢, ze proste / 1 s nie maja
punktéw wspdlnych. Mamy wigc juz dwie
proste przechodzace przez dany punkt i
rownoleglte do trzeciej prostej. Ale to nie
wszystko. Wida¢ przeciez, ze kazda prosta
lezaca w obszarze ciemniejszym i
przechodzaca przez punkt 4, bedzie takze rownolegta do prostej /. Tak wigc geometraki
moga wypowiedzie¢ twierdzenie: Przez punkt nie lezacy na prostej przechodzi dowolnie
wiele prostych roéwnolegltych do tej proste;.
Geometraki moga twierdzi¢, ze prosta p jest w kazdym
punkcie jednakowo oddalona od prostej /, poniewaz wraz z
oddalaniem si¢ od punktu A linijka bedzie si¢ stale
skracata 1 moze pokazywa¢ wciaz t¢ sama odleglos¢. A
wigc geometraki maja zupelnie inng geometrie. Mozna
dowies¢, ze w takiej geometrii nie natkng si¢ na
sprzeczno$¢. Dowodzi to, ze mozliwa jest inna geometria,
taka na przyklad jaka maja geometraki, taka, ze do
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dowolnej prostej, przez punkt poza nig mozna przeprowadzi¢ nieskonczenie wiele prostych
rownolegtych.
ROZDZIAL 7

Proste w geometrii Bolyai - L.obaczewskiego

Jedna z geometrii nieeuklidesowych jest geometria Bolyai—tobaczewskiego bedaca
rozszerzeniem geometrii absolutnej o aksjomat kFobaczewskiego, ktory to jest
zaprzeczeniem  aksjomatu  rownolegtosci.  Niniejszy  rozdzial  poswigcimy
charakterystyce prostych w geometrii Lobaczewskiego, nazywanej zamiennie
geometria hiperboliczna. Podamy definicje prostych roéwnolegltych oraz udowodnimy
elementarne wlasno$ci tych prostych. Rozumowania, ktére przeprowadzimy w duzej
czesci beda opieraty si¢ na stwierdzeniach geometrii absolutnej, ktore w geometrii
hiperbolicznej brzmia tak samo jak w geometrii euklidesowej. Ponadto w wigkszosci
dowodoéw bedziemy korzysta¢ ze stwierdzenia geometrii absolutnej o istnieniu rzutu
prostokatnego dowolnego punktu na prosta. Wprowadzimy réwniez definicje nowych
obiektow wystgpujacych w geometrii nieeuklidesowej oraz skorzystamy z
pomocniczych twierdzen, ktére przytoczymy bez dowodu. Wnioski do jakich
dojdziemy 1 twierdzenia jakie udowodnimy, zapewne zaskocza nas tak samo jak
odkrywcow geometrii nieeuklidesowe;.

Aksjomat t.obaczewskiego

Istnieje prosta a i punkt P nie lezacy na prostej a, przez ktory przechodza co najmnie;j
dwie proste roztaczne z prosta a.

T

o

WEASNOSC 7.1. Jezeli zachodzi aksjomat Lobaczewskiego dla punktu P i prostej a,
to zachodzi dla kazdej prostej b 1 kazdego punktu Q nie nalezacego do prostej b.

DOWOD:

Zalézmy niewprost, ze aksjomat Lobaczewskiego nie zachodzi dla pewnego punktu Q i
prostej b roztacznej z punktem Q. Oznacza to, ze przez punkt O przechodzi doktadnie
jedna prosta g roztaczna z prosta b. Rzutujemy prostokatnie punkt Q na prosta b (jak na
rysunku obok). Kat pomigdzy prosta g i odcinkiem OB jest katem prostym, poniewaz
gdyby mial mniejsza miar¢ to wowczas po odbiciu prostej ¢ wzgledem odcinka OB
otrzymaliby$my druga prosta g ' rozlaczna z prosta b, przechodzaca przez punkt Q ( jak
na rysunku ponizej), co przeczytoby zatozeniu.

¢
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Zatem rozwazana sytuacja przedstawia si¢ jak na rysunku:

Przez punkt QO przechodzi doktadnie jedna prosta roztaczna z prosta b. Bierzemy z
prostej ¢ punkt S, r6zny od punktu Q, i rzutujemy go prostopadle na prosta b. Przez
punkt S przechodzi przynajmniej jedna prosta roztaczna z prosta b. Jest to prosta g,
nachylona do prostej b pod katem y nie wiekszym niz 90°, co wynika z geometrii
absolutnej. Jednak wtedy odbijajac prosta ¢ wzdluz odcinka RS otrzymujemy druga
prosta roztaczna z b, nachylong pod tym samym katem do odcinka RS co prosta g.
Zauwazmy, ze na tej prostej mozemy tak dobraé¢ punkt Z, ze prosta QZ jest roztaczna z
prosta b. WskazaliSmy zatem ro6zna prosta od prostej g zawierajaca Q 1 jednocze$nie
rozlaczna z prosta b. Daje to sprzecznos¢ z zalozeniem, ze dla jednego punktu i prostej
z nim rozlaczne] nie zachodzi aksjomat Lobaczewskiego. Otrzymana sprzeczno$¢
dowodzi wiasnosci 7.1.m

TWIERDZENIE 7.1. Dla kazdej prostej a i dla kazdego punktu P spoza prostej, przez
punkt P przechodzi nieskonczenie wiele prostych roztqcznych z prostq a.

DOWOD: Niech a; i a; proste roztaczne z prosta a przechodzace przez punkt P. Prosta
a; dzieli plaszczyzng na dwie czgs$ci. Wybieramy punkt B, z prostej a, ktory lezy po
przeciwnej stronie prostej a;, niz prosta a. Ponadto na prostej a wybieramy punkt A4.
Poniewaz punkty A i B, leza po przeciwnej stronie prostej a;, zatem odcinek AB.
przecina prosta a; w punkcie B;. Z odcinka B;B> wybieramy dowolny punkt M i
prowadzimy prosta m przechodzaca przez punkty P i M.
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Naszym celem jest wykazanie, ze prosta m jest roztaczna z prosta a.

Zatozmy niewprost, ze prosta m przecina prosta a. Wowczas musi tez przeciac prosta a;
w punkcie P;. OtrzymaliSmy, ze prosta m ma dwa punkty wspolne: P i P,. W mysl
aksjomatu, ze przez dwa rozne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta otrzymujemy,
ze m i a opisuja te sama prosta. Jest to niemozliwe, poniewaz MO mi MU a.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze prosta m jest roztaczna z prosta a. Poniewaz na
odcinku B;B, jest nieskonczenie wiele punktow to istnieje nieskonczenie wiele
prostych, przechodzacych przez punkt P i odcinek B;B., roztacznych z prosta a. m

Przez kazdy punkt poza prosta a przechodzi nieskonczenie wiele prostych rozlacznych
z prosta a. Wyrdzniamy dwie grupy prostych roztacznych:

proste rownolegte (patrz definicja ponizej);

proste rozbiezne, czyli rozlaczne i nieréwnolegle z zadana prosta.

PROSTA ROWNOLEGEA

Dla kazdej prostej a i kazdego punktu PU a, przez punkt P przechodzi nieskonczenie
wiele prostych roztacznych z a. Wsrdd nich wyrdézniamy dwie proste p; 1 p2, ktore jako
pierwsze sposrod wszystkich prostych nie przecinaja prostej a. Proste te sa opuszczone
z punktu P pod katem a,, ktérego miara jest kresem dolnym miar katow pod jakimi
wypuszczone sa z punktu P inne proste roztaczne z prosta a, 1 nazywamy je prostymi
rownoleglymi do prostej a. Przez kazdy punkt PU a przechodza dokladnie dwie proste
rownolegte do prostej a, skierowane w przeciwna strong, nachylone do prostej a pod
tym samym katem, ktdrego miara nie przekracza 90°. Kierunek prostych réwnolegtych
okresla grot. Pogladowo o prostych réwnoleglych w t¢ sama strong w geometrii
Lobaczewskiego mozemy myslec, ze sa to proste, ktére w nieskonczonosci maja punkt
wspolny.
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TWIERDZENIE 7.2. Jezeli prosta p jest rownolegta do prostej a z punktu P to jest
rownolegta z kazdego innego punktu swojej prostej.

DOWOD:

WezZmy punkt P’ z prostej p w kierunku, w ktorym prosta p jest rownolegla. Pokazemy,
Ze prosta p jest prosta roéwnolegla do prostej a z punktu P’, to znaczy, ze kazda inna
prosta opuszczona z punktu P’ pod katem 0<a,<a, przecina prosta a.

3

"'\11

Z definicji rownolegtos$ci prosta m przechodzaca przez punkt P przecina prosta a.
Prosta g przecina jeden z bokéw utworzonego trojkata 4°’TM wigc z aksjomatu Pascha
przecina drugi jego bok, czyli prosta a.

Dla punktu P’ z prostej p potozonego na lewo od punktu P analogiczne rozumowanie,
jednak aksjomat Pascha stosujemy do trojkata APM.

DEFINICJA 7.1. Sieczna jednakowego nachylenia.

Jezeli mamy dwie proste przecigte trzecia,
taka ze katy przyleglte po jednej stronie sa \ER‘R‘“
rowne to taka trzecia prosta nazywamy
sieczna jednakowego nachylenia.

Przyjmujemy bez dowodu nastgpujacy
lemat: ’_,_ﬁ————_’

1- sieczna jednakowego nachylenia
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LEMAT 7.1 Dla kazdych dwdch prostych istnieje sieczna jednakowego nachylenia.

TWIERDZENIE 7.3. Symetrycznosé rownolegtosci

Jesli jedna z dwoch prostych jest rownolegta do drugiej w pewnq strone, to druga jest
rownolegta do pierwszej w te samq strone.

DOWOD: Dane sa dwie proste a i b, takie ze prosta a jest rownolegta do prostej b w
jedna strong. Mamy pokazacé, Ze prosta b jest rownolegta do prostej a w t¢ sama strong,
czyli jezeli z punktu B wypuscimy prosta b’ pod ostrzejszym katem to przetnie ona
prosta a.

Wiemy, ze dla kazdych dwoch prostych istnieje sieczna jednakowego nachylenia.
Bierzemy zatem sieczna jednakowego nachylenia, dla prostych a i1 b, ktéra przecina
rozwazane proste w punktach 4 i B odpowiednio. Z punktu B wypuszczamy prosta b’
pod ostrzejszym katem niz prosta b. Nastepnie z punktu A prowadzimy prosta a’
nachylong do prostej @ pod tym samym katem co nachylona jest prosta b’ do prostej b.
Z zalozenia prosta a jest rownolegta do prostej b, zatem a’ przecina b w punkcie B’.
Nastgpnie na prostej a odcinam odcinek dlugosci BB’ i otrzymujg, ze trojkat ABB’ jest
przystajacy do trojkata ABA’, poniewaz rozwazane trdjkaty maja wspolny bok AB,
odcinki A4’ 1 BB’ sa rownej dtugosci o katy przy wierzchotkach 4 i B sa réwnej miary.
Oznacza to, ze odcinek BA’ lezy na prostej b’, czyli prosta b’ przecina prosta a w
punkcie 4’. PokazaliSmy wigc, ze kazda prosta nachylona pod ostrzejszym katem, niz
prosta a do prostej b, przechodzaca przez punkt B przecina prosta a, zatem pierwsza
prosta nie przecinajaca prostej a jest prosta b, co daje, ze b jest rownolegta do a. m

TWIERDZENIE 7.4. Przechodniosé rownoleglosci.

Jezeli dwie proste a i b sq rownolegte do trzeciej prostej ¢ w te samq strone, to sq
rownolegte do siebie w te samq strone.

DOWOD: Niech prosta a jest rownolegta do prostej ¢ oraz niech prosta b jest
rownolegta do prostej c. Pokazemy, ze wtedy a jest réwnoleglta do b. Dowodd
przeprowadzimy w dwoch etapach. Najpierw sprawdzimy, ze proste a i b sa prostymi
roztacznymi, a nastepnie wykazemy, ze sa rownolegle do siebie w t¢ sama strong.
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Przypusémy, ze proste a i b przecinaja si¢ w punkcie 4. Oznacza to, ze przez punkt 4 w
t¢ sama ustalong strong przechodza dwie proste réwnolegle do c¢. Prowadzi to do
sprzeczno$ci, poniewaz w geometrii Lobaczewskiego przez dany punkt przechodzi
tylko jedna prosta rownolegta do zadanej prostej w t¢ sama strong. Zatem zatozenie
prowadzi do sprzecznosci, czyli proste a i b sa roztaczne.

Musimy jeszcze sprawdzi¢, ze proste a 1 b sa prostymi rownoleglymi w t¢ sama
okreslona strong. Rozwazmy dwa przypadki, w zaleznosci od polozenia prostych a i b
wzgledem prostej c.

1) Proste aib leza po tej samej stronie prostej c.

Zatdézmy, ze proste a i1 b sa prostymi rozbieznymi. Oznacza to, ze z punktu B mogg
wypusci¢ prosta b’ pod ostrzejszym katem niz prosta b, ktéra nie przecina prostej a 1
jest do niej rownolegtla. Prosta b’ jest rozlaczna z prosta ¢, poniewaz lezy po tej same]
stronie prostej a co prosta b.

Prosta b jest rownolegta do prostej ¢, czyli b jest prosta graniczna, pierwsza ktéra nie
przecina prostej ¢, a my wskazaliSmy inng prosta, ktora wystawiona pod ostrzejszym
katem nie przecina prostej ¢, czyli jest do niej rownolegta. Zatem zatozenie, ze prosta a

nie jest rownolegta do prostej b prowadzi do sprzecznosci, co dowodzi, rownolegtosci
a do b.

2) Proste a i1 b leza po przeciwnej stronie prostej c.

Podobnie jak w pierwszym przypadku zalézmy, ze proste a i1 b nie sa rownolegte.

Zatem z punktu B wypuszczamy pod mniejszym katem prosta b’, ktora jest rownolegta
do prostej a. Skoro b || ¢ to prosta b’ przecina prosta c. Prosta b’ jest bardziej
nachylona w strong prostej a niz prosta c. Wiemy jednak, ze ¢ || a, zatem prosta b’ nie
moze by¢ prosta rozlaczna z a wystawiona pod mniejszym katem niz prosta c. Znow
otrzymali$my sprzeczno$¢ z zalozeniem, zatem prosta a jest rtownolegta do prostej b.

W ten sposdb rozpatrzyliSmy oba z mozliwych przypadkéw, ktore dowodza
Twierdzenia 7.4.m
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TWIERDZENIE 7.5. Dwie proste a i b prostopadle do trzeciej prostej ¢ sq rozbiezne.

DOWOD: Przez punkt B przechodza co najmniej dwie proste rozlaczne z prosta a.
Czyli przez punkt B przechodzi z kazdej ze stron, pod mniejszym katem niz prosta b,
prosta rozlaczna z a. Wigc prosta b nie jest prosta graniczng, czyli nie jest rownolegta

do prostej a.

7

TWIERDZENIE 7.6. Jesli dwie proste przeciete trzeciq tworzq kqty wewnetrzne
naprzemianlegte rowne, to sq rozbiezne.

DOWOD:

Niech O bedzie srodkiem odcinka AB. Poprowadzmy z punktu O odcinki prostopadte
do prostej a i b. Zauwazamy, ze trojkaty OAD 1 OEB sa przystajace, poniewaz maja te
same katy. Zatem lamana EOD jest prosta, ktéra jest prostopadia do a i do b.

Otrzymujemy wigc dwie proste prostopadte do trzeciej, ktore na mocy Twierdzenia 7.5
sg rozbiezne.m
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TWIERDZENIE 7.7. Kazde dwie proste rozbiezne majq tylko jedng wspolng prostq
prostopadlq.

DOWOD:
Dowod istnienia prostej prostopadtej pomijamy, udowodnimy natomiast, ze prostych
prostopadtych jest nie wigcej niz jedna.

Dowdd jedynosci: zaldozmy, ze istnieja dwie proste prostopadie do danych prostych
rozbieznych wowczas otrzymalibySmy czworokat o czterech katach prostych.
Rozwazmy w tym czworokacie dwa trojkaty, na ktore dzieli nam przekatna
czworokata. Suma katow czworokata to suma katow w tych trojkatow. Czyli musiatby
istnie¢ trojkat, ktoérego suma katéw jest wigksza lub réwna od z. Otrzymujemy
sprzecznos¢, bo w geometrii Lobaczewskiego taki trojkat nie istnieje. =

W geometrii hiperbolicznej suma katow w czworokacie jest mniejsza od 360°. Nie
istnieje prostokat, wyrdzniamy natomiast czworokaty o dwoéch lub trzech katach
prostych. Rozpatrzmy czworokat ABCD jak na rysunku:

?—\CF i

B o™ A

&

=
I
Fir

W czworokacie boki AD 1 BC sa rownej dtugos$ci, natomiast proste a 1 b sa rozbiezne.
Jedyna prosta prostopadia do dwdch rozbieznych prostych a i1 b jest prosta c, ktora
jednoczesnie jest osia symetrii badanego czworokata. Widzimy wigc, ze przyktadem
czworokata o dwoch katach prostych jest ABCD (dla 0<a<90") natomiast przyktadem
czworokata o trzech katach prostych jest czworokat EBCF.
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Czworokat ABCD nosi nazweg ,,czworokqta Sacchariego” 1 jest jedna z figur, w ktorej
ustalajac konkretna miare kata a z tatwoscia ustalimy z jaka geometria mamy do
czynienia, to znaczy czy jesteSmy w §wiecie geometrii euklidesowej, czy tez geometrii
Lobaczewskiego. Jezeli kat o ma miare 90° to jak wcze$niej pokazaliSmy obowiazuje
aksjomat rownoleglosci, jezeli za$ kat a jest ostry to spelniony jest aksjomat
Lobaczewskiego.

Podsumowuja dotychczasowe rozwazania o potozeniu dwoch prostych mozemy w
skrocie powiedzieé, ze dwie proste spetniaja jeden z wymienionych warunkow:

* przecinajg sig,
* saroéwnolegte,

* s prostopadte do tej samej proste;.

KAT ROWNOLEGLOSCI

o — kat rownolegtosci punktu P wzgledem prostej a

Dana jest prosta a roztaczna z punktem P. Przez punkt P przechodza dwie proste
rownolegte do prostej a. Opusémy z punktu P prosta prostopadta do prostej a. Kat
pomigdzy prosta prostopadta, a prosta rownolegla do a nazywamy kqtem rownolegtosci
albo kqtem Lobaczewskiego.

FAKT 7.1. Kqt rownolegtosci nie zalezy od potozenia punktu P ale jedynie od diugosci
odcinka AP.

DOWOD: Pokazemy, ze dla dowolnego punktu P’, takiego ze 4’P’ = AP miara kata
réownoleglosci nie zmienia si¢. W dowodzie skorzystamy z cechy przystawania
trojkatow (kat, bok, kat) - twierdzenia geometrii absolutne;.




Dla punktu P kat réwnolegtosci wynosi 0. Bierzemy punkt P’ roztaczny z prosta a’
taki, ze AP =A’P’ oraz zalozmy, ze dla tej pary kat rownoleglosci o’ ma mniejsza miarg
od kata a. Poprowadzmy z punktu P prosta nachylona do AP pod katem a’
Poprowadzona prosta przecina prosta a w punkcie D, poniewaz 0’ <d. Nast¢pnie na
proste] a’ odkladmy odcinek 4°D’, taki ze m(AD)< m(A’D’). W kolejnym kroku
prowadzimy prosta PD” nachylona do odcinka AP pod katem a’’ i poréwnujemy
trojkaty APD” oraz A’P’D’. Trdjkaty maja jeden bok tej samej dtugosci AP=A'P’ oraz
odpowiednie dwa katy tej samej miary. Na podstawie cechy przystawania trojkatow
kat, bok, kat mamy, ze trdjkaty APD oraz A’P’D’ sa przystajace. Jednak odcinki 4’D’ i
AD” sa roznej dhugosci, poniewaz m(4°’D’) > m(AD) > m(AD”) co prowadzi do
sprzeczno$ci. Oznacza to, ze kat rdwnoleglosci zalezy jedynie od dlugosci odcinka
AP.m

Pokazalismy, ze kat réwnolegtosci zalezy tylko od dtugosci odcinka AP. Oznaczajac

przez x dlugos$¢ tego odcinka mozemy zdefiniowaé funkcj¢ okreslajaca miarg kata
rownolegtosci w zaleznosci od dtugosci odcinka x.

FUNKCJA ROWNOLEGLOSCI I1(x)

Funkcja réwnolegtosci I1(x) okres$la miar¢ kata réwnoleglosci o w zaleznosci od
odlegtosci do zadanej prostej a punktu, przez ktory przechodzi prosta rownolegtla.

Funkcje rownolegtosci okreslamy w nastepujacy sposob:
* wystawiamy odcinek dtugosci x prostopadly do danej prostej a,
» z konca odcinka prowadzimy prosta rownolegla, czyli najblizsza nie przecinajaca
prostej a,
» utworzony kat pomigdzy poprowadzona prosta, a odcinkiem to wlasnie kat

rownolegtosci odpowiadajacy odcinkowi dtugosci x.

. .. T . .
Dla matych dlugosci x kat rownoleglosci zbiega do > natomiast gdy x rosnie do

nieskonczonosci funkcja 77(x) zbiega do 0. Istnieje tez funkcja odwrotna do 7/(x), ktéra
okresla odlegtos¢ od wierzchotka punktu na ramieniu kata ostrego a do prostej
prostopadtej do jednego ramienia kata a, 1rownoleglej do drugiego ramienia kata a.
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TWIERDZENIE 7.8. Funkcja I1(x) ma nastepujqce wtasnosci:
m
1I: R+ — 0, -~ )
0. )
n
przyjmuje kazdq wartos¢ z przedziatu (0, 5 ),

jest malejqca,

Jjest ciqgla.

DOWOD:

Wynika wprost z definicji funkcji /7.

I
Dla dowolnego kata a z przedziatu (0, 5 ) nalezy tak dobra¢ punkt na prostej prostopadtej, by
Il(x) = a.

Rozwazmy kat o pomigdzy prostymi a i b jak na rysunku ponizej. Poprowadzmy prosta
m prostopadla do prostej a, przez punkt M, taki ze jest ona kresem dolnym punktow z
ktorych wypuszczone proste prostopadle sa rozlaczne z prosta b. (Uzasadnienie
istnienia punktu M pomijamy). Zatem dla punktu M, zachodzi warunek m n b = [J.
Nalezy sprawdzi¢, ze dana prosta m jest prosta rownolegla, by wyeliminowac
przypadek, ze jest prosta rozbiezna z b.

Pokazemy, ze dowolna prosta / wypuszczona pod ostrzejszym katem z punktu M
przecina drugie ramig kata. Na prostej / wypuszczonej z punktu M wybieramy punkt X,
a nastgpnie prowadzimy przez punkt X prosta prostopadia m’ do ramienia a. Prosta m’
przecina drugie rami¢ kata, poniewaz przechodzi przez punkt H, ktéry lezy blizej
punktu O niz punkt M. Prosta / przecina bok HJ trojkata OHJ utworzonego z ramion
kata o 1 prostej prostopadlej m’, takiej ze m’ n b # [J. Zatem z aksjomatu Pascha
przecina tez drugi bok trojkata zawarty w prostej b, czyli nie jest rownolegta do prostej
b. Co daje, ze pierwsza prosta, ktdra nie przecina prostej b jest prosta m. ZnalezliSmy
wige odcinek OM dtugoscei x taki, ze 11(x) = a, co konczy dowdd.
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C) Funkcja [II(x) jest malejaca. Wykazemy, ze dla x < x’ zachodzi I1(x’) < Il(x),
gdzie x oznacza dlugos$¢ odcinka OX, x’ dlugos$¢ odcinka OX".

Wezmy prosta réwnolegta / w odlegtosci x=0OX od prostej a. Z punktu X’
poprowadzmy prosta d pod tym samym katem @& co prosta /.

Poniewaz proste / 1 d sa przecigte prosta prostopadta do a pod tym samym katem zatem
sg one rozbiezne.

Oznacza to, Zze znajdziemy prosta bardziej nachylong do a, ktora jest prosta rownolegla,
czyli [’ jest prosta rownolegta do /i a, natomiast kat rownolegtosci a’ < a.

d) Funkcja jest ciagla, poniewaz jest monotoniczna i przyjmuje wartosci
posrednie.m

Lobaczewski wyprowadzit analityczny wzor na funkcje 7/(x) oraz na funkcje odwrotna
do Il(x). Istnieje wiele réznych dowodow analitycznego wzoru na [Il(x), jednak
wykorzystuja one zagadnienia, ktorych nie poznamy na tym wykladzie dlatego tez
ograniczymy si¢ do przedstawienia wzoru. Przyjmujemy, ze

[1(x) = 2arcctg(e®).

W geometrii Lobaczewskiego mozliwe jest wyprowadzenie absolutnej jednostki
dlugo$ci (patrz definicja ponizej) w terminach czysto geometrycznych. Nie jest to
mozliwe w geometrii euklidesowe;.

DEFINICJA 7.2. Absolutna jednostka dlugosci, to taka warto$¢ x, dla ktdrej wartos¢

.. . Al
funkcji rownoleglosci wynosi rk

a

Istnienie zwiazkow pomigdzy katem, a jednostka méwi nam, ze w geometrii
hiperbolicznej nie ma figur podobnych, sa jedynie figury przystajace.

Korzystajac z tych wlasno$ci mozna pokazaé, ze na to aby na przyktad trojkaty byly
przystajace wystarczy, ze maja rowne katy, co w geometrii euklidesowej oznacza
jedynie tyle, ze trojkaty sa podobne.
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DODATEK - LINIE NIEZMIENNICZE

W tej czg$ci rozdzialu przedstawimy definicje dwoch obiektow charakterystycznych w
geometrii nieeuklidesowej. Sa to ekwidystanty i horycykle. Sciste przedstawienie
wiasno$ci horycykli i ekwidystant wymaga znajomo$ci wielu twierdzen geometrii
hiperbolicznej oraz zmudnych dowoddw, a to nie jest naszym celem. Dlatego tez
ograniczymy si¢ do pogladowego przedstawienia podstawowych wlasnosci
omawianych obiektow.

Omawiajac geometri¢ absolutng nie sposéb pomina¢ definicji ruchu. Do ruchu w
geometrii absolutnej zaliczamy: obrot wokoét ustalonego punktu i przesunigcie czyli
translacje.

DEFINICJA 7.2. Ruch

Przeksztatcenie, ktore przeprowadza zbior punktéw Q2 na zbiér punktow Q1 dla kazdej
pary A, BLJQ przechodzacej odpowiednio na 4, B’[/Q’ spetnia warunek

AB=A'B".

Podstawowe wtasnosci ruchu:
o punkty wspotliniowe przechodzq na wspoétliniowe;

o kqtijego obraz sq przystajqce.

W  geometrii euklidesowej latwo mozemy wskaza¢ linie niezmiennicze przy
podstawowych ruchach, czyli takie, ktére moga ,porusza¢ si¢ po sobie”. Linia
niezmiennicza przy obrocie jest okrag o srodku w punkcie obrotu, natomiast przy
przesunigciu o zadany wektor linia niezmiennicza jest kazda prosta réwnolegla do
prostej wzdtuz ktorej przesuwamy. Geometria hiperboliczna pod tym wzgledem jest
bogatsza, poza okrggiem i prosta jako lini¢ niezmiennicza wyrdézniamy jeszcze: przy
translacji ekwidystante oraz przy obrocie horycykl.

DEFINICJA 7.3. Ekwidystanta

Linia zlozona z punktow rownooddalonych od prostej m, lezacych po tej samej stronie
prostej powstala za pomoca ciaglego przesunigcia zadanego punktu Q wzdhiz m
nazywana jest ekwidystanta €. Prosta, wzdluz ktorej przesuwamy zadany punkt Q
nazywa si¢ baza ekwidystanty natomiast odleglo$¢ punktéw linii od bazy wysokoscia
ekwidystanty.

Q ekwidystanta =

h h h
baza ekwidystanty

W geometrii euklidesowe] ekwidystanta jest prosta rownolegla do prostej bazowej
potozona w odlegtosci d>0 od bazy.
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Zatem linii ekwidystantnych w geometrii Euklidesa jest nieskonczenie wiele i
poniewaz sa to proste rownolegle do bazy, to sa przystajace.

c

rale

Inaczej jest na ptaszczyznie Lobaczewskieo. Ekwidystanty o tej samej wysokosci sa
przystajace, jednak przy roéznych wysoko$ciach otrzymujemy rozne linie
ekwidystantne. Poza tym linie ekwidystantne prostej bazowej nie sa prostymi zard6wno
w rozumieniu euklidesowym jak i nieeuklidesowym.

TWIERDZENIE 7.9. Wtasnosci ekwidystanty
a) Ekwidystanta & jest niezmiennicza wzgledem przesuniecia wzdtuz swojej bazy m.
b) Kazda prosta ma z ekwidystantq & co najwyzej dwa punkty wspdlne.

c) Ekwidystanta € jest wypukia wzgledem bazy m.

DOWOD:
a) Pokazemy, ze dla dowolnej pary punktéw z ekwidystanty przy przesunigciu
odleglos¢ miedzy nimi zostanie zachowana. Bierzemy dwa punkty 4 i B na ekwidystancie, a
nastgpnie rzutujemy je na bazg m otrzymujac A’, B’ odpowiednio. Wykonujac przesunigcie
wzdhuz bazy m punkty A’, B’ przechodza na A’ i B’’, ktore to rzutujemy na ekwidystante.
Otrzymujemy w ten sposob odcinek 4""’B’*’ o tej samej dlugosci co odcinek AB.

& B A - g
[+ [+
Iy oy m
& B &7 BT
b) Przypu$émy, ze istnieje prosta, ktéra ma z ekwidystanta trzy punkty wspodlne 4, B,

C. Rzutujac te punkty na bazg m ekwidystanty otrzymujemy punkty 4’, B’1 C’. Zauwazmy, zZe
czworokaty ABA’'B’ oraz BCC’B’ sa czworokatami Saccheriego, czyli katy [;, [3: sa ostre. Ale
Bi+ B> = 1rco daje sprzecznos¢.

'h—-_____:i

C) Wypukto§¢ wynika wprost z rozumowania przeprowadzonego w podpunkcie b.
Gdyby linia ekwidystanta nie byla wypukta to mialaby przynajmniej trzy punktu wspdlne z
prosta, co jest niemozliwe.

HORYCYKL
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Horycykl jest linia niezmiennicza, ktéra przechodzi na siebie gdy obracamy ja wokot
punktu w nieskonczonosci. Zanim jednak podamy jej szczegdlowa definicje musimy
wskaza¢ kilka wlasnos$ci siecznej jednakowego nachylenia, z ktérych to korzystamy w
definicji.

WLASNOSCI SIECZNEJ JEDNAKOWEGO NACHYLENIA

Przyjmujemy bez dowodu nastgpujace whasnosci:
1) Dla kazdych dwodch prostych rownoleglych w jedna strong przez kazdy
punkt przechodzi doktadnie jedna sieczna jednakowego nachylenia do drugie;.
2) Dla trzech prostych réwnolegtych w t¢ sama strong, jezeli AB jest sieczna
jednakowego nachylenia do a i b oraz BC jest sieczna jednakowego nachylenia
do c 1 b to wowczas AC jest sieczna jednakowego do aic.

 —
) —

DEFINICJA 7.4. Horycykl

Dane sa proste rownolegle w t¢ sama strong, czyli proste schodzace si¢ w punkcie w
nieskonczonosci. Jedna z prostych jest osia horycyklu, na ktorej wybieramy dowolny
punkt. Do horycyklu zaliczamy wszystkie punkty nalezace do innych prostych z pgku
prostych réwnoleglych, ktore tworza sieczna jednakowego nachylenia z wybranym
punktem z osi. Horycykl przypomina trochg okrag, mozna tez zdefiniowaé go jako
miejsce geometryczne punktow powstajacych z pewnego ustalonego punktu przez
obrét wokot punktu w nieskonczonosci.

horyeyll B

ﬁ o

e
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b)

Horycykl podobnie jak okrag i ekwidystanta moze “’poruszaé si¢ po sobie”. Ruchem,
przy ktoérym horycykl §lizga si¢ po sobie, podobnie jak okrag przy obrotach dookota
jego $rodka, jest obrét dookota srodka horycyklu, czyli punktu w nieskonczonosci do
ktorego zbiegaja proste rownolegte.

WEASNOSCI HORYCYKLU

Horycykl & jest wyznaczony przez prosta nazywang osia horycyklu i punkt.
Punkty horycuklu sa rownouprawnione, to znaczy kazdy punkt moze tworzy¢ horycykl,
a kazda prosta z peku prostych rownolegtych jest jego osia.

Kazda prosta réwnolegta do osi horycyklu w przyjetym kierunku przecina horycykl

w jednym punkcie i jest jego osia.

c)

(wynika to z jednoznacznosci siecznej jednakowego nachylenia)

Kazda prosta ma z horycyklem % co najwyzej dwa punkty wspodlne.
Jezeli prosta miataby z horycyklem trzy punkty wspolne 4, Bi C wtedy B+ a =180°1i
zachodzi sprzeczno$¢, poniewaz katy i o sa mniejsze od 90°.

& S
- .

d) Horycykl & jest krzywa wypukla wzgledem punktu w nieskonczonosci.

e) Wszystkie horycykle sa przystajace.

Horycykle wspotsrodkowe sa w przeciwienstwie do okrggéw wspotsrodkowych
przystajace. Dzieje si¢ tak, dlatego ze pgk prostych rownoleglych skierowanych w te
sama stron¢ mozna natozy¢ na inny dowolny pek prostych rownolegtych w zadana
strong. Czyli rozpatrujac wielkos¢ 1 ksztalt, a nie potozenie horycyklu na ptaszczyznie
okazuje sig, ze istnieje tylko jeden horycykl. W geometrii euklidesowej wlasnos$¢ taka
ma prosta, istnieje tylko jedna prosta, inne sa do niej przystajace. Zatem mozemy
analogicznie do liniatu w geometrii euklidesowej, skonstruowa¢ liniat horycyklowy i
postugiwac si¢ nim w konstrukcjach.

Réznorodnos¢ form geometrycznych w geometrii hiperbolicznej, bo obok okregu i
prostej pojawity si¢ dodatkowo ekwidystanty i horycykle, czyni ja bogatsza od
geometrii euklidesowej 1 stwarza mozliwosci rozwoju nowych nie znanych nam w
dotychczasowej geometrii zagadnien.
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ROZDZIAL 8

Niesprzecznos$¢ geometrii Lobaczewskiego

Twoércy geometrii nieeuklidesowej Bolyai 1 Lobaczewski zostali docenieni po $mierci,
a prawdziwe uznanie nadeszto dopiero w drugiej potowie XIX wieku gdy wykazano,
ze geometria hiperboliczna jest niesprzeczna. Modeli spetniajacych aksjomaty
geometrii nieeuklidesowej $wiadczacych o niesprzecznosci jest wiele. W wykladzie
ograniczymy si¢ do przestawienia jednego modelu, a begdzie nim model
polptaszczyznowy Poincarego. Model Poincarego jest modelem geometrii
nieeuklidesowej, ktory zostal zbudowany w geometrii euklidesowej. Oznacza to, ze
model Poincarego zbudowany jest z poje¢ geometrii euklidesowej 1 jednocze$nie
spetnia wszystkie aksjomaty geometrii L.obaczewskiego.

Pojecia pierwotne w poélplaszczyznowym modelu Poincarego

Podamy interpretacje poje¢ pierwotnych oraz uzupelnimy ten opis komentarzami
niezbednymi w dalszym poslugiwaniu si¢ wymienionymi pojgciami w modelu.

Idea powstania modelu jest nastgpujaca. Bierzemy ptaszczyzng euklidesowa oraz
prosta x, ktora dzieli ptaszczyzne na dwa obszary. Wybieramy jeden z nich bez proste;j
X 1 nazywamy go pltaszczyzna hiperboliczna.

Punkt — punkty sa punktami z ptaszczyzny euklidesowej, czyli punktami w
rozumieniu euklidesowym. Zbiorem wszystkich punktow w modelu jest ptaszczyzna

hiperboliczna H bez brzegu postaci [(x, y) 0R*: y» 0] .

Proste — wyrdzniamy dwa rodzaje prostych:
1. potproste euklidesowe prostopadte bo brzegu, czyli do ograniczajacej prostej,
2. potokregi zawarte w plaszczyznie hiperbolicznej o Srodkach na brzegu.

B N

Potproste w modelu wygladaja jak na rysunku ponize;j.

[
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Relacja nalezenia — interpretowana jest w sposob naturalny i jest taka sama jak w
geometrii euklidesowe;.

Relacja porzadku — na kazdej prostej wyr6zniamy kierunek (jak na rysunku) 1
wzgledem niego w naturalny sposob zachodzi relacja porzadku. Jezeli postuzymy si¢
wspotrzegdnymi punktéw z arytmetycznego modelu Hilberta to otrzymujemy, ze:
A<, B « a<boraz C<, D = x.<xq.

B =fx b4

A=% al

Katy — przyktadowe katy na ptaszczyznie hiperbolicznej przedstawiaja ponizsze
rysunki:

e

[ Miary katéw - miary katoéw na

ptaszczyznie hiperbolicznej to
euklidesowe miary katow pomig¢dzy euklidesowymi stycznymi do potprostych w
punkcie przecigcia.
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Odcinki — wyrézniamy dwa rodzaje odcinkdw na ptaszczyznie hiperbolicznej (jak na
rysunku): odcinki zawarte w potokregach oraz odcinki lezace na prostych
prostopadtych do brzegu:

577 7N “B R

Miary odcinkéw — dlugos¢ odcinka o poczatku w punkcie C i koncu w punkcie D,
zawartego w prostej prostopadtej do brzegu, wynosi:

lnHiH
0

m(CD) = e

gdzie (x, ¢) 1 (x, d) sa euklidesowymi wspotrzegdnymi punktéw C i D odpowiednio.
Tak podany wzor okresla miar¢ odcinka CD 1 nie zalezy od kolejnosci punktow.

Wynika to z whasnos$ci logarytmu:

m(CD) = 1nHiH‘: mled ‘ mHEH‘: mhed
Ucl 0d [ 0d [ 0d [
Y
D=(x, d)
C =(X, c)
X

Dhugo$¢ odcinkow zawartych w potokregach okresla si¢ wzorem:

Tl
m(AB) = [Inl—20

t 2
&5

gdzie O ysa euklidesowymi katami. Podobnie jak w pierwszym przypadku miara
odcinka 4B lezacego na prostej / nie zmienia si¢ jezeli rozwazamy odcinek BA, czyli
punkty B i 4 sa potozone na prostej / w nastgpujacej kolejnosci: B <; 4.
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SPEENIANIE AKSJOMATOW GEOMETRII NIEEUKLIDESOWE]

Aksjomaty incydencji

I1 — Dla dowolnych dwoch roznych punktow A i B istnieje tylko jedna prosta
przechodzaca przez te punkty. Jezeli punkty 4 i B sa potozone jak na rysunkul, to
jedyna prosta zawierajaca te punkty to prosta prostopadta do brzegu.

"1 A
A ) B
- r
rysunek1 rysunek?2

Jezeli natomiast sa w innym polozeniu (rysunek2), to prowadze euklidesowa
symetralng odcinka 4B, ktéra jednoznacznie wyznacza $rodek i dtugo$¢ promienia
okregu. |

I2 — Na kazdej euklidesowej potprostej i potokregu leza przynajmniej dwa punkty,
zatem rozpatrujac te obiekty jako proste w modelu Poincarego réwniez zawieraja
przynajmniej po dwa punkty. [

I3 — Rozwazmy prosta / i prosta p oraz punkty 4, B, C jak na rysunku. Wowczas nie
jest mozliwe by istnial potokrag lub potprosta prostopadta do brzegu zawierajaca
jednoczesnie punkty A4, B, C.
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Aksjomaty porzadku
Poniewaz model Poincarego zanurzony jest w plaszczyznie euklidesowej zatem
porownujac euklidesowe wspotrzedne punktow i okreslajac porzadek tak jak w
arytmetycznym modelu Hilberta natychmiast otrzymujemy, ze pierwszy aksjomat
porzadku jest spetniony. Uzasadnienie, ze aksjomat Pascha jest spelniony pomijamy.

Aksjomaty miary odcinkow

M1 — wyrézniamy dwa typy odcinkdéw: AB i CD jak na rysunku.

¥
D=(xd
C :(X= C)
X
o Dla odcinkow takich jak odcinek CD wystarczy porowna¢ wspotrzedne
punktow C i D. Miara rozwazanego odcinka wynosi z definicji
d
m(CD) = ln@;@_ Z faktu, ze d # c oraz wartosci bezwzglednej z logarytmu

otrzymujemy, ze miara odcinka jest zawsze dodatnia.

o Dla odcinkow typu AB wystarczy poréwnaé miary katow O i Y
Rozwazane katy sa z przedziatu (0, 7). We wzorze na miar¢ odcinka rozpatrujemy

5 m
5 i% czyli katy z przedzialu @0,5@. Poniewaz funkcja tangens

7 to

m d
przyjmuje warto$§ci dodatnie na  przedziale HO,—H oraz  — ¥
0 20 2 2
)
digo 1

m(AB)= [nl—205>0 g

y
t L.
2

M2 —rozwazy¢ nalezy cztery przypadki potprostych:

1) 2)
B=ixb) A= a)
A=x a) B =1k, b
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3) 4)

Pokazemy, ze w 1) i 3) aksjomat M2 jest spetniony. Uzasadnienie dla pozostatych
przypadkow jest analogiczne jak przeprowadzone rozumowania w 1) i 3), dlatego je
pomijamy.

Przypadek 1: Szukamy punktu B=(x, b) gdzie b>a, takiego by miara odcinka AB
wynosita ustalona wielko$¢ d. Zatem musimy dobra¢ takie b, by zachodzita réwnosé

b
hl@—@: d. Podstawiajac b= ale?do wzoru na dlugo$¢ odcinka AB zachodzi
a
rownosc¢.
Przypadek 3: Dany jest punkt 4 na zadanej polprostej i wielko$¢ d. Nalezy znalez¢
punkt B taki by m(4AB) = d. Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia miary kata [3,
poniewaz wielko$¢ ta jest jedyna niewiadoma we wzorze na dlugo$¢ odcinka AB.

Zauwazamy, ze O > [3 zatem opuszczajac wartos¢ bezwzgledna we wzorze na dlugos¢
odcinka musimy zmieni¢ znak na przeciwny. Otrzymujemy:

b Bl Bl

m(AB) = 1nu_a2u - - 1nD_aD: 1nD_BZD: d
1g— 1g— g
ngﬁ ngﬁ ngﬁ

a
Znamy miar¢ kata o, zatem niech /g 5 =a.

Otrzymujemy wowczas, ze g % = alle’’ czyli szukany kat B = 2arctg(a De'd) . u

M3 — Rozwazymy dwa przypadki:

o Dla prostych p typu jak na rysunku ponizej otrzymujemy:
#
b
m(AB) = lnH—H, .
(4B) Dl C=qxc)
m(BC) = ni <1, B=b)
0b0 ’ l/ /}
= (X, d
c
m(AC) = lnH—H. .
Jall )
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L buel. Al
Zatem m(AB)+ m(BC) = 1nH H+lng@—ln§a b@ ln@a@ m(AC) . m

Dla prostych p bedacych w geometrii eukhdesowe_] polokregami otrzymujemy:

HtggH Htng Htg H

m(AB) = 1nD—$D, m(BC) = 1nD—§D, m(AC) = 1nD—0D
tg — tg— t
H & 2H H €5 H H £y H

Po podstawieniu otrzymanych wielkosci do wyrazenia m(4B) + m(BC) uzyskujemy
szukang rownos¢:
0
digot

Htg H Ht H Htg—t

m(AB)+m(BC)-1nD—2D+1nD 20: jp0—2p 2 a In0—20= m(AC) . m

ML M

Aksjomaty miary katow

K1 — kat pomigdzy potprostymi w rozumieniu hiperbolicznym to kat pomiedzy
stycznymi euklidesowymi do potprostych w punkcie przecigcia. Zatem miara kata w
modelu jest taka sama jak na ptaszczyznie euklidesowej czyli z przedziatu (0, T7).m

K2 —Wyznaczamy styczna w punkcie 4 do zadanej potprostej p (patrz rysunek)

o poczatku w 4. Nastgpnie konstruujemy euklidesowa prosta s —styczna do p w punkcie
A. W kolejnym kroku wyznaczamy prosta s’, ktora przechodzi przez punkt A4 1 jest
nachylona do stycznej s pod zadanym katem . Prosta s’ jest zarazem styczna w
punkcie 4 do szukanej hiperbolicznej poétprostej k. Mozemy zatem wyznaczy¢ promien
1 Srodek szukanego potokregu na ktérym lezy potprosta k.
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W analogiczny sposdob mozemy wyznaczy¢ dowolny kat dla dowolnie wybranej
polprostej w zadanej potptaszczyznie. ]

K3 — aksjomat jest spetniony w modelu, jednak jego dowdd pomijamy ze wzgledu na

to, ze uzasadnienie wymaga zmudnych 1 diugich rozumowan, ktorych charakter
odbiega od tresci wyktadu.

Aksjomat Lobaczewskiego

Istnieje para (jak na rysunku ponizej): prosta p i punkt 4 nie lezacy na prostej p przez
ktéry przechodza co najmniej dwie proste roztaczne z zadana.

Model Poincarego pokazuje, ze geometria hiperboliczna rozpatrywana jako system
dedukcyjny jest niesprzeczna. Jezeli natrafilibySmy w modelu Poincarego na
sprzeczno$¢ oznaczaloby to, ze geometria euklidesowa bytaby sprzeczna. Zatem
prawdziwe jest nast¢pujace stwierdzenie:

Jesli geometria euklidesowa jest niesprzeczna, to takze geometria Lobaczewskiego jest
niesprzeczna.

Powstaje pytanie, ktora z dwoch geometrii hiperboliczna czy euklidesowa ma
przewage przy opisywaniu geometrii §wiata fizycznego. WspomnieliSmy w rozdziale
piatym, ze doswiadczalnie nie mozemy rozstrzygnal tej kwestii. Proby Gaussa
znalezienia trojkata o niezerowym defekcie nie powiodly sig, ale wykazaty, ze
geometrie euklidesowa i hiperboliczna sa zblizone dla stosunkowo matych figur, na
tyle ze empirycznie sa rOwnowazne. Mysle wigc, ze najlepsza odpowiedzia na to
pytanie sa stowa Poincar’ego:

,,Jedna geometria nie moze by¢ prawdziwsza od drugiej; moze by¢ tylko
wygodniejsza.””

2 H. Poincare, Science and Hypothesis, New York 1952r.

&3



Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe

Lista 1. Aksjomaty pola wielokatow.

1. Postugujac si¢ aksjomatami pola oraz wywiedzionymi z aksjomatow( na
wykladzie) wlasno$ciami, a takze znanymi z geometrii wlasno$ciami figur,
wyprowadz wzory na pole: (a) rownolegloboku, (b) trojkata, (c) trapezu. W
przypadku trudnosci z przypadkiem ogdlnym zacznij od przypadkéw tatwiejszych:
réwnolegloboku, o bocznych krawegdziach nie za bardzo pochylonych, trojkata
prostokatnego, trojkata 1 trapezu rownoramiennego. W  poszczegolnych
podpunktach tego zadania mozesz tez skorzysta¢ z podpunktow poprzednich.

2. Zbadaj, ktore aksjomaty pola sa spelnione, a ktére nie sa, przez poszczegolne
funkcje P; opisane ponizej:

B (W) =1 dla kazdej figury W;

1
P(W):= ZDO(W) , gdzie (OW) jest obwodem figury W;

niech C bedzie ustalonym okrggiem na ptaszczyznie 1 niech P;( W) bedzie
dlugoscia tej czgéci okregu C, ktora jest zawarta w I
d) rozwazmy na plaszczyznie punkty kratowe, tzn. punkty majace w
pewnym ustalonym uktadzie wspotrzednych obie wspoirzedne catkowite i

1
niech P,(W) = wt Eb_ 1, gdzie w jest ilo$cia punktow kratowych lezacych

wewnatrz W, za$ b ilo$cia punktow kratowych na brzegu W;
3. Uzasadnij, ze zastgpujac jeden z aksjomatéw pola innym aksjomatem jak
ponizej otrzymamy réwnowazny uktad aksjomatow:
a) aksjomat jednostki aksjomatem: pole ustalonego kwadratu o boku 2 wynosi 4;
b) aksjomat monotoniczno$ci aksjomatem : P(W) = 0 dla kazdego wielokata W;
c) aksjomat przystawania stabszym aksjomatem przystawania trojkatow:
przystajace trojkaty maja rowne pola;
d) aksjomat jednostki aksjomatem: pole ustalonego trojkata réwnobocznego o

boku 1 wynosi 73

4. Uzasadnij, ze nastgpujacych stwierdzen nie da si¢ udowodni¢ bez odwotania
si¢ do aksjomatu przystawania (a wigc wytacznie na podstawie trzech pozostatych
aksjomatoéw pola):
kazdy kwadrat jednostkowy ma pole 1;
b) pole trojkata powstatego z podziatu dowolnego prostokata przekatna
jest rowne potowie pola tego prostokata;
istnieja wielokaty o dowolnie duzych polach;
d) rownolegtoboki o rownych podstawach 1 rownych wysokos$ciach maja
réwne pola;
P(W) 20 dla dowolnego wielokata W.
5. Uzasadnij, ze stwierdzen (b), (c), (d), 1 (¢) z zadania 4 nie da si¢ udowodni¢
bez korzystania z aksjomatu addytywnosci.
6. Niech P; bedzie zwyktym polem figur wielokatnych. Zbadaj, ktore aksjomaty
pola sa spetnione, a ktére nie sa, przez poszczegolne funkcje P, opisane ponizej:

P.OV) = %DPO(W>+ %
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P, (W)= min(P,(),1000);
C) ustalamy pewna polplaszczyzng E zawierajaca kwadrat
jednostkowy K bedacy wzorcem pola (kwadrat z aksjomatu jednostki) i niech
B(W)= P(Wn E)
7. Czy zastgpujac aksjomat sumy aksjomatem ,, P(W1 0 Wz) < PW)+ P(W,)dla
dowolnych figur wielokatnych W, 1 W,” otrzymamy roéwnowazny uktad
aksjomatow?
8. Czy stwierdzenie ,,w$rdd prostokatow o ustalonym jednym boku ten, ktérego
drugi bok jest dtuzszy nie moze mie¢ mniejszego pola” jest niezalezne od uktadu
aksjomatow:
AS, AM, AJ;
AP, AM, AlJ.
9. Czy stwierdzenie :pole wielokata jest rowne potowie kwadratu §rednicy tego
wielokata” (gdzie $rednica to maksymalna odlegto$§¢ migdzy punktami wielokata)
mozna obali¢ za pomoca :
aksjomatow pola;
samych tylko aksjomatow AP, AM, Al.
10. Czy uklad skladajacy si¢ z aksjomatéw AP, AJ, AS oraz z zaprzeczenia
aksjomatu AS jest niesprzeczny?
11. Czy ukiad sktadajacy si¢ z aksjomatéw AS, AP, AJ oraz aksjomatu ,pola
wielokatow podobnych sa sobie réwne” jest niesprzeczny?
12. Czy te sposrod ukladow aksjomatow z zadan 10 1 11, ktére sa niesprzeczne sa
rowniez zupetne?
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Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 2. Aksjomaty i modele geometrii euklidesowej plaszczyzny.

1. Dla nizej wymienionych modeli ptaszczyzny (i) uzupehij
precyzyjna interpretacja pojec pierwotnych, (ii) podaj przyktady wszystkich pojec
wystepujacych w aksjomatach a definiowanych za pomoca poje¢ pierwotnych, (ii)
rozstrzygnij ktore aksjomaty plaszczyzny euklidesowej nie sa spelnione w tych
modelach.

A) Punkty to liczby rzeczywiste i jest tylko jedna prosta, przy czym wszystkie
punkty do niej naleza.

B) Punkty to litery polskiego alfabetu, zas proste to stowa z ustalonego stownika
jezyka polskiego.

C) Punktami sa wszyscy pracownicy w Polsce, prostymi wszystkie firmy, za$
porzadek zadany jest przez podleglo$¢ stuzbowa (nie tylko bezposrednia).

D) Punktami sa punkty z wnetrza pewnego kota, za$ prostymi wnetrza cigeciw tego
kota; porzadek na prostych, miary odcinkéw i miary katow sa takie same jak w
zwyklej geometrii.

E) Role plaszczyzny petni trojwymiarowa przestrzen, za$ pozostate pojecia sa
okreslone tak jak zwyktej geometrii.

F) Wszystkie pojgcia sa jak w zwyklej geometrii ptaszczyzny, tylko miary katow
sa rowne potowie zwyktych miar.

G) Wszystkie pojgcia sa takie jak w zwyklej geometrii ptaszczyzny, tylko miary
odcinkoéw sa rowne zwyktym miarom podniesionym do kwadratu.

Teoria incydencji, to teoria bedaca fragmentem geometrii euklidesowe;,
oparta tylko na aksjomatach incydencji I11-I3 oraz na aksjomacie réwnoleglosci R.
Pojeciami pierwotnymi w tej teorii sa tylko: punkt, prosta, relacja nalezenia.

2. Na ponizszych rysunkach pogrubione kropki reprezentuja
punkty, za$ linie (zar6wno proste jak owalne) reprezentuja proste. Relacja

nalezenia odpowiada lezeniu kropki na linii. Sa to modele teorii incydencji. Ktore
z tych modeli spetniaja wszystkie aksjomaty teorii incydencji?

P AN
A%




3. Uzasadnij, ze poszczego6lne aksjomaty teorii incydencji sa od

siebie niezalezne.

4. Czy z aksjomatow teorii incydencji wynika, ze:

a) na kazdej prostej leza przynajmniej 3 punkty;

b) plaszczyzna sktada si¢ z przynajmniej czterech punktow;

c) na plaszczyznie znajduje si¢ przynajmniej 6 prostych;

d) przez kazdy punkt przechodza przynajmniej 3 proste;

e) dla kazdej prostej istnieja przynajmniej dwie proste, ktore jej nie przecinaja?

5. Czy teoria incydencji jest niesprzeczna? A czy jest zupetna?

6. Proste p; 1 p» nazywamy rownoleglymi jesli jest to ta sama

prosta lub jesli sa rozne i nie maja punktéw wspolnych. Uzasadnij, ze:

a) relacja rownoleglosci jest przechodnia;

b) jesli pzq 1 p przecina g, to kazda prosta réwnoleglta do p przecina ¢ w
doktadnie jednym punkcie, za$ przez kazdy punkt prostej g przechodzi
doktadnie jedna prosta rownolegta do p;

c) jesli pZg to istnieje prosta r przecinajaca kazda z prostych p i ¢ w dokladnie
jednym punkcie.
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Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 3. Historia rozwoju geometrii nieeuklidesowej.

Model Poincarego

Wskaz ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe, odpowiedZ uzasadnij:
odkrywca geometrii nieeuklidesowej byt Lambert;

b) David Hilbert jako pierwszy dowiddl, Zze geometria
nieeuklidesowa jest niesprzeczna, o ile niesprzeczna jest geometria
cuklidesowa;
C) Saccheri byl jednym z matematykow probujacych
dowodzi¢ V postulatu Euklidesa metoda nie wprost;
d) Lobaczewski  przeprowadzit  dowdd — geometrii
nieeuklidesowej;
e) arytmetyczny model geometrii euklidesowej dowodzi
niezaleznosci aksjomatu réwnolegloséci od pozostatych aksjomatow;
f) rownoleglos¢ prostych jest pojeciem pierwotnym
geometrii nieeuklidesowej;
g) niektore twierdzenia geometrii absolutnej nie sa
prawdziwe w geometrii Lobaczewskiego;
h) w geometrii nieeuklidesowej na kazdym trojkacie
mozna opisac okrag.
2. Czy nastgpujace stwierdzenia sa, w obecno$ci pozostatych
aksjomatéw, rownowazne (i) V postulatowi FEuklidesa, (ii) aksjomatowi
Lobaczewskiego:
suma katow w dowolnym trojkacie jest nie wigksza niz 1807
b) wszystkie proste prostopadte poprowadzone z jednego

ramienia dowolnego kata ostrego przecinaja tez drugie ramig;
kazde dwie proste nieprzecinajace si¢ maja tylko jedna wspdlna prostopadta.

3. Czy w geometrii nieeuklidesowej defekt trojkata moze by¢
zarowno ujemny jak i dodatni?
4. Wskaz proste asymptotyczne do prostej ,,pionowej” w modelu

Poincarego. Czy sa to wytacznie proste ,,pionowe”?
Wskaz w modelu potptaszczyznowym Poincarego:
a) trzy proste, z ktorych kazde dwie znajduja si¢ po tej samej stronie trzeciej
prostej;
b) kat rozwarty, ktorego obszar jest zawarty w obszarze pewnego kata ostrego;
c) kat ostry oraz prosta hiperboliczna lezaca w jego wngtrzu, taka ze nie przecina
zadnego z ramion kata;
d) prosta prostopadta do jednego ramienia kata ostrego 1 nie przecinajaca
drugiego ramienia.
Uzasadnij, ze przez wybrany punkt prostej przechodzi doktadnie jedna prosta
prostopadta.
Uzasadnij, ze dwie proste asymptotyczne nie maja zadnej wspolnej prostopadte;.
Wskaz w modelu pélptaszczyznowym Poincarego trojkat taki, ze proste
zawierajace jego wysokosci nie przecinajg sie.
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Wskaz na polptaszczyznie Poincarego pigciokat majacy pig¢ katéw prostych.
10. W modelu Poincarego znajdz taki przyktad czworokata o
trzech nieeuklidesowych katach prostych, dla ktérego potrafisz uzasadnic, ze
czwarty kat jest ostry. Podaj to uzasadnienie.
11. Prostopadte do ramion kata prostego na plaszczyznie
nieeuklidesowej poprowadzone z punktéw odleglych od wierzchotka o 2 na
jednym i o x na drugim ramieniu sa prostymi asymptotycznymi. Oblicz x w
przypadku, gdy wierzchotek kata znajduje si¢ w punkcie (1, 1) w modelu

Poincarego.
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