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Wyklad 1 - 23.02.2015

Rozmaitosé¢ topologiczna

Definicja 1. Przestrzen topologiczna M jest n—wymiarows rozmaitos$cia topologiczna jesli
@ jest przestrzenia Hausdorffa
@ ma przeliczalng baze topologii

® jest lokalnie przestrzenig euklidesowg wymiaru n, tzn kazdy punkt posiada otoczenie otwarte home-
omorficzne z otwartym podzbiorem R™.

Uwaga 0.1. Warunek @ wyklucza na przyktad

(o
o ——

Uwaga 0.2. Wiasnosé ktéra nie zachodzi bez Ty: dla dowolnego zwartego K C U jego odpowiednik w
M, czyli K = ¢~ !(K) jest domkniety, a nawet zwarty.

A

S

Warunek @ wyklucza ,rozmaitosci zbyt duze”, na przyktad nieprzeliczalna suma parami roztgcznych kopii R”
nie jest rozmaito$cia. Warunek przeliczalnosci bazy implikuje:

e kazde pokrycie rozmaitosci zbiorami otwartymi zawiera przeliczalne podpokrycie(warunek Lindel6fa)
e kazda rozmaito$c¢ jest wstepujaca suma otwartych podzbioréw, ktérych domkniecia sa zwarte

Uwaga 0.3.

Z teorii wymiaru wiadomo, ze dla n # m otwarty podzbiér w R™ nie jest homeomorficzny z otwartym
podzbiorem R™.
Stad n jest jednoznacznie przypisany rozmaitosci, i nazywamy je wymiarem rozmaitosci, n = dim M

Definicja 2. Mapa na rozmaitosci topologicznej M nazywamy parg (U, ) gdzie U jest otwartym podzbiorem
M,ap:U—U=¢U) CR" jest homeomorfizmem na otwarty podzbior U w R™.

e U nazywamy zbiorem mapowym
Fakt 0.4. Rozmaitos¢ jest pokryta zbiorami mapowymi.
(U, ) jest mapa wokol p € M jesli p € U oraz p(p) =0 € R?
(U, ¢) nazywa sie tez lokalnymi wspotrzednymi na M, lub lokalna parametryzacja(n parametryzacja).
n+1

Przyktad 1. Sfera S™ = {(z1,...,2p41 € R": > 22 =1}.
i=1

e Warunki @ i @ sg dziedziczone z R™+1.



e Lokalna n—euklidesowos¢ wyniknie z opisania pewnej rodziny map na S™, ktorych zbiory mapowe
pokryja cate S™.
Dlai=1,...,n+ 1 rozwazmy otwarte podzbiory U;” = {x € S": z; >0}, U, = {z € S": x; < 0}.
Pokrywaja one cate S™, bo kazdy = € S™ ma ktoras wspolrzedna niezerows.
Odwzorowanie mapowe @ : U — R”
cpzi(xi = (T1,.. ., Ti 1, %5, Tix1, .-, Tne1) jest ciagle(obciecie rzutu R™ na R® = {z € R*"* : x; = 0}
do U;F).

%

U+

v-

Obraz Uif = o (UE) = {(21,...,2,) €ER": Y22 < 1} jest otwarta kula w R™ o promieniu 1.

3

U+

K2

cpf : Uii — UijE jest wzajemnie jednoznaczne. Odwzorowanie odwrotne przestawione jest wzorem

() (@1, .y an) = (@1, i1, £

n
2
1-— E T Ty T)
Jj=1

jest ciagle. Zatem ¢ : UF — UF sa homeomorfizmami. A wicc (U, ¢7) sa mapami pokrywajacymi
S

Rozmaito$é rézniczkowalna(gladka)

Definicja 3. Mowiac rézniczkowalna mamy na mysli gtadka.

Motywacja. Dla ciaglej funkcji rzeczywistej f : M — R na rozmaitosci chcemy rozpoznaé, czy jest roznicz-
kowalna.

Mozemy chcie¢ to zrobi¢ wyrazajac ta funkcje w mapie(w lokalnych wspolrzednych)

e funkcja f wyrazona w mapie (U, @) to zlozenie fop™!: U — R"

»Definicja” f: M — R jest gtadka jesli dla kazdej mapy (U, ¢) na M kiedy fop~!:U — R jest gtadka.
Klopotem z tg ,definicja’ jest kwestia zgodnosci pomiedzy mapami.

Zwiazek pomiedzy wyrazeniami funkcji f w mapach (U, ) i (U, )

foyp ™= (fop ) o (py!) gdzie pyp=! : U — U jest homeomorfizmem.

Gdy f o~ ! jest gtadkie, to zawsze mozna dobraé ¢ tak, by f o ¢! nie byto gtadkie.

Definicja 4. Mapy (U, ¢), (U, v)) nazywamy zgodnymi(gtadko zgodnymi) jesli wip—" : U — U oraz Yo'

U — U sy gtadkie.

1

Uwaga 0.5. o1p~! oraz ¢~ nazywamy odwzorowaniami przej$cia od jednej mapy do drugiej

Uwaga 0.6. ©p~! oraz 1pp~! sa gladkie i wzajemnie odwrotne. Takie odwzorowanie(gtadkie i gtadko odwra-
calne) nazywa sie dyfeomorfizmem pomiedzy otwartymi podzbiorami w R™. Wtedy w kazdym punkcie
Jakobian jest niezerowy.

Definicja 5. Mapy (U, ¢) i (V, 1)) na rozmaitosci M nazywamy zgodnymi, gdy sa zgodne po obcieciu do UNV.
W szczegolnosei, gdy U NV = () to mapy sa automatycznie zgodne.

Odwzorowania przej$cia pomiedzy mapami (U, ¢), (V, 1) nazywamy odwzorowania przej$cia pomiedzy obcie-
ciami iy doUNV.

-1
wUmv (@|UﬂB) .
Rownowaznie (U, ¢), (V,4) sa zgodne gdy oba odwzorowania przejScia pomiedzy nimi sa gtadkie.

Definicja 6. Gladkim atlasem A na rozmaitosci M nazywamy zbior map {(U,, o)} takich, ze

e {U,} pokrywa cale M



e kazde dwie mapy z tego zbioru sg zgodne

Przyktad 2. Rodzina map {(U,¢F): i=1,...,n+ 1} na S™ stanowi atlas gtadki.
Zbadajmy zgodno$¢ map na przyktad (U;", o), (U;r, @j), i<j.

e UNUS ={xeS": z;>0,z; >0}

e o (U NUS) ={zeR": |z] <1, 21 >0}

e oF(UFNUS) ={zeR": |z| <1,z >0}

(@)™
{lz] <1, &; >0} > (x1,...,2,) J (1, i1, /1 —|z|%, 25, .., xp)
o

@ (pf)?

(CUl, ey Li—1, CEAZ', Titlyee s Tj—15\/ 1— |£L"2,.’[j, A ,ZL’n) (p;r((p;r)—l sa
gladkie.
Podobnie sprawdza sie gltadkosé @j((pj)’
branymi mapami.

! oraz gladkos§é pozostatych odwzorowan przejscia pomiedzy wy-

Definicja 7. Rozmaitoscia gtadka nazywamy pare (M, A), gdzie M jest rozmaitoscia topologiczna, zas A jest
atlasem na M.

Definicja 8. (1) Mapa (U, ¢) na M jest zgodna z atlasem A na M gdy (U, ¢) jest zgodna z kazda mapa z A.

(2) Dwa atlasy A1, A2 na M sa zgodne, gdy kazda mapa z A; jest zgodna z atlasem As(kazda mapa z A,
jest zgodna z kazda mapa z As).
Zgodnosé atlaséw jest symetryczna i przechodnia.
Gdy A; jest zgodna z As to rodziny funkcji rzeczywistych gladkich na (M, A;) oraz na (M, As) pokrywaja
sie. Mowimy, ze atlasy A; i Ao zadaja strukture tej samej rozmaitosci gltadkiej na rozmaitosci topologicznej
M.

Inny wystepujacy w podrecznikach sposéb sformalizowania pojecia rozmaitosci
gladkiej

Definicja 9. A jest atlasem maksymalnym(gtadkim), jesli kazda mapa na M zgodna z A nalezy do A.

Fakt 0.7. Kazdy gtadki atlas A na M zawiera sie w dokladnie jednym atlasie maksymalnym(zlozonym z
wszystkich map na M zgodnych A).

Definicja 10. (réwnowazna poprzedniej definicji).
Rozmaitosé gtadka to para (M, A) jest M jest rozmaitoscia topologiczna zas§ A to gladki atlas maksymalny.

Definicja 11. Funkcja f : M — R jest gladka wzgledem gladkiego atlasu A na M jesli V(g e a fop™l:U =R
jest gladka.

Faokt 0.8.

(1) Jedli f: M — R jest gtadka wzgledem A, zas (U, ¢) jest zgodna z A, to fop: U — R jest gladka.

(2) jesli atlasy Aq, Ay sa zgodne, to f : M — R jest gladka wzgledem A; iff jest gtadka wzgledem A, iff jest
gladka wzgledem atlasu maksymalnego zawierajacego A; i As.

Warianty pojecia rozmaito$ci rézniczkowalnej

1

e mapy (U, @), (V, 1)) moga byé¢ C*¥—zgodne jesli i~ oraz 1p~! sa odwzorowaniami klasy C*



e C%—atlas - mapy sa C*—zgodne - okredla strukture C* —rozmaitosci
e C"—rozmaito$¢ = rozmaitosé topologiczna

e (°°—rozmaito$¢ = rozmaito$¢ gltadka

e rozmaitos$¢ analityczna - gdy mapy sa analitycznie zgodne

e rozmaitosci zespolone, konforemne, kawatkami liniowe(PL), inne

e na C*—rozmaitosci nie da sie zdefiniowaé pojecia funkcji klasy C™ dla m > k, tylko co najwyzej klasy
Ck

Dychotomia miedzy C° i C*, k>0
e Z kazdego maksymalnego atlasu C! — rozmaitoci mozna wybraé atlas ztozony z map C° —zgodnych
e Istniejg C°—rozmaitoéci nie dopuszczajace zadnej zgodnej struktury gtadkiej(Quinn 82, Friedman ’82)

Definiowanie rozmaitosci gladkiej X za pomoca samego atlasu

Lemat 12. Niech X bedzie zbiorem, n € N, {U,} kolekcja podzbioréow w X Vo @o : Uy — R™ jest réznowar-
toSciowe, takie Ze

(1) Vo 0a(Us) = Uy C R™ jest otwarty
(2) Va3 a(Ua NUR) oraz ¢3(U, NUg) otwarte w R™

(3) gdy UsNUg # 0 to pgoprt i 0a(Us NUg) — ps(Us NUp) jest gtadkie(a nawet dyfeomorfizmem, bo
odwrotne pq, © gpgl tez jest gtadkie)

(4) przeliczalnie wiele sposréd U, pokrywa X

(5) Vpqaex, p# q istniejg o, B oraz otwarte podzbiory V,, C Uy, V, C Ug takie, zep € p ' (V,), q € gpgl(‘/:])
oraz o3 ' (V) Nt (Vy) = 0

Wowczas na X istnieje(jedyna) struktura rozmaitosci topologicznej dla ktorej zbiory U, sq otwarte. Ponadto
rodzina {(Uy, pa)} tworzy wtedy gtadki atlas na X.
Szkic dowodu:

e topologia na X: jako baze bierzemy przeciwobrazy przez o, otwartych podzbioréw w Uy = 0o (Uy)
o lokalna n—euklidesowosé X : jest wtedy oczywista
o nietrudo wtedy wybraé mniejszq baze przeliczalng
e Hausdorffosé topologi na X wynika z (5)
Przyktad 3. Niech £ bedzie zbiorem wszystkich prostych na plaszczyznie. Nie ma dogodnej topologii na £
e dwa podzbiory Uy, - proste niepionowe, U, - proste niepoziome
e U,>L={y=az+b} 2% (a,b) € R?
e U, L={x=cy+d} 2 (c,d) € R?
® p, Py 53 réznowartosciowe
e on(Un) =R?, ¢,(U,) =R?
e U, NU, = { proste niepionowe i niepoziome} = {[y = ax + b} : a # 0}
o 0 (U NU,) ={(a,b) €R?: a#0}, p,(U,NU,) = {(c,d) € R?: ¢ # 0}
1 d Pu

(L, —dy g 2

c’ c

e prosta L = {& = cy +d} € U, NU, po przeksztalceniu na réwnanie y = % T —
(c,d)
Zatem o0, (c,d) = (1, —2) gladkie.

ol

o U,UU, =L

e Nietrudno(ale uciazliwie) sprawdza sie (5)



Wyklad 2 - 02.03.2015

Przyktad 4. L - rozmaito$¢ prostych na plaszczyznie jest dwuwymiarowa rozmaitoscia gltadka(w rzeczywisto-
§ci £ jest homeomorficzna z wnetrzem wstegi Mobiusa; nie jest wiec homeomorficzna z zadnym podzbiorem R?

Rozmaitosé¢ gltadka z brzegiem
o H" = {(x1,...,2,) € R": x,, > 0} - podprzestrzen
o OH"={x € H": z, =0}, int(H") ={x e H": z, >0}
e dla U C H" otwartego okreslamy

oU =UNOH", intU = U Nint(H")

e dla U C H" otwartego f : U — R jest gladka, gdy jest obcigciem do U gladkiej funkcji f (U —
R, UCR"otwU CU, f=f|,

Fakt 0.9. z analizy: aby rozszerzenie f funkcji f istnialo potrzeba i wystarcza aby wszystkie pochodne czast-
kowe f w int(U) w sposob ciagly rozszerzaja sie do oU.

Definicja 13. M jest gltadka rozmaitoscia z brzegiem jesli posiada atlas (Uy, s ), gdzie U, sa otwarte
w M, ¢q : Uy, — H" sa homeomorfizmami na otwarty obraz ¢, (U,) = U, C H" takie, ze odwzorowania
przejscia apawgl sa gladkie(doktadniej, apagpgl : pa(Ua NUB) = wo(Uy NUR) jest gladkie, a takze gtadko
odwracalne, czy jest dyfeomorfizmem pomiedzy tymi otwartymi podzbiorami w H"™).

Fakt 0.10. Niech M bedzie rozmaitoscig z brzegiem, p € M. Jesli w pewnej mapie (Uy, o), a(p) € OH™ to
w kazdej innej mapie (Ug, @) zawierajacej p mamy ¢g(p) € OH".

Definicja 14. OM= zbiér punktow p € M takich, ze w kazdej mapie ich obraz nalezy do JH".
Analogicznie int(M).

Uwaga 0.11. OM, int(M) - to pojecia rozmaitosciowe, a nie topologiczne.
oM

s
Dowdd

Gdyby w pewnej mapie (Ug,pg), vg(p) € int(H") to z twierdzenia o funkcji odwrotnej(o odwzorowaniu
otwartym na UWr!) obciecie <pacp[§1 do int(pp(Us N Ug)) przeksztatcaloby male otoczenie otwarte ¢p(p)
dyfeomorficzne na otwarte w R™ male otoczenie punktu ¢, (p).

Ale obraz tego otoczenia przez <pa<pg1 mus by¢ zawarty w H”, wiec nie moze by¢ otwartym w R™ otoczenie
punktu ¢, (p) € OH". ]

Uwaga 0.12. Dla rozmaitosci topologicznych z brzegiem analogiczny FAKT wymaga w dowodzie twierdzneia
Brouwera o niezmienniczosci obszaru.

INiech f : U — W bedzie gtadka, U,W C R™ bedg otwarte, p € U oraz jakobian |f’(p)| # 0. Wtedy istnieje mate otwarte
otoczenie U’ punktu p w U takie, ze f|y/ : U’ — W’ jest dyfeomorfizmem na pewne otwarte otoczenie f(p) w W



Przyktad 5. Dysk D™ = {x € R" : |z| < 1} jest n-rozmaitoscia gladka z brzegiem.
Dowod
Skonstruujemy mapy:

e mapa (Up, o) : ] < 1};00 : Up = H", @o(z1,...y2n) = (1, Zpn_1,2n + 2)

® mapy (Uiia@ii)
Ur={zeD": 2;>0} U ={zxeD": x; <0}

(p;t(‘fl,,In):{%,7l;:171;t173%7172x12)

i=1
Jest to bijekcja na R"~! x [0,1) C H"
na

Rozklad jednos$éi na rozmaitosci gladkiej(takze z brzegiem)

Przyktad motywujacy problem: jak uzasadni¢, ze na kazdej rozmaitosci M z brzegiem istnieje gtadka funkcja
f: M — R taka, ze

® f(p)=0dlapedM
@ f(p) > 0dlap € int(M)

Technika pozwalajaca skleja¢/uzgadniaé globalny obiekt z lokalnych mapowych sktadnikow.

Definicja 15. Rodzina podzbioréow {A,} przestrzeni topologicznej X jest lokalnie skoriczona jesli kazdy
p € X posiada otwarte otoczenie U, takie, ze U, N A, # 0 tylko dla skonczenie wielu sposrod A,,.

Definicja 16. Pokrycie {Vz} przestrzeni X nazywamy rozdrobnieniem pokrycia {U,} jesli kazdy Vj zawiera
sie w pewnym Ul,.

Uwaga 0.13. Relacja bycia rozdrobnieniem jest przechodnia.

Definicja 17. Przestrzen topologiczna jest parazwarta jesli kazde pokrycie {U, } zbiorami otwartymi posiada
lokalnie skoniczone rozdrobnienie {V3} jest bedace pokryciem zbiorami otwartymi.

Lemat 18. Kazda rozmaitosé topologiczna jest parazwarta[Lee,str 36-37].

Uwaga 0.14. Zawsze mozna przyjaé, ze rozdrobnienie o ktorym mowa w lemacie(a raczej definicji parazwar-
tosci zastosowanej do rozmaitosci) sktada sie ze zbioréw mapowych i prezwartych(ich domkniecia w rozma-
ito$ciach sa zwarte). Dowod

Niech {U,} bedzie dowolnym pokryciem M zbiorami otwartymi. Latwo znalez¢ rozdrobnienie {U]} < {Ua}
zlozone ze zbioréw prezwartych, mapowych. Na przykltad {UN Vg : U € {U,}, Ve - mapowy w M}. Sto-
sujac lemat do rodziny {U!}, dostajemy {Vs} < {U]} lokalnie skoticzone. Poniewaz kazdy Vs zawiera si¢ w
pewnym U/ mapowym i prezwartym, wigc sam jest mapowy i prezwarty. Z przechodniosci {Vs} < {Ua} jest
jak w tezie.

Uwaga 0.15. Kazda lokalnie skoriczona rodzina {A,} podzbioréw prezwartych przestrzeni X ma nastepujaca
wlasnosé: dla kazdego A,, podrodziny {A, : Ay N Ay, # 0} jest skoficzona. Dowdd

Gdyby ta podrodzina byta nieskonczona, mobliby§my wybraé ciag A,,, ¢ € N z tej podrodziny, oraz ciag
punktow X; € A,, N Ap.

Ciag (x;) ma punkt skupienia w zwartym domknieciu cl(A,,). Oznaczmy go p. Dowolne otocznie U, punktu



p zawiera nieskoniczenie wiele x;, wiec przecina niepusto nieskonczenie wiele A,,. Sprzecznosé¢ z lokalna
skoriczono$cig rodziny A,. ]

Uwaga 0.16. Majac juz mapowosc i prezwarto$¢ zbioréw z rozdrobnienia {Vz} mozemy dodatkowo zapewnié¢
sobie istnienie zwartych zbioré6w Dg C Vj takich, ze | JDg = M. Dowod
B

O kazdym V3 mozemy mysle¢ jak o otwartym podzbiorze w R™(utozsamiajac go za pomoca odwzorowania
mapowego z odpowiednikiem V3 C R™

e Kazdy V3 jest wstepujaca suma mniejszych zbiorow Vg : k € N otwartych w R™ ktérych domkniecia
cl(Vp ) C Vg i sa zwarte.
(na przyktad Vg, = B(zo, k) N{z € Vs d(z, Vg < +hH

e Niech Vp,,..., V3, beda zbiorami z {V3} niepusto przecinajace si¢ z V3, (jest ich skonczenie wiele).
Wowczas Vg, , ..., Vs, wrazz Vg, : k € N stanowig pokrycie zwartgo cl(V3, ).
Mozna z niego wybraé¢ skoriczone podpokrycie postaci

Vﬁlv ) Vﬁmvvﬁo,ko

Oznacza to, ze zastepujac w {Vg} zbidr Vs, przez Vs i, dostajemy nowe pokrycie M (z tym ze cl(V3 g,
jest zwarty).
Powtarzamy kolejno dla wszystkich Vj i bierzemy Dg = cl(Vp x,) |

Wyklad 3 - 09.03.2015

Dla dowolnego otwartego pokrycia {U,} rozmaitosci topologicznej istnieje skoniczone rozdrobnienie {Vg} <
{U,} skladajace si¢ ze zbioréw mapowych, prezwartych oraz rodzina {Dg} zwartych podzbioréw Dg C V3
ktora dalej jest pokryciem M.

Definicja 19. Dla funkcji rzeczywistej f : X — R nosnik f to supp(f) =cl({x € X : f(z) # 0}).

Fakt 0.17. Dla dowolnego otwartego Q C R"(a takze Q C RY) i dowolnego zwartego D C (Q istnieje gladka
f:R" =R (f: R} — R). takie, ze

® f>0
@ supp(f) C Q
® f(x)>0dlaxzeD

Twierdzenie 20. Dla kazdego otwartego pokrycia {U,} rozmaitosci gtadkiej M istnieje rodzina {f;} gtadkich
funkcji f; : M — R taka, ze

@ f;>0

@ kazdy nosnik supp(f;) zawiera sie w pewnym Uy,

® nosniki {supp(f;)} tworzq lokalnie skoriczone pokrycie M
@ Vien %:fj(:n) =1

Rodzina {f;} jak wyzej nazywa sie rozktadem jednosci wpisanym w pokrycie {U,}. Dowdd

o Niech {V;} =< {U,} bedzie lokalnie skoriczonym pokryciem otwartym prezwartymi zbiorami mapowyms
niech D; C V; bedg zbiorami zwartymi, dalej pokrywajgcymsi M.

o Dzieki faktowi z R" dla kazdego j istnieje gtadka funkcja h; : M — R taka, ze
(1) h; 20

(2) supp(hj) C V;
(8) hj(z) >0 dlax e D,

o h; definiujemy nastepujgco:



— rozwazmy mape p; 1 V; s V; cR"

— Fakt 2 R™ stosujemy do Q) = Vj, D = D; otrzymujgc h; : R® — R, supp(h;) C V;, hj(z) >0 dla
x € Dj
() = hjopi(z) dlaxeV;CM
0 dla x € M\V;

— h; oczywiscie spetnia @, @ i @
— h; : M — R jest gtadka, bo

1) wystarczy pokazaé, Ze h; jest gtadka na pewnym otoczeniu kazdego punktu

2) na otoczeniach punktow z V; oczywiscie jest gtadka, bo po wyrazeniu w mapie (V;,¢;) jest

gtadka

3) dla p € M\V; istnieje otwarte otoczenie p w M roztgczne z nosnikiem supp(h;). Na tym
otoczeniu h; = 0, wiec jest gladka

— Niech h(z) = 3_hj(x) co ma sens, bo nosniki supp(h;) sq rodzing lokalnie skoriczong.
Z lokalnej skoiiczonogci wynika tez gtadkosé h(bo lokalnie na otoczeniach punktow h jest sumg
skoticzenie wielu funkcji gtadkich). Mamy tez Ve h(x) > 0, bo D; pokrywajg M

— Okreslmy f;(x) = h(x) , fi M — R gtadka, supp(f;) = supp(h;) CV;, f; >0
%ffj( z) = Z*;((f)) =iy =1

Przyktad 6. Pytanie o istnienie gladkiej f : M — R takiej, ze f(0) = 0 dla x € OM oraz f(p) > 0 dla
p € int(M).
Niech {U,} bedzie dowolnym pokryciem M zbiorami mapowymi a f, : U, — R rodzina funkcji gtadkich.

o Jedli Uy NOM # 0 t0 fo = fo 0 0o gdzie fo : Uy — R, gdzie fo(21,...,7,) = 2
e JesliU,NOM =0 to fo =1

Niech {hg} bedzie rozktadem jednosci wpisanym w {U, }. Dla kazdego 5 wybieramy «(/3) takie, ze supp(hg) C

o hg - fa(s)
U . Definiujemy hjy = 4 poza |
a(B)
a(B)
bl : M — R jest gtadka, supp(hjs) C supp(hg) wigc rodzina {supp(hj)} jest lokalnie skoriczona.

Definujemy f(x) = Zﬂ: hs(z).

Dla p € OM, Vghj(p) = 0 wiec f(p) =
Dla p € int(M), 35 : hp(p) > 0. Wtedy hj3(p) > 0 oraz hjy,(p) > 0 dla ' # § wigc suma f(p) > 0

Przyktad 7. Niech F1, F» beda roztacznymi domknietymi podzbiorami gtadkiej rozmaitosci M.
Wowczas istnieje gladka funkcja f : M — [0, 1] taka, ze f’Fl =1 oraz f|r, =0 Dowod
Niech U; = M\F;. {Uy,Us} jest otwartym pokryciem M. Niech {f;} bedzie rozktadem jedno$ci wpisanym
w {U1,Us}. Okreslmy f(z) = > fj(x). Jest ona dobrze okreslona i gtadka, oraz im(f) C [0,1]. Dla
supp(f;)CU2
x € Fy wszystkie nosniki supp(f;) zawierajace = zawieraja si¢ w Us. Zatem f(x) = fi(x) = 1.
J

Dla « € F5 nosniki supp(f;) zawierajace x nie zawieraja sie w Us. Stad f(z) = 0.

Ro6zniczkowalno$é odwzorowan pomiedzy rozmaito$ciami

Niech M™, N™ beda rozmaitosciami gtadkimi. Niech f: M — N bedzie ciagle, p € M, f(p) =q € N.
Definicja 21. (1) f jest C"— rézniczkowalna w punkcie p(dla r € N U {oo}) jesli dla dowolnych map
(U, ) wokot p i (V1) wokot g ztozenie
Yo fop ™t :R™ 5 R" p[UNfTHV)] = (V)

jest C" rézniczkowalne w punkcie p(p).



(2) f jest klasy C™ na otoczeniu p, jesli dla dowolnych map (U, ) wokot pi (V1)) wokét g ztozenie o~ 1o foqp
posiada pochodne czastkowe rzedéw < r na pewnym otoczeniu ¢(p) i sa one tam ciagte.
f=1 fo~! nazywamy wyrazeniem odwzorowania f w mapach (U, ¢), (V,%)(lub w lokalnych wspo6trzed-
nych zadanych przez te mapy).

Fakt 0.18. Jesli f wyrazone w mapach (U, ), (V,1) jest C" rézniczkowalne w punkcie ¢(p), to wyrazone
w innych gladko zgodnych mapach (U’, "), (V' 1)) woko6t odpowiednio p i g tez jest C"—rozniczkowalna w
punkcie ¢'(p). Zatem C" rézniczkowalnosé w punkcie p wystarczy sprawdzi¢ dla jednej mapy wokol p i q.
Ten sam fakt zachodzi dla C"—r6zniczkowalnoééi na otoczeniach punktow ¢(p), ¢'(p), p. Dowod
Niech f =4 o fop™, f=4¢ o f(¢) L
Niech a = ¢(¢’) "t oraz 8 = ¢'1)~! beda odwzorowaniami przejscia. Sa to gtadkie dyfeomorfizmy pomiedzy
odpowiednio otwartymi podzbiorami z R™ i z R™ odpowiednio. Zachodzi Ef) = fo f o, bo Bfa =
VYTl feT o) Tt =0 ()T = f

e obie strony sg okreslone na pewnych otwartych podzbiorach R™ zawierajacych punkt ¢ ~!(p) za$§ réwnosé

zachodzi na ich przekroju

o a(¢(p) = o(p)-

Uwaga 0.19. Aby f : M — N bylta C" rézniczkowalna potrzeba i wystarcza aby warunek zachodzit dla par
map z wybranych atlaséw na M i N.

Wyktad 4 - 16.03.2015

Uwaga 0.20. Odwzorowanie f : M — N jest gtadkie na pewnym otoczeniu p € M wtedy i tylko wtedy, gdy
odwzorowanie miedzy rozmaitosciami jest gladkie.

Fakt 0.21. Ztozenie gladkich odwzorowan pomiedzy rozmaitosciami jest gtadkie. Dowod

Niech f: M — N, g: N — P beda gtadkie.

Niech p € M, ¢ = f(p), s = g(q). Rozwazmy mapy woko! tych punktow, odpowiednio (U, ), (V,), (W,§).
Wiemy, ze ¢ fp~! oraz £gip~! sa gladkie na swoich dziedzinach. Pytamy, czy &(go f)eo ™! jest gladkie na
otoczeniu punktu o(p).

Ale £(go flo™t = (Egv1) o (Wge~1). Stad wynika gltadko$é na otoczeniu ¢(p). |

Definicja 22. Rzedem odwzorowania f : M — N C!—rézniczkowalnego w punkcie p € M nazywamy rzad
macierzy pierwszych pochodnych czastkowych odwzorowania mapowego w mapie 1 fo~! w punkcie p(p),
gdzie (U, ¢), (V,%) to mapy odpowiednio wokoél p oraz f(p).

Fakt 0.22. Powyzsza liczba nie zalezy od wyboru map.

Dowod A )

Poréwnujemy rzad macierzy Df = D(¢fo') z rzedem macierzy Df = D(¢/f(¢')"L. Ale f = Bo foa. Ale
f =DfoD f o Day, przy czym Df, Da sa macierzami nieosobliwymi. Z algebry liniowej wiemy, ze mnozenie
macierzy przez macierz nieosobliwg nie zmienia jej rzedu. |

Whniosek 23. Zerowanie si¢ pierwszej pochodnej w punkcie jest dobrze okreslonym pojeciem(niezaleznym od
wyboru map) dla odwzorowarn pomiedzy rozmaitosciami.

Definicja 24. Gladkie odwzorowanie pomiedzy rozmaitosciami f : M — N jest dyfeomorfizmem, gdy jest
wzajemnie jednoznaczne i odwrotne f : =1 N — M tez jest gtadkie.

Uwaga 0.23. Dyfeomorficzne rozmaitosci mozna rozwazaé jako jednakowe w teorii rozmaitosci.
Dygresja o dyfeomorfizmach

1) C!vs C*: kazda C' rozmaito$é posiada zgodna strukture z C°. Jesli dwie C°° rozmaitosci sa C'! —dyfeomorficzne,
to s takze C*° —dyfeomorficzne. Klasyfikacja C'' —rozmaitoéci z doktadnoscia do C' —dyfeomorfizméw jest
taka sama, jak klasyfikacja C'°°—rozmaitosci z doktadnoscia do C'°°—dyfeomorfizméw.

2) 0% yvs C*: istnieja C° rozmaitosci nie posiadajace zadnej C°°— struktury. Istnieja C° rozmaitosci
posiadajace wiele C°—zgodnych, ale parami nie C*° —dyfeomorficznych struktur gtadkich.



Naturalne zréglo rozmaitosci dtakich: iloraz przez dzialanie nieciaglej grupy dyfeomorfizméw.
Niech M bedzie rozmaitoscia gltadka.

Definicja 25. Grupa G dyfeomorfizméw M to zbiér dyfeomorfizméw g : M — M zamkniety na sktadanie
oraz branie odwrotno$ci.

Definicja 26. Grupa dyfeomorfizméw M jest nieciagta, jesli kazdy punkt p € M posiada otwarte otoczenie
Up, takie ze {g(Up) : g € G} jest rodzing parami roztacznych zbioréw.

Tloraz M /G - przestrzen ilorazowa wzgledem relacji rownowaznosci ~ okreslonych przez p ~ ¢ < Jgeq: ¢ =
g(p) z topologia ilorazowa.

Uwaga 0.24. Vpenr jego klasa abstrakeji to zbior wszystkich {g(p) : ¢ € G} nazywamy orbita punktu p
wzgledem dziatania G

Uwaga 0.25. topologia ilorazowa: zbior klas abstrakcji(orbit) jest otwarty w topologii ilorazowej, gdy zbior
w M bedacy suma tych orbit jest otwarty w M.

Lemat 27. Jesli G jest nieciggte grupg dyfeomorfizmow gtadkiej rozmaitosci M to M/G jest gtadkg rozma-
ito$cig(posiada naturalng strukture gtadkq) wymiaru tego samego, co M i takq, Ze odwzorowanie ilorazowe
1: M — M/G jest gtadkie, a nawet jest lokalnym dyfeomorfizmem. Dowdd

Niech [p] bedzie orbitq punktu p i U, jak w definicji nieciggtosci grupy. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé,
ze jest ono otoczeniem mapowym, z mapq V¥, : U, — R". Rozwazimy zbior Uy = {[q] : q € Uy} C M/G.
Zauwazmy, ze jest on otwarty w przestrzeni ilorazowej. Ponadto [p] € Up). Rozwazmy i, = i|Up U, —
Upl, ip(q) = [q]. Jest to bijekcja(surjektywnosé oczywista, injektywnosé wynika z nieciggtosci grupy). Po-
nadto jest to homeomorfizm(ciggto$é wynika z ciggtosci i, ciggtosé odwrotnego z tego, ze dla dowolnego otwar-
tego V- C U, jest otwarty w M/G wigc i Upp| takze). Definujemy mape @, : Uy — R™ przez op = 1y 0 iyt
Jest ona homeomorfizmem na obraz Up Ogy R™.

Twierdzimy, Ze rodzina map (U[p],cpp) zadaje strukture rozmaitosci gtadkiej(tworzy atlas gtadki). Jest tak,
poniewaz

e [p] € Uy, wiec zbiory Uy, pokrywajq cate M /G
e Zachodzi takze gtadka zgodnosé:

— dla innego zbioru mapowego Uy,
©q : Ug = R™, ¢q =g iyt
1 .

— odwzorowanie przejcia ppop, ' = yoiy tigh . Dlay = iy Vig(x) mamy iq(x) = iy(y) = [x] = [y],
wiec y = gz (x) dla pewnego g, € G.

tC M/G mamy homeomorfizm i, : U, — Ulg oraz mape
otw.

— Funkcja f:x — g, : UgN iq_l(U[p]) — G. Z ciggltosci mamy stato$é na komponentach spdjnych
zbioru U, ﬂiq_l(U[p])) funkcji p~tiy 1 @ — y, (w przeciwnym wypadku obraz spdjnej sktadowej przez
odwzorowanie ciggle i;liq przecietoby kilka kopii zbioréw postaci q(Up), co jest niemozliwe).

— komponenty spdjnosci Uy N i;l(U[p]) sq otwarte w M. Na kazdej takiej sktadowej mamy i;l o
ig(x) = go -« dla ustalonego g. Zatem opp;' = p(intig)ihy ! jest zadana na 1g(??7?) wzorem

pog (@) = Py 90y H(2))).

Tu nie wiem co dalej jest, nie moge odczytaé. Podrzuci ktos na kosa@azs.pwrwroc.pl?

Uzupetnienie: i(x) = [r]. Niech p € M. Rozwazmy mapy (Up,p) w M oraz (Up), op) w M/G. Wyrazmy
i wokdt p w tych mapach: 1 = wpipwzjl = wpi;1i¢;1 = id - jest to odwzorowanie gtadkie i lokalnie gtadko
odwracalne.

Wyklad 5 - 23.03.2015

Przypomnienie
G jest nieciggtq grupg dyfeomorfizmow rozmaitosci M gdy dla kazdego punktu p istnieje otwarte otocznie Up,



takie ze {g(Up) : g € G} sq parami roztgczne.

M/G - iloraz(przestrzen orbit) jest rozmaitoscig wymiaru dim(M/G) = dim M i t.ze i : M — G/M jest
lokalnie dyfeomorfizmem.

Struktura gtadka na M/G: dla U, jak wyzej mapowego, z mapg (Up,v,) tworzymy mape (U, 0p) na M/G,
gdzie Uy = {[z] sz € Up}, @p = Ypoiy’

7 Up — U[p].

P:Z‘Up'

Przyktad 8. Z™ dziala na R™ przez przesuniecia.
R™/Z™ = T™ - n—wymiarowy torus.

Uwaga 0.26. R™/Z™ = (S1)"

Przyktad 9. 7 dziala na R dziala na S' x R(wspotrzedne 6 na S, t na R).
k € Z dziaka przez k(0,t) = ((=1)*0,t + k).
Tloraz S* x R/Z jest tak zwana butelka Kleina.

Uwaga 0.27. Tloraz M /G dla nieciaglego dzialania grupy dyfeomorfizméw G na rozmaito$¢ M z niepustym
brzegiem jest rozmaitoscia z brzegiem.

Przyktad 10. Z dziala na [-1,1] x R.

k(z,y) = (-=1)* -2,y + k)

Tloraz [—1,1] x R/Z to wstega Mobiusa(gladka 2-wymiarowa rozmaitosé z niepustym brzegiem).

Confn(M) - przestrzen konfiguracyjna n—elementowych podzbioréow gladkiej rozmaitosci M (bez brzegu).
Wyrazimy Con f, (M) jako iloraz pewnej nieciagtej grupy dyfeomorfizméw.

Rozwazmy produkt kartezjanski M x ... x M i tak zwana uogélniong przekatng A" (M) taka ze z; = x; dla

n razy
pewnych i = j
A™(M) jest domknieta w M X ... x M(skonczona suma zbioréw zadanych réwnaniami x; = z;, z ktérych
kazdy jest domkniety).
M x ... x M\A™(M) jest otwartym podzbiorem, sktada sie z (x1,...,x, o parami réznych x; - jest to roz-
maitos¢ gltadka wymiaru n - dim M.
Grupa permutacji S, dziala na M x ... x M\A"™(M) przez dyfeomorfizmy (o € S,,)

0(331, PN ,Z‘n) = (.Z‘U(l), v ,.130.(”))
[M x ...x M\A™(M)]/S,, = Conf,(M) jako zbior.
Pokazemy, ze to dzialanie S,, na M x ... x M\A™(M) jest nieciagle.
Niech p = (z1,...,2,) € M x ... x \A"(M). Niech Uy,...,U, beda otwartymi, parami roztacznymi otocze-
niami (z1,...,2, w M.
Niech U, = U; % ... x U, bedzie otwartym otoczeniem p w M x ... x M\A™(M).
O'(Up) = UU(I) X ... X Uo(n)
Stad o(Up) : o € S, sa parami rozlaczne. [ ]

Klejenie rozmaitoséci wzdluz komponent brzegu

Otoczenie kolnierzowe
Niech M bedzie n—wymiarowa rozmaitoscia gtadka, B- komponenta brzegu M.

Twierdzenie 28. Istnieje dyfeomorficzne wtozenie(czyli dyfeo na obraz) k : B x [0,1) — M na otwarte
otoczenie U komponenty B w M takie, ze k(x,0) =z dla x € B.

Dowdd za kilka wyktadow.

Cwiczenie. Produkt rozmaitosci bez brzegu z rozmaitosciq z brzegiem jest rozmaitosciq z brzegiem.

M, By C OMy, Ms, Bs C OM> jak wyzej. f : By — By - dyfeomorfizm(sklejajgcy).

M1 Supf MQ = M1 U Mg/ ~

gdzie My D By >z ~ f(x) € By C My[2- elementowe klasy abstrakcji]

oraz poza tym 1-elementowe klasy abstrakcyi.

Struktura gtadka na przestrzeni My Uy Mo,

Wybieramy k; : B; x [0,1) — M, wybrane otoczenia kotnierzowe. Zbiory U; C M; utozsamiamy z produktami
Bi X [0, 1)

Trzy rodzaje map na My Ug My



® Dla dowolnej mapy (U, p) na My obcinamy jg do U\Bs.
@ Analogicznie, dla dowolnej mapy (U, ) na My obcinamy jg do U\ Bs.
® dla dowolnej mapy (W,v) na By, ¢ : W — W C R"™1 rozwazamy otwarty zbicr W x [0, 1) Uf} FW) x

w

[0,1) =W C My Uy Ms.
1/; W — W CR”
Wat) = (¥(x), 1) dla (z,t) € Uy
7 (V(@)f~H(2),t)  dla (2,t) € Us
(W) =W x (-1,1) R
Fukt 0.28. Dla z € By 9(x,0) = ¢(f(x),0), stad ¢ jest dobrze okreslone na M Uy M.
W — W x (—1,1) jest homeomorfizmem.

Zbiory mapowe postaci ©,@,® pokrywaja My Uy Ma.
Gtladka zgodno$é¢ map postaci @,®,® zachodzi(¢wiczenie).

Uwaga 0.29. My Uy My jako rozmaitoé¢ gltadka wydaje si¢ zaleze¢ nie tylko od f, ale tez od wyboru otoczen
kotnierzowych ki i k. W istocie jednak, z doktadnoscig do dyfeomorfizmu, M; Uy M5 nie zalezy od wyboru

kh kQ: bo
éwli;tzv;ie Jesli k1, k) sa podobnie potozone w My, tzn istnieje homeomorfizm h : My — M, taki, ze k] |le[0,%) =
ho kl‘le[O,%) to M Uf k1 ks Moy = M, Uf,k{,kz Mo

TRUDNY Kazde 2 otoczenia kolierzowe komponenty B; brzegu 0M; sa podobnie potozone.

Fakt 0.30. Ustalmy otoczenia kolierzowe ki, ko. Jesli fo, f1 : B1 — Bs sa izotopijnymi dyfeomorfizmami(tzn
istnieje gladkie F': [0, 1] x By — Bs takie, ze oznaczajac przez Fy : By — By odwzorowanie Fy(z) = F(t, z)
mamy fo— fo, Fi = f1 F} jest dyfeomorfizmem dla kazdego t € [0, 1]). to My Uy, i, k, Mo oraz My Uy, i, ik, Mo
sa dyfeomorficzne.

Definicja 29. Niech My, M5 beda rozmaitosciami wymiaru n, oraz D; C M; beda kulami n—wymiarowymi
zawartymi w mapowych otoczeniach we wnetrzach ind(M;).

M;\ind(D;) sa rozmaitoscimi z brzegiem, oraz D; = dD; sa komponentami brzegu w M;. Jako ze B; = S™~ 1,
to istnieje dyfeomorfizm f : By — Bs.

[Mi\ind(D1)] Uy [M2\ [(D2)] = Mi#M, nazywamy suma spdjna rozmaitosci M; i Mo.

Uwaga 0.31. Jesli M; jest spojna, to M;\int(D;) z dokladnoscia do dyfeomorfizmu nie zalezy od wyboru D;.

Uwaga 0.32. Istnieja doktadnie dwie klasy izotopii dyfeomorfizméw f : S~ — S™~![zachowujace orientacje,
oraz zmieniajace orientacje].

Whiosek 30. Dla spdjnych M; sq conajwyzej dwie rozmaitosci bedace sumaq spojng My# Mo
W przypadku gdy M; sq orientowalne to istnieje kanoniczny wybor jednej sposriod tych dwoch sum spéjnych.

Klasyfikacja zamknietych(zwartych, bez brzegu) powierzchni(2-rozmaitosci) spdj-
nych.

2 serie(obie nieskoriczone):

Seria pierwsza(orientowalne):

S2,T2 = S' x SU, T24T? T2HT?, ...
Seria druga(nieorientowalne)

RP? = S?/7 - ptaszczyzna rzutowa
RP2#RP? - butelka Kleina

oraz dalej.



Wyklad 7 - 20.04.2015

Gtadkie pole wektorowe na M™ to
X : M — TM takie ze Vperr X(p) € TpM C TM

e gtadkie jako odwzorowanie rozmaitosci M — T M lub réwnowaznie

e wyrazone w lokalnych mapach (U, p) jako X(p) = > bi(p)aip(p) ma gtadki wspotczynnik b; : U —
i=1 ¢

R(jako funkcje rzeczywiste).

Wtasnosci: Suma (X +Y)(p) = X(p) + Y(p) gtadkich pél wektorowych jest gtadkim polem wektorowym.
Podobnie, iloczyn (f - X)(p) = f(p)X(p) gtadkiego pola wektorowego X i gtadkiej funkcji f : M — R jest
gtadkim polem wektorowym.

Definicja 31. Rodzine wszystkich pol wektorowych na M oznaczamy przez C°(TM) lub X (M). Algebraicz-
nie jest to modut na pierscieniu C*°(M) gladkich funkcji rzeczywistych na M.

Uwaga 0.33. Gladkie pola wektorowe na otwartych U C R™ lub H™ maja postac:

dla pewnych gladkich funkcji a; : U — R. Bedziemy tez pisa¢ X (z) = [a1(),...,an(x)] € R* 2 T,U.
Dygresja dla p € OM, przestrzen styczna TpM definiuje sie tak samo, dopuszczajac krzywe « : [a,b) — M,
lub v : (a,b] = M z punktamy bazowymi a, b odpowiednio.
TM = ) TpM jest rozmaitoscia z brzegiem (T M).

peEM
dla map (U, ¢) na M dostajemy mape (TU,¢ na TM, TU = |J TpU.

peU

$:TU — o(U) x R* € H" x R" = [?".
Jesli (U, ¢) zahacza o OM, to (TU, @) zahacza o O(TM).

Przyktad 11. Wyznaczanie pél wektorowych o okre§lonych wlasnosciach za pomoca rozktadu jednodci.
Niech M bedzie rozmaitoscia z niepustym brzegiem OM.

Definicja 32. Wektor Y € TpM, dla p € OM jest skierowany do wewnatrz M jesli w pewnej mapie ¢ : U —

H" ={(z1,...,2,) €ER™: x, >0} wyraza sie przez Y = >_ aiai@(p), gdzie a,, > 0.
i=1 ’

Cwiczenie. Jesli tak jest w jednej mapie, to jest tez tak w kazdej mapie wokot p. Ponadto, suma wektorow
skierowanych do wewnatrz jest wektorem skierowanym do wewnatrz oraz iloczyn wektoréw skierowanych do
wewnatrz i liczby dodatniej tez jest skierowany do wewnatrz.

Definicja 33. Pole wektorowe X : M — TM jest skierowane do wewnatrz M jesli V,conr X (p) jest skiero-
wany do wewnatrz M.

Fakt 0.34. Na M istnieje gtadkie pole wektorowe X skierowane do wewnatrz.

Dowdd

Niech {(U,, ¢o)} bedzie atlasem na M.

Niech {f;} bedzie rozkltadem jednosci wpisanym w {U,} i niech supp(f;) C U, .

Dla tych U, ktore zahaczaja o brzeg OM okreslmy (lokalne) pole wektorowe X, : Uy — TU, C TM wzorem
Xa () = 50252 (0)-

Dla pozostatych U, okreslmy X, dowolnie.

Zdefiniujmy X =" f;X,,.

J
X jest gltadkim polem wektorowym na catym M.

w punktach p € M powyzsza suma to kombinacja liniowa wektoréw skierowanych do wewnatrz z dodatnimi
wspoélczynnikami, wiec jest to wektor skierowany do wewnatrz.



Uwaga 0.35. Niech f: M — N bedzie dyfeomorfizmem i niech X € X (M).
Przypomnijmy df : TM — TN odwzorowanie styczne(gladkie).
poszczegblne wektory X (p) pola X przenoszone przez df do TN

dfy (X(p)) = df () 5(p) df (X)(a) = df j-1() (X (f " (a))
bardziej formalnie, df (z) jako odwzorowanie N — T'N jest ztozeniem df (z) = df o X o f~ 1.

Wniosek 34. df (x) jest gtadkim polem wektorowym na rozmaitosci N.
Bedziemy je nazywaé przeniesieniem pola X przez f na N.

Krzywe calkowe i potoki pdl wektorowych

Niech M bedzie rozmaitosciq bez brzegu.

Definicja 35. Krzywa caltkowa pola X € X (M) to dowolna krzywa v : (a,b) — M taka, ze

Vie(ab) d%(ata(t) =t ="(t) = X(~(1))

Lemat 36. pomocniczy: ~ jest krzywq catkowq pola © € X iff dla kazdej mapy (U, p) na M krzywa ¢ o~y (gdzie
v jest wyrazona w tej mapie) jest krzywq catkowq pola d,(X) € X(@(U)).

Dowadd

= Jeslin' (1) = [, ] = X (4(1) to (907)'(8) = [por,8] = dg . ([(1,1]) = di (X (1)) ) = dio(X) (007" (1)
<. Jesli (po )/(t) = dp(z)((7(1))) to

V() =l o )'(®) (o) O] =dy1 [do(X)(poy(®)] =d,

= —1
ey V(1) G

oy X (1(9)] = X (7' ()

Uwaga 0.36. Pole dp(x) € X (¢(U)) bedziemy nazywac lokalnym wyrazeniem pola X € X(M) w mapie (U, ¢)
na M.

e Istnienie krzywych catkowych:
Vpem istnieje krzywa catkowa o poczatku w p tzn 7y : (—¢,¢) — M taka, ze v(0) = p.
Dowod .
Niech dp(z) = Z:lai(x)a%i(z), o(p) =x0 € p(U) C R™.
Wystarczy pokazac, ze istnieje krzywa calkowa pola d,(x) o poczatku zg czyli taka krzywa C' : (—¢,¢) —
o(U) ze ¥, C'(t) = [a1(c(t)), az(c(t)), ..., an(c(t))] z warunkiem poczatkowym c(0) = z¢. Z teorii réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych taka krzywa istnieje.

e Jednoznacznosé:
Krzywe catkowe ~1(t),v2(t) : (a,b) — M pola X € X takie, ze v1(tg) = v2(to) dla pewnego to € (a,b)
sa rowne.
Dowod
zbior A = {t € (a,b) : 11(t) = 12(t)} jest:
— domkniety, z ciagtosci v 1 v
— otwarty, z lokalnej jednoznacznosci krzywych catkowych wynikajacej z lokalnej jednoznacznosci
rozwigzaé réwnan rézniczkowych zwyczajnych

— niepusty, bo tg € A.
Stad A = (a,b) [ |

e Gladka zaleznosé od punktu poczatkowego - lokalnie:
Vpenm 3u,cm otwarty, p € Up, Jes0, Iri(—e,e)xv, »nm gladkie, takie ze Vyerr 74 1 (—€,¢) — M zadana
przez v4(t) = I'(t, q) jest krzywa catkows pola X o poczatku w g.
Dowod
Zastosowanie gltadkiej zaleznosci od warunku poczatkowego dla rozwigzan rownan rézniczkowych zwy-
czajnych. |



Definicja 37. Pole wektorowe X € X(M) jest zupelne, jesli Vpcas istnieje krzywa catkowa v : R — M taka
ze v(0) = p(tzn kazda lokalna krzywa caltkowa pola X przediluza sie do calego R.

Przyktad 12. Pole X (z,y) = —y - 8%(:0, )+ 8%(:5,3/) jest zupelne.
Krzywe catkowe pola maja posta¢ y(t) = (rcos(t + to), rsin(t + to)), gdzie 7, to sa parametrami.

To samo pole obciete do H? = {(z,y) : y > 0} nie jest zupelne.

Fakt 0.37. Jesli pole X € X(M) jest zupelne, oraz Vpenr @ 7p : R — M jest(maksymalna) krzywa catkows
pola X o poczatku p, to

I' : R x M — M zadane przez I'(t,p) = v, (¢)

jest gtadkie.

Ponadto, Vicg odwzorowanie ¢ : M — M zadane przez ¢ (p) = 7,(t) = I'(t,p) jest dyfeomorfizmem roz-
maito$ci M i przyporzadkowanie t — ¢ jest homomorfizmem grupy addytywnej R w grupe dyfeomorfizméow
rozmaitosci M.

Dowod

Z gtadkiej lokalnej zaleznosci od punktu poczatkowego wynika gltadka globalna zaleznosé, w sposéb taki sam
jak w teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych. Stad gtadkosé T'.

Z powyzszego, piX = I'(t,) jest gtadka M — M.

Oczywicie o = idyy.

Ponadto zachodzi ¢, = ¢ 0 X Vi ser, bo

VtER%%{ (eX(p) = X(% (@f(lﬂ))

&) = X (5. 0)

A zatem obie krzywe t — ¢;X (gpf (p)) oraz t — ;1 s(p) sa krzywymi calkowymi pola X o poczatku w ¢ (p).
Z jednoznacznosci krzywych catkowych sa one réwne.
Z réwnosci @45 = @1 © s wynika:

e ; jest dyfeomorfizmmem, bo ;o p_; = g = idy; wiec got_l = ¢_; jest gtadka odwrotnoscia
o t — ¢ jest homomorfizmem R — Dif f(M).

Rodzina {¢; = ¢; }icr jest nazywana potokiem pola X, jednoparametrowa grupa dyfeomorfi-
zmow generowang przez D, potokiem fazowym pola X.
Krzywe catkowe t — ;X (p) sa nazywane trajektoriami potoku {pX}, krzywymi fazowymi pola X, trajekto-
riami pola X.

Przyktad 13. Dla pola X = fyoa%er 3% na R? mamy potok ;X (z,y) = (x-cost—y-sint, z-sint+y-cost)[p:
jest obrotem o kat ¢ wokot (0,0)].

Definicja 38. Jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw rozmaitosci M nazywamy kazdy homomor-
fizm R — Dif f(M) gtadko zalezny od t[(t,p) — ¢:(p) gtadkie na R x M — M].

Fakt 0.38. Kazda jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw na M jest potokiem pewnego zupelnego pola
wektorowego X € X (M).

Dowod

Pojawi sie jako szczeg6lny przypadek ogoélniejszego kontekstu. |

W przypadku, gdy X € C°(T'M) jest niekoniecznie zupela, znajdujemy lokalna jednoparametrowa
rodzine dyfeomorfizméw, czyli {(U,,eq, PY)}a, gdzie

® U, jest otwartym pokryciem M,
@ g4 >0, P¥—¢c4 : €0) X Uy — M jest gltadkie
® Vo vaUa (I)a(O,p) =D



@ Stosujemy oznaczenie ®F (p) = ®B(t,p jesli 5,5+t € (—€as2a), p € Un, ®%(p) € Us, t € (—£4,25) to
o/ (05(p)) = D (p)-
Kazdy (Ug,&q, ) tworzy z lokalnych krzywych catkowych pola X o punktach poczatkowych w U, czyli
tak ze t = ®*(t,p), (—€q,€a) — M sa krzywymi catkowymi pola X.

Twierdzenie 39. Kazda abstrakcyjna lokalnie jednoparametrowa rodzina dyfeomorfizméw rozmaitosci M jest
wyznaczona przez jednoznaczne gtadkie pole wektorowe X € C*°(TM). Ponadto, jesli jest to prawdziwa 1-par
gpa dyfeo, to pole X jest zupetna.

Rodzine {(Uy, 0, %) }o nazywamy potokiem pola X.

Dowadd

Wezmy pole X na M przez:

e dlapeU,, X(p) = %L:O(I)O‘(t,p) € T,M z warunku ®
o powyzszy wzor okresla gtadkie pole wektorowe na U, C M

e dobra okreslonosé:
pokazemy, ze jesli p € U, NUgz to %|t:0<1>0‘(t,p) = %’tzotbﬂ(t,p).
Stosujac @ do s = 0(bo wtedy D% (p) = ®§(p) = s € Ug) mamy

o) (p) = ) (®5(p)) = B0 (p) = B (p) dlay € (—¢,¢), gdzie e = min{eq,cp}

stgd wymagana rowno$é pochodnych, a wiec X jest dobrze okreslonym gtadkim polem na M.

o Krzywe t — ®(t,p) sq krzywymi catkowymi tak okreslonego pola X .

Mamy pokazaé Ze
d [e3 (0%
%|t:t0¢) (tap) =X (t07p) vaUaa vtoe(fa,s)

Z tego ze zbiory Ug pokrywajq M istnieje taka 3, ze ®*(to,p) € Ug.
Wtedy 4|, @ (t.p) = |, (to+ 5.9) = 5[ ,_ @2 (05,(p) ) = X (7, (1)) = X (#°(t0,p))

Ostatnia cze$é tezy jest oczywista z przyporzgdkowania (U, = M, £, = 0o, & =T. |

Lemat 40. (kryterium zupetnosci).

Jesli X € C°(TM) ma nosnik zwarty, to X jest zupetnym polem wektorowym.

W szczegdlnosci na zamknietej rozmaitosci dowolne pole wektorowe jest zupetne.

Dowdd

Nosnik supp(X) mozZemy pokryé skoticzong rodzing zbioréw U,, dla ktérych istniejg odpowiednie i :

(—e,e) X Uy, — M takie jak w LIPGD generowanej przez X. Wiedy dla ¢ = min{e;} > 0, z kazdego
K3

p € M mozemy wystawi¢ krzywq catkowq o poczatku w p, okreslong na przedziale (—e, ). Jednostajnosé tego

€ na catym M oznacza, Ze krzywe catkowe mozemy przedtuzacé do catego R. |

Wyklad 8 - 13.05.2015

Przestrzenie styczne - definicja kinematyczna
Oznaczenia z analizy:

1(t)
fa(t)

2) Dla gtadkiego f : U — R™, U C R”, p € U oznaczamy D, f to macierz pierwszych pochodnych czqstko-
wych, doktadnies:

1) Dla gtadkiej f : (a,b) = R"™, t € (0,1) pochodna f(t) = % =

Lo L) - )
Lp) :
Ofm Ofm
Un(p) - %)

tak samo oznaczamy odwzorowanie liniowe R* — R™ zadane przez te macierz.



Definicja 41. Styczno$¢ krzywych przechodzacych przez ten sam punkt.

Niech M bedzie rozmaitoscia, p € M. Definiujemy C, M - zbior par (c, to) takich, ze ¢ : (a,b) — M jest gladka
krzywa na M taka, ze tg € (a,b) i c¢(tp) = p. Jest to zbior krzywych na M 7bazowanych"(zaczepionych) w
punkcie p.

Niech ¢ : U — R"™ bedzie mapa na M wokol p. Krzywe (c1,t1), (co,t2) sa styczne w mapie (U, p) jezeli
(poc1)(tr) = (poc2)(t2)

Lemat 42. Jezeli (c1,t1), (c2,t2) € CpM sq styczne w mapie (U, ¢) wokdt p to sq styczne w dowolnej innej
mapie (W, ) wokét p.

Dowadd

(Woe)(t1) =[(Wop ") o(poc)](t1) = Dy (o™ H(wocr) (t1)] = (pocr) (t2) u

Definicja 43. Krzywe (c1,t1), (c2,t2) € CpM sa stycznej w pewnej(kazdej) mapie wokol p. Stycznosé ele-
mentéw z Cp M jest relacjy réwnowaznosci.

Definicja 44. Przestrzeniy styczng do M w punkcie p to zbiér klas abstrakeji
T,M = C, M /stycznosc

Klase abstrakcji krzaywej (¢, tg) € Cp M oznaczamy przez [c, to] lub ¢ (¢o).
Struktura wektorowa na T, M
Dla mapy ¢ : U — R™ wokét p € M okre§lamy odwzorowania:

o ¢y T,M —R" ¢i([c,to]) = (¢ oc)(to) - bijekcja, dobrze okreslona
o Aoy R" 5 T,M Ay, (v) = [0, 0], gdzie ¢, (t) = ¢~ (o(p) + tv).

Lemat 45. ¢}, 0 Ay, = dR™ oraz Ay 0 ¢, = idy, v, a zatem sq one jednoznaczne i wzajemnie do siebie
odwrotne.
Dowadd

Nicch v € B, 550 X,(0) = p(le0s 0]) = (9 0.)(0) = oo~ (olp) + 1) = .

Niech [c,to] € T, M.

)‘%ZD ° QD;;([C, to]) = )‘tp,p[(w o C)/(tO)] = [C(LPOC)/(t())a 0]

Sprawdzilismy, ze (c,t0) i (C(pocy (t0)50) 5@ styczne w mapie Q. ¢ o ,)(0) = 4 (p(p)t(poc) (to) = (poc) (to
czyli stycznosé w (U, o). WTF?%?

Lemat 46. Na przestrzeni stycznej T, M istnieje doktadnie jedna struktura przestrzeni wektorowej, dla ktorej
odwzorowania ¢y, Ay dla wszystkich map wokét p sq odwzorowaniami liniowymi.

Dowdd

Aby py, byto liniowe, struktura taka musi byé zadana nastepujgco:

o dlax,yc T,M, v+y= /\cp,p(@;(x) + ‘P;(y))
o dlax e T,M, a €R, ax = )\, ,(ap)(z))

Pozostaje sprawdzié¢ zgodnosé tych dziatan z dziataniami zadanymi przy pomocy innej mapy (v, V) wokét p:

)\w A

n 'R PR

R™ <= T, M <
Y5 @5

Wystarczy uzasadnié, ze ztozenie ;0 Ay, - R™ — R™ jest liniowe

00 A (v) = U (e 0) = e (7 (00) + 1)) = Do (5[ (2(0) + 01] = Dy (i) (0)
Poniewaz macierz D, (Y~ nie zalezy od v mamy liniowosé.

Definicja 47. Elementy T, M nazywamy wektorami stycznymi do M w punkcie p.

Przyktad 14. M = R™. Mamy wyr6zniong mape ¢ : M — R"™ ¢ = idr~ dla kazdego p € R™ ta mapa, poprzez
¢y = (idgn); kanonicznie utozsamia T, R™ z R"™. Podobnie dla M = U C R™.
Oznaczenia:



1. Wektory styczne do M = R"™ lub M = U C R" odpowiadajace wersorom oznaczamy przez %(p).
Tworza one baze¢ T,M, wiec dlav e T,M v=> ai%

2. Przez analogie dla dowolnej M, p € M, (¢, U) wokoél p przeciwobrazy w T, M przez p,, wersorow w R"
oznaczamy (¢3) e; = a%i(p)

Rozniczka:
Niech f: M — N bedzie gladkim odwzorowaniem rozmaitosci, p € M, f(p) =q¢ € N,dim M =m, dim N =
n. Dla krzywej (c,tg) € CpM mamy f oc,tg) € CyN.

Lemat 48. Jezeli (c1,t1), (ca2,t2) € CpM sq styczne, to (f oc1), (f oca) tez sq styczne.
Dowadd
Z definicyi. |

Definicja 49. Rozniczka f w punkcie p nazywamy odwzorowanie
dfp : T,M — TyN df,([e,to]) = [f o ¢, to]

Lemat 50. Rozniczka df, jest odwzorowaniem liniowym.

Dowadd
Wystarczy sprawdzié, ze ztozenie R™ — T, M ? N w—) R™ jest liniowe.
PP P q

Vidf A p(v) = Uidfy([c0, 0]) = G5 ([focy, 0]) = (o foe,)(0) = (Yo fop~)o(poe,)(0) = Dy (¥ fo ) (o
) (0)) = Dyp) (Vfo~1)(v) jest liniowe.
Dla map ¢ wokét p w M 1Y wokét g w N zlozenie

R" — T,M — T,N — R"
(p3)-1 af, v
ma postac Pidf,(¢5) " (v) = Fyupy (W fe~")[v], zatem jest liniowe. Ponadto w bazach {%(p)}7 {%(q)} dfp

—1
jest zadane macierzq Dy, (v fp™") zatem ma postaé dfy[> ai%(p)] =2 %(g@p)aﬂ% (e(p))
i

Rézniczka funkcji gladkiej f: M — R

Niech f: M — R bedzie gtadkie, p € M. Wowczas rozniczka df, jest funkcjonatem liniowym na T,M. Dla
X = e, to] € T,M zachodzi
dfy(x) = dfple, to] = [f o ¢,to] = (f o ¢)' (o)

Definicja 51. Dla X € T,M pochodng z funkcji f : M — R w kierunku X nazywamy liczbe df,(z) i ozna-
czamy ja - f.

Uwaga 0.39. 1) z(f+g) =xf +zg

2) x(fg) = ap)zf + f(p)zyg

3) (az)f = a(zf)

4) v,y e T,M = (z+y)f =xf +yf

Przyktad 15. 1) X = i%(p) € T,R" f:RE gladka to 2f = 8%if(p)

—1
2) v =2 (p) €T,M f: M = Rtoaf =24 (4(p)

Wiazka styczna do rozmaito$ci

TM = |J T,M.
peEM
Rzutowanie 7TM — M 7(v) =p gdy v € T, M.



Lemat 52. Niech M bedzie m wymiarowq rozmaitoscig klasy C*, k > 1. Wtedy na TM istnieje naturalna
struktura 2n—wymiarowa rozmaitosci klasy C*~' dla ktérej 7 jest C*~1 rézniczkowalne.

Dowdd

Strukture rozmaitosci zadamy za pomocq map. Niech (U, @) bedzie mapg na M. Rozwazimy zbior

TU =7 '(U) = | T,M
peU

oraz odwzorowanie @ TU — R™ x R™ dane wzorem

o(u) = ((pﬂ(u)7apj‘r(u)(u)) Zauwwazmy, ze ¢ jest roznowartosciowa, obraz ¢ to p(U)) x R™ - jest to zbior
otwarty.

Odwzorowanie przejscia Pl o(UNV) xR - p(UNV) x R?

Yo a,w) = (Po(@), dppp(w)) = (P~ (), Da(p~")(w)).

Wspdtczynniki to funkcje C*~1 rézniczkowalne wzgledem x.

Definicja 53. Dla gtadkiego f : M — N odwzorowaniem stycznym df : TM — TN nazywamy odwzorowanie
df(v) = dfw(v) (’U) S Tf(p)N CTN

Lemat 54. Jezeli f jest gtadkie to df jest gtadkie.
Dowdd ~
Niech v € T,M, (U, ) bedzie mapg w M, (V,¢) mapg w N. Wyrazmy df lokalnie w mapach & i 1.

~—1 ~
R s U Ay Y L RO

Godf oMz, w) = (VF (@), U1 ()@ o (2) (Ph1(ay) T (W) = Dx(ihfo™ ") (w)

Pola wektorowe

Definicja 55. Gladkim polem wektorowym na M nazywamy gladkie odwzorowanie X : M — TM takie, ze
dla kazdegop e M X(p) € T,M C TM(ré6wnowaznie m o X = ids).

Wyrazenie pola X w mapach (U, ¢) na M oraz (TU, 9) na TM.

poxop t:R® = R?™

prp~t = (z,[ar(z),...,a,(7)]), gdzie a; : p(U) — R jest gtadka funkcja rzeczywista

Stad z(p) = 3 ai(¢(p)) 52 (p)-

Funkcje a; o ¢ sa gladkie. Oznaczmy je przez b; : U — R.

z(p) = X bi(p) 52 (p)-

Fakt 0.40. « : M — TM jest gltadkim polem wektorowym wtedy i tylko wtedy, gdy w mapach (U, ) na M
wyraza sie jako ap = > bi(p)a%i(p) dla pewnych gtadkich funkcji rzeczywistych b; : U — R.

Wyklad 9 - 18.05.2015

Interpretacja po6l wektorowych jako tzw. derywacji

Definicja 56. Derywacja(lub rézniczkowanie) w punkcie p € M to liniowy operator L, : { z funkcji glad-
kich okreslonych na otwartych otoczeniach p € M} — R spelniajacy regule Leibniza, tj. L,(f - g) =
f(0) - Lp(g) + 9(p) - Lp(f)-

Przyktad 16. Niech X € T,M. Woéwczas pochodna w kierunku X, f — X - f, jest przykladem derywacji w
punkcie p.
Kilka wlasnosci derywacji w punkcie:

e Niech Oy bedzie funkcja stale réwng 0 na otoczeniu U w punkcie p.
Wowcezas dla dowolnej derywacji L, zachodzi L,(0y) = 0.
Rowniez Lp(lv) = O, gdyZ Lp(lv) = Lp(lv . lv) =1 'Lp(lv) +1- Lp(lv).

o f1U—=R, peV U, toLy(f|,) = Ly(f)

e Jedli f = ¢g na pewnym otwartym otoczeniu p to L,(f) = L,(g).



Uwaga 0.41. Ze wzgledu na ostatni fakt rozwazajac derywacje w punkcie p mozna zatozyé, ze f jest okreslona

na otwartym otoczeniu U punktu p = (0,...,0) w R™.

Lemat 57. Dowolna gtadka funkcja okreslona na kuli wokdt punktu p = (0, ..

postaci
n

F@r,mn) = 0,00+ Y ai-hi(wy,...,2n)

=1

Dowod
Dla ustalonego x = (z1,...,2,)

[

Przyjmugjge hi(

0

.,0)

w R™ przedstawia sie w

Twierdzenie 58. Kazda derywacja L, w punkcie p € M jest pochodng w kierunku pewnego wektora X € T,M.

Wektor o tej wtasnosci jest jedyny.
Dowadd

Jedynosé wynika z tego, ze dla roznych x € T,M operatory f :— X - f sq rozne.

Rozwazmy w lokalnych wspotrzednych wokot p wektor X € T, M zadany przez

X =Y Ly 5 (0)

Pokazemy, ze V¢ L,(f) = Xf.
Rozwazmy przedstawienie z lematu f = f(0) + > x;h;.

Wowezas Ly(f) = Ly (f(0) + Saihs) = L,(f0) = Ly h) =
i:le(zi) . 88;1 (p) = [z": Lp(gji)aixi] f=X-f.

-

i=1

Definicja 59. Derywacja na rozmaitosci M nazywamy dowolny operator liniowy L :

niajacy regule Leibniza.

Przyktad 17. Gtadkie pole wektorowe X na M okre§la derywacje poprzez L(f)

L(f)(p) = X(p) - f.

Proste wlasnosci:
e L(0p)=0

e Jesli f zeruje sie na pewnym otoczeniu punktu p to L(f)(p) = 0.
Dowod

Niech g € C*M, g(p) # 0, supp(g) C int(Zy). Wowczas f o g = 0. Stad

Onr = L(Oar) = L(f - 9) = L(f) -9+ L(g) - f

0=L(f)(p) - 9(p) + L(g)(p) - f(p)
Z tego, ze g(p), f(p) # 0 mamy L(f)(p) = 0.
e Jesli f,g € C*M, f = q naotoczeniu p € M, to L(f)(p) = L(g)(p)-

[zi(p) - Lp(hi) + hi(p) - Lp(xi)] =

C*M — C*°M i spel-

X f, lub doktadniej



Twierdzenie 60. Kazda derywacja na M jest jednoznacznie zadana(jok w przyktadzie) przez pewne gladkiego
pole wektorowe X na M.
Dowdd

Derywacja L na M wyznacza derywacje L, w kazdym punkcie p € M, poprzez

Ly(f) = L(f)(p)

gdzie f € C*®M to dowolna funkcja pokrywajgca sie z f na pewnym otoczeniu p. Istnienie takiej f dowodzi
sie za pomocq rozktadu jednosci. o
Niezaleznie od wyboru f wynik uzyskamy ten sam(poniewaz kazde f i ' pokrywajq si¢ na pewnym otoczeniu

punktu p, wiec L,(f) = L,(f")).

Niech X (p) € T,M bedzie taki, ze L,(f) = X(p) - f. Wtedy L(f) =X - f.

Pozostaje sprawdzié, ze tak okreslone pole wektorowe X jest gtadkie.

Jesli X nie jest gltadkie, to w pewnym punkcie p € M, w pewnych lokalnych wspétrzednych wokdt p, pewne
wspotrzedna x; pola X = ZXia%i nie jest funkcjg gladkq. Wtedy tatwo dobraé gladkq f takg ze X f nie jest
gtadka.

Stqed gtadkosé X. |

Konsekwencjq twierdzenia jest przyporzqdkowanie:

{ derywacje na M + { gtadkie pola na M

Komutator p6l wektorowych

Fakt 0.42. Niech XY € C~TM.

Woéwczas operator XY — Y X : C°M — C*®°M okreslony przez f — XY f — Y X f jest derywacja na M.
Dowdd

Liniowos¢ jest oczywista X i Y jako derywacji.

Wystarczy zatem sprawdzi¢ regule Leibniza:

(XY =YX)(f-9)=XY(f-9)-YX(f-9)=X(g-Yf+[-Yg)-Y(f Xg+g -Xf)=
=X(g-Y)+X(f-Yg)-Y(f - Xg)—-Y(g-Xf) =
=Yf-Xg+g- XY)+Yg- Xf+[-(XYg)-Yf Xg—f - YXg)-Yg-Xf—g-(YX[)=
=gXYf =YX )+ f(XYg-YXg) =g - [(XY =YX)f]+ [ [(XY =Y X)g]
]

Definicja 61. Pole wektorowe na M odpowiadajace derywacji XY —Y X oznaczaé bedziemy symbolem [X, Y]
i nazywa¢ komutatorem pol X i Y.
Wtasnosci

@ Antyprzemiennosé, tj [X,Y] = —[Y, X]
@ [X+Y,Z]=[X,Z]+Y, 7]

®[f X, Y]=f [X,)Y]-Yf-X

@ [X,f-Y]=fIX,Y]+Xf Y

® Tozsamos¢ Jacobiego.

Wyklad 7?77 - 08.06.2015

Definicja 62. N C M™ jest podrozmaitoscia n—wymiarowa (n < m) jesli kazdy p € N posiada mapowe
otoczenie U, w M imape ¢ : U, =V C R™ takie, ze

@UpﬂN):{(zl,...,xm)EV: .’En+1:...:$m:O}



Podrozmaitos$é zadana przez odwzorowanie wlozenia

Definicja 63. Odwzorowanie gtadkie f : N — M jest immersja, gdy n < m oraz rzad f w kazdym punkcie
jest réwny n, rank(f,x) =n=dim N V,en.
Immersje f nazywamy (gladkim) wtozeniem jesli jest homeomorfizimem na obraz.

Fakt 0.43. Obraz f(M) C N przez wlozenie f: N — M jest podrozmaitoscia.
Dygresja. Twierdzenie o rzedzie

e W algebrze liniowej.
Jegli F: R¥ — R jest liniowe, k < n i rank(F) = k. Niech ey, ..., e, bedzie standardows baza w R”.
Woweczas istnieje baza by,...,b, w R™ taka, ze F'(e;) =b; dlai=1,... k.
Réwnowaznie:
Istnieje liniowy automorfizm ¢ : R™ — R” taki, ze

Yo F(xy,...,xk) = (x1,...,2,0,...,0)

e W analizie:
k <n, f:RF = R" jest rozniczkowalna, f(0) = 0, rank(f,0) = k. Woéwczas istnieje dyfeomorfizm
¥ : (R™,0) — (R™,0) oraz otoczenie U C R zawierajace 0, takie ze

woﬂU(ml,...,xk):(xl,...,a:k,O,...,O)

Dowod

faktu:

Niech p = f(g) € f(N) i niech (V,%) bedzie mapa wokét p w M. Niech (W, ¢) bedzie mapa wokél ¢, taka
ze f(W,) C V.

[ wyrazone w mapach ¢, ¢, czyli ¥ o=t : p(W,) — (V)
ma rzad n w punkcie ¢(q).
Z twierdzenia o rzedzie istnieje mniejsze otoczenie W' C ¢(W,) punktu ¢(q) oraz dyfeomorfizm £ : (V) —
V' C R™ taki ,ze

Epfo Y wi(z1, ..., x0) = (z1,...,2,,0,...,0)
Poniewaz f jest homeomorfizmem na obraz, to istnieje otwarte Vo C V taki ze fo=*(W’) = Vo N f(N).
Wtedy &p(Vo N f(N)) = {(z1,...,2n) €Y (VD) ¢ Zpg1 = ... =y = 0}

Podrozmaitosci zadane rownaniami

Definicja 64. Dla gladkiego f : M™ — N™ m > n. Wtedy © € M jest punktem regularnym f gdy
rank(f,x) =n.
y € N jest wartoScig regularna f, gdy kazdy = € f~!(y) jest punktem regularnym.

Fakt 0.44. Jedli yo € N jest wartoécia regularng dla f : N™® — M™, m > n to zbior f~1(yo) = {z € M :
f(z) = yo} jest podrozmaitoscia w M wymiaru m — n.

Przyktad 18. S™ C R,
[R5 R f(zy,...,2nq1) =21+ ...+ 22, =1 jest wartocia regularng f.
S™ = f71(1) jest n wymiarowa podrozmaitogciag w R™*1.

Twierdzenie 65. o rzedzie - wariant 2

o W algebrze liniowej.

F :R* — R" liniowe, k > n, rank(F) = n. Niech ey, ..., e, bedzie standardowq bazq w R". Wowczas
istnieje baza by, ... by wR¥ taka ze F(b;)) =e; dlai=1,....,n, oraz F(by) =0dla j=n+1,...,m.
Rownowaznie:

Istnieje liniowy automorfizm ¢ : R¥ — RF taki, ze
Fow_l(xl, ey Ty Ty e Tk) = (1,00, T)

Uwaga 0.45. Wowczas p(kerF) = ker(Fop ™) ={z €R*¥: 2y =... =2, =0} ={(0,...,0,7p41,...,7%) }.



fRE — R™ rézniczkowalne, f(0) = 0, rank(f,0) = n. Woéwczas istnieje dyfeomorfizm ¢ :
(R¥,0) — (R¥,0) oraz otoczenie U C R¥, 0 € U takie ze

fogp*l}@w)(xl,...,xn,zn+1,...,xn) = (z1,...,2p)

Uwaga 0.46. Wowcezas p[f1(0)NU]={z € oU): z1=...=z, =0}
Fakt 0.47. Jesli yo € N jest wartoscia regularng dla f : M™ — N™, m > n, to zbiér f~1(yo) = {x € M :
f(z) = yo} jest podrozmaitoscia w M wymiaru m — n.
Dowdd
Niech p € f~!(yo).
Zastapimy M przez otoczenie mapowe U punktu yg, ktére od razu utozsamiamy z otwartym podzbiorem w
R". Zastapimy M przez f~1(U). Mozemy przyjaé, ze N = R", yo = 0 € R".

Z twierdzenia o rzedzie, istnieje otoczenie V punktu p w f~1(U) oraz mapa ¢ : V — R™ takaze fo 1 (X1, ..., Tn, Tng1s - Tm) =
(1‘1, ce ,.’I,‘,,L).
Wtedy (VN f710) = {(z1,...,2m) €p(V): 21 =... =z, =0}

Pokazalismy, ze f~!(yo) jest podrozmaitoscia w f~(U).

Korzystajac z tego, ze X C M jest podrozmaitoscia < X N U jest podrozmaitoécia w U dla U z pewnego
pokrycia zbiorami otwartymi w M.

Korzystamy z prostszego faktu, tj.

X C M jest podrozmaitoscia w M < X C U jest podrozmaito$cia w U dla pewnego otwartego U C M
takiego, ze X C U.

Fakt 0.48. Ogoblniejszy. Niech f : M™ — N™ m > n i niech PP C N bedzie podrozmaitoscia ztozong z
samych wartosci regularnych f. Wowczas f~1(P) jest podrozmaitoécia w M wymiaru m — n + p.
Dowod

Przedstawimy lokalnie P C N jako {(z1,...,%yn) : Zpt1 = ... = & = 0} 1 rozwazmy rzut « : (z1,...,2,) =
(Tpt1se-osTn).
Otrzymujemy lokalnie f~!(P) = (mo f)71(0,...,0).
——
n—p
Zauwazmy, ze (0,...,0) jest wartoscia regularng 7o f, tzn V,cs-1(,y rank(r o f,x) = n — p. Tak jest, bo
——

n—p
Dymo f = Dyymo D, f ma rzad maksymalny(ztozenie dwoch macierzy o rzedach maksymalnych ma rzad
maksymalny).

Stad Vyer-1(py Juse f~Y(P)NU jest podrozmaitosciag w U, skad f~!(P) jest podrozmaitogcia w M.

Prayktad 19. Myy2(R) = R*. Rozwazmy det : Maxo(R) — R.

det [i ?] = xt — yx jest gladkie.

Fakt 0.49. Dowolna niezerowa macierz jest punktem regularnym odwzorowania det.
Dowdd
Ddet {m y} = (M ddet ' ddet @) = (t,—z,—y,x) # (0,0,0,0) dla [;C g] #* {0 0

0 0

> t de ’ dy * dt * dt
T Yy 0 0
a7 [0 1]

Wniosek 66. Dowolna liczba a € R, a # 0 jest warto$cig regularng odwzorowania det.
SLQR = {A S AQXQ(R) : det A= 1} = det_l(l).

] . Stad rank D, - +)dt =

o SI5R jest grupg
o SLyR jest podrozmaitoscig w Moyo(R) =2 R* - gladka 3 wymiarowa rozmaitosé.

e Dodatkowo(dd na éwiczeniach), operacje grupowe:
mmnozenia: SLaR x SLoR — SLoR
odwrotnosci: SLoR — SLoR
sq odwzorowaniami gltadkims.

Jest to przyktad grupy Liego



Wyklad XV - 25.06.2015

Orientacja i orientowalnos§é
Orientacja w przestrzeni wektorowej V wymiaru n
o B(V) - zbidor wszystkich baz [v1,...,v,] w V.
e dla baz by,by € B(V), by = [v1,...,05], by = [wn,...,w,]| macierz przejscia My, p, = (@ij)nxn taka, zZe
wy = En: aikv;.

i=1
Rownowaznie jest to macierz przeksztatcenia V- — W, v; — w; wyrazona w bazie b;.

Fakt 0.50. Mjy, p, jest nieosobliwa.

relacja by ~ by < det(Mp, p,) >0

Fakt 0.51. Jest to relacja rownowaznosci, ma dokladnie dwie klasy abstrakcji.

Dowdd

zwrotnosc - det(Inxn) =1>0

symetrycznosé - My, p, = Mz;,lbz, det(Mp, p, = WIM

przechodnioéé - Zwbhb3 = ]\4{,1)1)2 . Mb27b3

det(Mbhba) = det(Mb11b2) . det(szabs)

be B(V), [b]- klasa abstrakcji

bhbg, bl'%‘b, b27éb:>b1'\/b2, [bl]:[bg] |

Definicja 67. Orientacja na V nazywamy dowolng spo$réd powyzszych dwéch klas abstrakcji.

Uwaga 0.52. e Nastepujace modyfikacje bazy b = [vy,...,v,] daja bazy z tej samej klasy abstrakcji

parzysta permutacja wektoréw bazowych

— mnozenie wektorow bazy przez dodatnie wspotczynniki

zmiana jednego z wektoréow v, na wektor

/
v, = Vg + E a;v;

itk

— dowolna kombinacja powyzszych

ciagla deformacja w przestrzeni baz
o Wyprowadzaja(zmieniaja orientacje)
— nieparzysta permutacja
— pomnozenie jednego z wektoréw bazy przez ujemny wspoélczynnik
e w R? klasy orientacji baz zadane sa przez kierunki obrotu(o kat < 7) prowadzace od pierwszego do
drugiego wektora bazowego.
Orientacja na rozmaitosciach

e Kazda mapa (U, ¢) zadaje, dla kazdego p € U, orientacje w przestrzeni stycznej T, M, wyznaczona
przez baze [52-(p), - ., 52— (1))

e Dwie mapy (U, ¢), (W, %) zadaja w powyzszy sposob ta sama orientacje w T, M dla p € UNW dokladnie

wtedy, gdy [%% (w(p))} ma dodatni wyznacznik, bo jest to macierz przejscia.
J

Definicja 68. (1) Orientacja na rozmaito$ci M nazywamy wybor atlasu A = {(U,, pa)}a na M, takiego ze
kazde dwie mapy z A maja dodatni wyznacznik jakobianu odwzorowania przej$cia w kazdym punkcie.

(2) Rozmaito$¢ jest orientowalna, jesli posiada taki atlas jak w (1).

(3) Dwa atlasy A;, A jak w (1) zadaja ta sama orientacje na M jesli Yy ,)ca, V(w,p)ea, jakobian odwzo-
rowania przejscia ¢! ma dodatni wyznacznik w kazdym punkcie p € U N W.



Uwaga 0.53. Wybér orientacji na M oznacza w szczegélnodci wybor orientacji w kazdej przestrzeni stycznej
T, M [w sposob zgodny].
(bez dowodu).
B(M)= |J B(T,M) C (TM)" z topologia indukowana.
peM
B(M) jest przestrzenia reperé6w bazowych na rozmaitosci M.
Dla orientowalnej rozmaito$éi, ciagta deformacja w B(M) nie wyprowadza poza orientacje w przestrzeniach
T, M indukowane z orientacji na M.
Jesli M jest spdjna i orientowalna, to mozna na niej zada¢ doktadnie dwie orientacje.
[bez dowodu] Rozmaitosé M jest nieorientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciagla krzywa b(t) : t € [0, 1]
w przestrzeni reperéw B(M) taka, ze J,eps b(0),b(1) € T, M oraz b(1) + b(0).

Przyktad 20. e R" jest rozmaitoscia orientowalna
e S™ jest rozmaitoScig orientowalng

e produkt zachowuje orientowalnosé[éw]
np. torusy T" = S x ... x S! s3 orientowalne

e jesli cho¢ jeden sktadnik produktu jest nieorientowalny, to produkt takze.
[ ]

Definicja 69. Dyfeomorfizm f : M — M spdjnej, orientowalnej rozmaitosci M zachowuje orientacje,
gdy zachodzi dowolny sposréd ponizszych warunkéw:
— dfp: TyM — Ty,)M przenosi baze z T;, M pochodzaca od tej samej orientacji na M

— po wyrazeniu f w mapach (U, ), (W, ) z atlasu na M wyznaczajacego orientacje, zachodiz
det[Dpf4~ (¥ (p))] > 0

iloraz orientowalnej spojnej rozmaitosci M przez nieciagly grupe dyfeomorfizmow zachowujacych orien-
tacje jest rozmaitoscia orientowalng.
Jesli ktorys z dyfeomorfizméw zmienia orientacje M to M /G nie jest rozmaito$cig orientowalna.

RP™ = S™/z, dla n nieparzystych sa orientowalne, dla n parzystych sa nieorientowalne

Mobius=R x [0,1]/z - jest nieorientowalny

Fakt 0.54. Jesli M, N, P sg orientowalne, P C N jest podrozmaitoscignp. P = {zo}| ijesli f : M — N jest
gladkim odwzorowaniem takim, ze P sklada sie samych wartosci regularnych f to wowczas podrozmaitosé
f~Y(P) C M jest orientowalna.



