Arytmetyka 2020, lista nr 2

1. Rozwiagzaé¢ ukltad kongruencji:

r =13 (mod 45), = =234 mod 14, x =3 (mod 11).

2. Oblicz ¢(988).

3. Niech a,b,c beda calkowite, za$ n liczba naturalna. Pokaza¢, ze jesli n dzieli a+ b3, b+ct, c+a®
to n dzieli a'*® — a.

4. Tle rozwiazan ma kongruencja X* — X? +2X (mod 840)?

5. Dla jakich n liczba 1! + 2! 4+ ... 4+ n! jest kwadratem? (Wsk. Rozpatrzy¢ reszty modulo pewna
bardzo mata liczba).

6. Pokazaé, ze liczba 1+ 1/2+4 1/3 + ... + 1/n nie jest naturalna dla n > 1. (Wsk. Rozpatrzy¢
potege 2 w mianowniku powstalej liczby wymiernej).

7. Rozwigza¢ w liczbach catkowitych z? — 3% = 231.
8. Ile wynosi suma dzielnikow liczby 588927

9. Czy istnieja naturalne liczby z,y takie, ze 2% + 3y? + 1
a) dzieli sie przez 3; b) przez 5; ¢) przez 250 - 172 - 13;
d) wynosi 800064378627846280037

10. Czy suma 2019 kolejnych liczb naturalnych dzieli sie przez
a)2017; b)2018; ¢) 2019; d)20167

11. Czy liczba 30! jest podzielna przez 7°, 2277

12.Pokazac, ze dlan > 1 liczba 1+1/341/5+...+1/(2n—1) nie jest catkowita. Wsk. Rozpatrzy¢
potegi 3.

13. Pokaza¢, ze (n!)"™! | (n?)!.

14. Oblicz nwd liczb 3564273563275628 oraz 214682164821 metoda bedaca wariantem uzycia
rozwiniecia dwojkowego.

15. Tle sposrod symboli Newtona CA9, C102 ... C2% jest podzielnych przez 2,3,67

16. Zmnalez¢ reszte z dzielenia (12371°¢ + 34)%® przez 111.

17. Rozwiazaé¢ uklad kongruencji x + 4y = 29 (mod 143), 2z — 9y + 84 =0 (mod 143).

18. Niech ay, ..., a, beda naturalne, za$ n = a; + ... + a,. Pokazac, ze a;las!...a,! | n!l. Czy iloraz
ma interpretacje?

19. Pokaza¢, ze dla dowolnego catkowitego n liczba (n® — 1)n3(n? + 1) dzieli si¢ przez 504.

20. Pokazac, ze pierwiastek kwadratowy z liczby naturalnej jest catkowty lub niewymierny. Podob-
nie, ale dla pierwiastkéw dowolnego stopnia oraz dla logarytmoéw o podstawie 2.

21. Znalez¢ wszystkie liczby 7 przedziatu [1234,1601] ktore maja nieparzyst,a ilosé¢ dzielnikow.

22. Liczbe n nazywamy doskonala, gdy suma jej dodatnich dzielniow wynosi 2n. Pokazac, ze jesli
liczba 2P — 1 jest pierwsza to n = 2P~1(2P — 1) jest doskonala.

23. Pokazad¢, ze liczba nieparzysta doskonata ma przynajmniej trzy dzielniki pierwsze (nie wiadomo,
czy istnieje jakakolwiek liczba nieparzysta doskonala).

24. Oblicz dwoma metodami z wyktadu nwd(4543181168, 2708429216).

25. (zad. z II etapu OM) Pokazaé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p > 2 istnieje doktadnie jedna
liczba naturalna n taka, ze n(n + p) jest kwadratem.

26. Znalez¢ wszystkie n dla ktorych iloczyn wszystkich dzielnikéw wynosi n?, n3?
27. Czy kwadrat liczby naturalnej moze konczy¢ sie na 29 i zaczynaé¢ od 7868768968977 Czy
problem moze stanowi¢ poczatek, czy tez koniec?



28.Wzorujac sie na dowodzie Euklidesa pokazaé, ze jest nieskoriczenie wiele liczb pierwszych
postaci 6k — 1.

29. Pokazac, ze jesli p, 8p? + 1 sg pierwsze to 8p? + 2p + 1 tez.

30. Pokaza¢, ze dla wszystkich n zachodzi 7 | 272 + 32 +1,

31. Rozwiazac¢ uktady kongruencji

a) a =3 (mod 8),a =11 (mod 20),a =1 (mod 15);

b) 3a =3 (mod 8),—9 = 11 (mod 20),a =1 (mod 15).

32. Dla jakich a uktad

3z =a (mod 35),6x =3 (mod 21),x =4 (mod 15)

ma rozwigzanie?

33. Zmalez¢ wszystkie pierwiastki pierwotne modulo 11,13, 17.

34. Niech ¢ bedzie pierwiastkie pierwotnym modulo p. Pokazaé, ze g* jest pierwiastkiem pierwot-
nym modulo p wtedy i tylko wtedy gdy (k,p—1) = 1.

35. Pokazaé¢, ze rownanie z3 + 2y + 42> = 0 nie ma niezerowego rozwigzania w liczbach
wymiernych.

Wsk. Pokazaé, ze niezerowe rozwiazanie wymierne generuje niezerowe catkowite rozwigzanie. Dla
catkowitego rozwigzania (z,y, z) pokazaé, ze doktadnie jeden z wyrazow x3,2y>, 423 dzieli sie przez
pewng potege 2, a pozostale dwa przez wieksza, a wiec ich suma nie moze by¢ réwna 0.

36. Pokazaé, ze a® + 2b® + 4¢3 — 6abe = 0 nie ma niezerowego wymiernego rozwiazania.



