
KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS 2019
Lista zada« nr 2.

1. Przypomnie¢ kryteria i ich dowody kiedy czworok¡t mo»na wpisa¢ czy opisa¢
na okr¦gu.

2. Poda¢ wyprowadzenie wzoru Herona na pole trójk¡ta (u»ywa tylko dªugo±ci
boków).

3. Poda¢ wzór Herona na pole czworok¡ta wpisanego w okr¡g. Z tego wzoru
wynika wzór z zad. 2.

4. Znajduj¡c zespolone pierwiastki pokaza¢, »e X5 − 4 jest nierozkªadalny nad
Q.

5. Pokaza¢, »e {a + b 3
√
2 + c 3

√
4 : a, b, c ∈ Q} jest ciaªem. Najtrudniejdze jest

oczywi±cie istnienie elementu odwrotnego.

Aby to uzyska¢ u»y¢ poni»szej metody: wzi¡¢ element A = a + b 3
√
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√
4 z

(a, b, c) 6= (0, 0, 0). Szukamy elementu odwriotnego w postaci B = x+ y 3
√
2 +

z 3
√
4 z wymiernymi x, y, z. Wymno»enie AB ma da¢ 1. To da trzy równania z

trzema niewiadomymo x, y, z. Aby taki ukªad miaª rozwi¡zanie wystarczy aby
wyznacznik gªówny byª niezerowy (wynosi on a3 + 2b3 + 4c3 − 6abc, co trzeba
sprawdzi¢). Wystarczy pokaza¢, »e a3 + 2b3 + 4c3 − 6abc 6= 0 dla niezerowego
ukªadu liczb wymiernych (a, b, c).

6. Pokaza¢, »e
√
2+
√
3+
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5 jest liczb¡ algebraiczn¡ (czyli algebraiczn¡ nad Q)

obliczaj¡c wielomian
∏
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5)), gdzie w iloczynie wyst¡pi 8

czynników.

7. Pokaza¢, »e
√
2 + 3
√
2 jest algebraiczna rozwa»aj¡c iloczyn

∏
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3
√
2ζa3 )), gdzie a = 0, 1, 2 (zatem w iloczynie jest 6 czynników), za± ζ3 =

cos(120◦ + i sin(120◦).

8. Spróbowa¢ wyci¡gn¡¢ konkluzje z dwóch poprzednich zada«.

9. Rozpatrzy¢ ζ = cos(72◦) + i sin(72◦), speªniaj¡cy ζ4 + ζ3 + ... + ζ + 1 = 0, a
wi¦c te» ζ2 + ζ + 1+ ζ−1 + ζ−2 = 0. To ostatnie równanie zapisa¢ przy u»yciu
podstawienia t = ζ + ζ−1 = 2 cos(72◦), i st¡d otrzyma¢ wzór na cos(72◦).
Maj¡c cos 72◦ poda¢ konstrukcj¦ 5-k¡ta foremnego.

10. Pokaza¢, »e je±li α jest algebraiczna to α−1, α2 te» s¡ algebraiczne. Spróbowa¢
na pocz¡tku rozpatrzy¢ α b¦d¡ce pierwiastkiem jakiego± konkretnego wielo-
mianu, np. X3 +X + 1.

11. Pokaza¢, »e je±li α jest przest¦pna to α−1, α2, α3 + α− 2 te» s¡ przest¦pne.

12. Niech a ∈ Q. Pokaza¢, »e wielomian f(X) jest nierozkªadalny nad Q wtedy i
tylko wtedy gdy taki jest wielomian g(X) = f(X + a).

13. Obliczy¢ [Q(
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√
5) : Q(

√
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√
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14. Maj¡c odcinek o dªugo±ci 1 skonstruowa¢ odcinek o dªugo±ci
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2−
√
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8√3+
√
5
.

15. Metod¡ z wykªadu rozwi¡za¢ równanie x3 + 3x2 − x− 3 = 0.

16. Znale¹¢ i poda¢ konstrukcj¦ wierzchoªków pi¦ciok¡ta foremnego przy pomocy
samego cyrkla, z uzasadnieniem.
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