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1 Analiza

Wymagane pojecia:

e metryka, norma, iloczyn skalarny

e kule, zbiory otwarte, domkniete, geste, operacje wnetrza i domkniecia

e ciagi zbiezne, ciagi Cauchy’ego, zbiezno$¢ punktowa ciggéw funkcyjncyh
e przestrzenie zwarte, osrodkowe, zupeine

e ciagglos¢ funkcji, homeomorfizm

e sigma-ciala i miary

e miara Lebesgue’a

e calka Lebesgue’a

Przykladowe zadania

1. Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebesgue’a.

e Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = 22 — 2. Niech 4 = [0,2] U Q. Oblicz

/Af dx.

e Podaj przyktad funkcji, ktéra nie jest caltkowalna w sensie Riemanna, ale jest borelowska (borelow-
sko$¢ tej funkceji nalezy wykazad).

e Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fd/\:/gd)\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna implikacja.

2. Na zbiorze ciagéw zerojedynkowych {0, 1} okreslamy metryke wzorem

d(z,y) 0 jeSliz=y
z,y) =
Y 5 jeSliz #yin=min{k: 2(k) # y(k)}



1. Pokaz, ze zbior tych ciagdéw, ktére przyjmuja jedynke dokladnie raz nie jest domkniety.
2. Pokaz, ze zbior tych ciggdéw, ktore przyjmuja jedynke doktadnie raz nie jest otwarty.

3. Pokaz, ze przestrzen {0, 1}" jest zwarta.

3. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze x € X jest punktem izolowanym, jezeli {x}
jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyklad nieskoniczonej przestrzeni, w ktorej wszystki punkty sa izolowane (lub pokaz, ze
taka nie istnieje).

e Podaj przyktad nieskoniczonej przestrzeni, ktéra ma doktadnie dwa punkty izolowane.
e Podaj przyktad nieskonczonej przestrzeni, ktéra ma doktadnie dwa punkty, ktore nie sg izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X, d) ma dokladnie dwa punkty izolowane, a (Y, d’) jest homeomorficzna z (X, d),
to (Y,d’) tez ma dokladnie dwa punkty izolowane.

4. Rozwazmy przestrzen euklidesowg R. O zbiorze A C R powiemy, ze jest typu Gy, jezeli jest przeliczal-
nym przekrojem zbioréw otwartych.

e Czy kazdy zbidér otwarty na R jest suma przedzialéw otwartych o koncach wymiernych? Odpowiedz
uzasadnij.

e Czy [2,3) jest suma przedzialéw otwartych o koncach wymiernych? OdpowiedZ uzasadnij.
e Pokaz, ze dla kazdego zbioru borelowskiego E' C R istnieje A C R taki, ze

— ECA,
— A(4) = A(E),
— A jest typu Gj.



2 Arytmetyka

Wymagane pojecia, fakty:

uktady pozycyjne, rozwinigcia dziesietne, utamki tancuchowe, liczby pierwsze, kongruencje, podziel-
nos¢ liczb, réwnania diofantyczne, male twierdzenie Fermata, twierdzenie Eulera o liczbach wzglednie
pierwszych.

Przykladowe zadania

1. Czy prawda jest ze 7'%% = 5 (mod 27)?

2. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania 2x 4+ 7y = 10 w liczbach catkowitych.
3. Ile dzielnikéw naturalnych ma liczba 33 - 517 . 7197

4. Ile jest utamkow nieskracalnych postaci 1555, gdzie 1 < n < 10007

5. Uzasadni¢ niewymiernoé¢ liczby

Czy jest to liczba algebraiczna?



3 Wstep do matematyki

Wymagane pojecia, fakty:

Zbiory, podstawowe operacje mnogosciowe, relacje na zbiorze i ich wlasnosci: zwrotnosé, przechod-
niodé¢, symetrycznosé, antysymetrycznosé, spojnoéé. Relacja réwnowaznosci, klasy abstrakcji, porzadek
liniowy i cze$ciowy, elementy minimalne, maksymalne, element najmniejszy, najwickszy. Mnogosciowe
wtasnosci funkcji, np. przeciwobrazy, réznowartosciowosé, funkcja odwrotna.

Przykladowe zadania
1. Podaj przyktad zbioru czesciowo uporzadkowanego, w ktérym jest tylko jeden element maksymalny,
ale w ktorym nie ma elementu najwiekszego.
2. Sprawdz czy relacja podzielnoéci:

alb <= FJgenb=a -k,
na zbiorze liczb naturalnych N := {1,2,3,...} jest porzadkiem cze$ciowym. W zbiorze A := {1,2,...,24}
znajdz wszystkie elementy minimalne i maksymalne. Czy w A jest element najmniejszy? A najwiekszy?

3. Niech P oznacza zbiér liczb naturalnych wigkszych lub réwnych 2 i niech ¢ : P — P bedzie funkcja
okreslona w nastepujacy sposob: dla dowolnego n € P, ¢(n) jest najmniejszym dzielnikiem pierwszym
liczby n.

(a) Rozstrzygnij, czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa.

(b) Opisz zbiory ¢~ 1(3) oraz ¢~ 1(4), wraz z uzasadnieniem.

(¢) Rozstrzygnij, wraz z uzasadnieniem, czy funkcja ¢ jest ograniczona.
4. Niech z,, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Zapisz przy uzyciu symboli logicznych, ale bez uzycia
symbolu negacji, nastepujaca wlasnosé¢: ,ciag x, nie jest ciggiem Cauchy’ego”.

5. Sprawdz czy nastepujaca relacja jest relacja réwnowaznosci na zbiorze liczb catkowitych Z:
xRy <= x + y jest podzielne przez 3.

Jedli tak to opisz klasy abstrakcji.
6. Czy dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzi réwnosé (ANB)UC = (AUC)N B? Odpowiedz uzasadnij.

7. Dane sa zbiory A i B oraz funkcja 7 : A x B — A okreslona wzorem 7(a,b) = a. Niech X, Y C Ax B
beda dowolnymi podzbiorami. Czy z tego, ze w[X] C 7[Y] wynika, ze X C Y? Odpowiedz uzasadnij.

8. Mamy dany nieskonczony ciag A1 C Ay C A3 C ... podzbioréw zbioru liczb naturalnych N, przy czym
jest spelniony nastepujacy warunek:

Viz13eedn,, 1@ € Ap.
1. Czy stad wynika, ze Uy~ Ap, = N?
2. Czy stad wynika, ze zbiér |2, A, jest nieskonczony?

Odpowiedzi uzasadnij.



4  Geometria (Geometria elementarna, Podstawy geometrii, Konstrukcje geo-
metryczne)

Wymagane pojecia, fakty:

miejsce geometryczne w ukltadzie wspotrzednych, klasyfikacja i wtasnosci izometrii ptaszczyzny, prze-
ksztalcenia geometryczne w ukladzie wspoélrzednych, pola powierzchni i objetosci bryl obrotowych i
wielo$cianéw, wielodciany platonskie i archimedesowe, wzér Eulera, metoda algebraiczna w konstruk-
cjach cyrklem i linijka, liczby konstruowalne, elementarne pojecia i obiekty geometryczne na ptaszczyznie
nieeuklidesowej - w modelach Kleina i potptaszczyznowym

Przykladowe zadania

1. Figura F' na plaszczyznie jest suma kwadratu o boku 2 i kota o promieniu 1 i o §rodku w jednym
z wierzchotkow tego kwadratu. Oblicz pole powierzchni i objeto$é bryty obrotowej utworzonej przez
obracanie figury F' wokoél jej osi symetrii.

2. Dany jest osmioécian platonski o krawedziach dlugosci a. Znajdz srednice tego oSmioécianu, tzn odle-
gloéé pomiedzy dowolnymi dwoma niesasiednimi (tzn. nie sasiadujacymi przez krawedz) wierzchotkami
tego oSmioscianu.

3. W dowolnym modelu geometrii nieeuklidesowej skonstruuj i doktadnie opisz przyktad czworokata
majacego trzy katy proste i jeden kat ostry. Uzasadnij poprawnosé swojego przyktadu.

4. Uzasadnij (korzystajac ze wzoru Eulera), ze nie istnieje wielo$cian wypukly, ktérego kazda Sciana jest
siedmiokatem.

5. Zakladajac, ze dane sg odcinki o dtugosciach a, b i ¢ oraz odcinek jednostkowy, podaé konstrukcje
odcinka o dtugosci %b + vbc + 1.

6. Uzasadnij, ze dla dowolnego danego trojkata wykonalna jest konstrukcja cyrklem i linijka konstrukcja
kwadratu o polu réwnym polu danego trdjkata.

7. Niech dany bedzie okrag ¥ oraz punkt A lezgcy wewnatrz tego okregu. Znalezé miejsce geometryczne
punktéw X takich, ze odleglosé AX jest réwna odleglosci punktu X od danego okregu (podaé réwniez
rozwiazanie analityczne.)

8. W pewnej izometrii plaszczyzny obrazem punktu A = (1,2) jest punkt A" = (5,8), punktu B = (3,0)
- punkt B’ = (3,10), a punktu C' = (0,0) - punkt C’ = (6, 10).

1. Przedstawi¢ te izometrie jako zlozenie symetrii osiowych.
2. Poda¢ opis tej izometrii jako przeksztalcenia w zbiorze liczb zespolonych.

3. Rozpoznaé jaki to rodzaj izometrii (obrét, translacja, odbicie czy symetria z poslizgiem) i wyznaczy¢
jej odpowiednie parametry (Srodek i kat, os, wektor, itp).



