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Zawarto$é rozprawy

Rozprawa sktada si¢ z 3 powiazanych tematycznie, ale samodzielnych cze-
$ci. Dwie z nich sa to artykuly napisane wspolnie z promotorem i opubliko-
wane, odpowiednio, w Markov Processes and Related Fields (2017) oraz Latin
American Journal of Probability and Mathematical Statistics (2022). Trzecia
czesé jest tez wspolnym artykulem z promotorem, na razie nieopublikowa-
nym. Jak wynika z deklaracji Autora we wstepie do rozprawy (Introduction),
P. Markowski mial znaczacy wklad w osiagniete, zamieszczone w rozprawie
wyniki.

Rozprawa P. Markowskiego dotyczy tancuchéw Markowa na skoriczonej
przestrzeni stanéw. Wspoélnym mianownikiem wszystkich 3 czeSci rozprawy
jest dualno$¢ pomiedzy lancuchami ergodycznymi i tanicuchami ze stanami
pochlaniajgcymi. Rozwazane sa dwa pojecia dualnosci: dualno$é w sensie
Siegmunda i dualno§¢ w sensie SSD (Strong Stationary Dual, pochodzaca od
Diaconisa i Filla).

Omoéwienie i ocena wynikow

Rozdzial 1 rozprawy jest skonstruowany w nastepujacy sposoéb. Punktem
wyjscia jest spostrzezenie, ze efektywna implementacja algorytméw symulacji
doskonatej (Perfect Simulation) wymaga zatozen o monotonicznosei wyjscio-
wego tancucha Markowa. Wspomniane sa 3 algorytmy symulacji doskonatej
(CFTP, algorytm Filla i algorytm oparty na mocnych czasach stacjonarnych,



SST), zwigzane z 3 typami monotonicznosci (monotonicznoéé¢ realizowalna,
stochastyczna i Mobiusa). Pozostata czgé¢ Rozdziatu 1 po$wiecona jest sys-
tematycznemu badaniu relacji pomigdzy roznymi typami monotonicznosel.
Nie wydaje sie, zeby zastosowanie do symulacji doskonatej bylo rzeczywista
motywacjg artykutu, prezentowanego jako Rozdziat 1. Algorytm 4 oparty na
SST jest we Wstepie okreslony jako nowy, ale w istocie jego nowo$é polega
na polaczeniu dwéch znanych faktéw. Ogolna konstrukcja SST nalezy do
Diaconisa i Filla (1990). Charakteryzacja istnienia SSD w terminach mo-
notonicznogei Mobiusa byta udowodniona przez Lorka i Szekli (2012, 2016).
Niewatpliwa nowoscig w omawianym artykule jest doktadne wyjasnienie re-
lacji pomiedzy réznymi typami monotonicznoéci. Twierdzenie 5.1 daje, jak
shusznie sformutowat Autor, niemal petng charakteryzacje. Twierdzenie 5.2
jest uzupeiieniem Twierdzenia 5.1 w szczegdlnym przypadku porzadkéw
drzewiastych (dla porzadku liniowego relacje sa proste i dobrze znane). Do-
wody obu twierdzeri naleza do Autora rozprawy istanowig istotny wklad we
wspolng prace z promotorem. Ostatnia, obszerna czesé Rozdziatu 1 zawiera
szereg przyktadow ilustrujacych Twierdzenia 5.1 1 5.2. Przyklady pokazuja,
ktére sposrod implikacji w tych twierdzeniach nie daja sie odwroéci¢. Kon-
strukcja tych przykladéw wymagata pomystowosci, zmudnej pracy 1 wspo-
magania komputerowego.

Rozdzial 2 poswiecony jest wiclowymiarowym zagadnieniom ruiny gra-
cza. Wyprowadzone sg wzory na prawdopodobienfistwo ruiny i wzory na funk-
cje generujacg momenty czasu gry. Wyniki maja charakter ,decouplingu’
rozwigzanie dla przypadku wielowymiarowego wyraza sie przez odpowied-
nie wielkoéci dla gier jednowymiarowych. Poza eksploatowaniem dualnoéci,
podstawowym narzedziem uzywanym w tym rozdziale jest reprezentacja ma-
cierzy wielowymiarowego tancucha przez iloczyny Kroneckera. Chociaz za-
sadniczy pomys! tej techniki zostal zaproponowany przez Bartlomieja Blasz-
czyszyna, to przeprowadzenie dowodoéw zasadniczych twierdzen nalezy do
Autora rozprawy. Dowody wymagaly duzej sprawnosci rachunkowej i swiad-
czg 0 opanowaniu przez mgr Markowskiego warsztatu pracy matematycznej.
Twierdzenie 2.1 podaje prawdopodobiefistwo ruiny w modelu uogolniajgcym
wezedniejsze wyniki Lorka. Twierdzenie 2.3 wyraza rozklad czasu gry przez
rozktad czasu do pochloniecia dla czystego procesu urodzen. Rozdzial 2
uzupelnia seria przyktadéw, w ktorych wyprowadzone sg jawne wzory, wy-
nikajace z udowodnionych wezeéniej twierdzen.



Rozdzial 3 dotyczy warunkowego rozktadu czasu gry pod warunkiem
wygrane]j (lub, symetrycznie, przegranej). Rozwazana jest gra jednowymia-
rowa. Wydaje sie, ze gtéwnag motywacjg byl klasyczny wynik Beyera i Wa-
termana (1977) dotyczacy ciekawej, raczej paradoksalnej symetrii. Autorom
Rozdzialu 3 udalo sie udowodnié analogiczng wlasnos$é symetrii przy duzo
ogoblniejszych zalozeniach (prawdopodobieristwa wygranej p(j), ¢(j) zaleine
od stanu, ale p(j)/q(j) = r stale). Wyniki w tym rozdziale ograniczaja
sie, w odrdéznieniu od klasycznego przypadku, do wartodci oczekiwanej wa-
runkowego czasu gry. Wyprowadzone wzory na warto$é oczekiwang sa, w
rozwazanym ogdlnym przypadku, nowe. Dowody sg oparte na klasycznym
schemacie ,first step analysis”, ale szczegdly rachunkowe sa niebanalne.

Ciekawym ,produktem ubocznym” (okreslenie Autora) w Rozdziale 3 jest
oszacowanie wartosci oczekiwanej optymalnego SST (FSST) dla bigdzenia po
okregu. Wynik osiggniety w rozprawie jest o stalg addytywna réwna 3/4 lep-
szy, niz otrzymane przez Diaconisa i Filla oszacowanie dla suboptymalnego
SST. Poprawienie rezultatu Diaconisa i Filla jest nietatwym dokonaniem,
wynik jest elegancki i wykonczony. Z drugiej strony, symetryczne blgdze-
nie po okregu ma charakter ,toy example” ilustrujacego metody analizy, ale
nie majacego znaczenia praktycznego. Dowdd Lematu 4.1 jest dzielem P.
Markowskiego.

Podsumowanie catoéci rozprawy

Widoczna jest fascynacja Autora rozprawy (i wspolautora) jawnymi wzorami
i twierdzeniami doprowadzonymi do optymalnej postaci. Taki charakter ma
na przykilad Twierdzenie 5.1 w Rozdziale 1. Nacisk polozony jest na przy-
klady mozliwe do przanalizowania ,do konca”. Na drugi plan schodzi fak-
tyczna motywacja badan, czyli matematyczne modele rzeczywistych sytuacji
(realistyczne zastosowania symulacji doskonalej, modele gier majgce zastoso-
wanie pozamatematyczne). W tytule rozprawy umieszczona jest symulacja
doskonala, ale nie ma ani jednego realistycznego przykladu jej zastosowa-
nia (przyklady w Rodzdziale 1 stuzg tylko do pokazania relacji migdzy mo-
notoniczno$ciami, niczemu wiecej). Mocnym punktem rozprawy sg twarde
rachunki i dokladne wzory. Slabszym punktem jest, mimo wszystko, brak
samodzielnych publikacji Autora.



Konkluzja

Poprawiona wersja rozprawy doktorskiej P. Markowskiego zawiera informa-
cje, pozwalajace ocenié wklad Autora w otrzymanie wspélnych wynikow.
Jest to wkiad znaczacy. Wyniki sa nowe i wartosciowe. Moge zatem z prze-
konaniem stwierdzi¢, ze rozprawa speinia formalne 1 zwyczajowe warunki
niezbedne do uzyskania stopnia doktora nauk matematycznych. Wnosz¢ o
dopuszczenie mgr P. Markowskiego do dalszych etapéw przewodu doktor-
skiego.
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