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. Dla ustalonego w € B(0, 1) rozwazmy funkcje F: z +—

Funkcje analityczne R. Lista 1

i—z

. Udowodnij, ze funkcja z — =2 odwzorowuje gérna pélplaszczyzne H = {z € C | Imz > 0} holomor-

ficznie i bijekcyjnie na B(0, 13TZ\7Vyznacz wzér odwzorowania odwrotnego i sprawdz jego holomorficznosé
w B(0,1).

1= Uzasadnij, ze:
a) F odwzorowuje B(0,1) holomorficznie i bijekcyjnie na B(0, 1);

b) F zamienia 0 z w;

c) |F(z)|=1dla|z| =1;

Funkcja Zukowskiego okreslona jest wzorem F(z) = %(z—i—z_l). Uzasadnij, ze odwzorowuje ona holomor-

ficznie i bijekcyjnie zbiér C\ B(0,1) na C\[~1,1]. (Wsk. Uzyj w dziedzinie wspéirzednych biegunowych.)
W ktérych punktach holomorficzna jest funkcja

Re z, zRe z, %2, 2|2, z? 4 iy?, 22y —i(z? — y?).

Niech f = w+ iv bedzie holomorficzna. Wyprowadz rownania Cauchy’ego—Riemanna we wspolrzednych
biegunowych, wiazace pochodne czastkowe u,, ug, v, vg.

Zdefiniujmy logarytm wzorem log(re®) = log(r) +if (dlar > 01 —7 < 6 < m). Uzyj poprzedniego
zadania by pokazaé holomorficznosé tej funkcji.

Zalézmy, ze f = wu + iv jest holomorficzna, a u,v sa klasy C?. Uzasadnij, ze sa one harmoniczne:
AU:AU:O,gdZieA:%Jr o°

zZ T oy
Wyraz Jakobian funkcji holomorficznej (potraktowanej jak przeksztatcenie R?) przez jej pochodna ze-
spolona.
Niech f:2 — C bedzie rézniczkowalna jako rzeczywiste przeksztalcenie plaszczyzny. Zaldézmy, ze
jej rzeczywista pochodna (w kazdym punkcie) jest nieosobliwa i zachowuje katy miedzy wektorami.
Udowodnij, ze f jest holomorficzna.
Sprawd?, ze funkcja f(x + iy) = /|z| - |y| nie jest holomorficzna w 0, mimo Ze spelnia w tym punkcie
rownania Cauchy’ego—Riemanna.
Zalézmy, ze f jest holomorficzna w obszarze 2. Pokaz, ze jest ona stala w kazdym z nastepujacych
przypadkéw: (a) Re f jest stala; (b) Im f jest stala; (c) |f] jest stala.
Wyznacz promieii zbieznosci szeregéw >~ anz" dla

8) an = (logn)?;

b) a, =nl;

¢) an = guign;
n!)3

d) an = gzn))!;

Zbadaj zbiezno$é¢ w punktach na brzegu kola zbiezno$ci:

o0 oo

[ee)
" z" z"
nz", g — E —.
n n
1 n=1 n=1

Udowodnij, ze funkcja zadana szeregiem potegowym rozwija sie w kazdym punkcie swego (otwartego)
kola zbieznodci w szereg potegowy (o dodatnim promieniu zbieznosci).

n=

Udowodnij, ze zbioru liczb naturalnych nie da sie przedstawi¢ w postaci roztacznej sumy skoniczenie
wielu postepéw arytmetycznych o parami réznych skokach. (Wsk. Zsumuj szeregi Y 297F0: uzyj
odpowiedniego punktu na brzegu kola zbieznosci.)

Jak mawiajg artylerzysci, w warunkach bojowych sinus potrafi sta¢ si¢ wiekszy od 1. Zbadaj, czy istnieje
zespolone z spelniajace sinz = 7.

Udowodnij, ze dla kazdego z € C zachodzi

lim (1 + i) = e,
n— 00 n



