Funkcje analityczne R. Lista 3

. Tw. Weierstrassa méwi, ze ciagla funkcja na [0, 1] moze by¢ jednostajnie przyblizana wielomianami. Czy

kazda ciagla funkcja na domknietym kole moze byé jednostajnie przyblizana wielomianami zmiennej 27
Niech P(X,Y) € C[X,Y]. Udowodnij, ze funkcja C > x + iy — P(z,y) € C jest holomorficzna <=
istnieje Q(Z) € C[Z], taki ze P(x,y) = Q(x + iy) dla kazdego = + iy € C.

Sprawdz, ze funkcje f(z,y) = =17 1 (2, y) = log(2? +y?) (okreslone na R?\ {(0,0)}) sa harmoniczne
(tzn. Af = Ag = 0). Zbadaj, czy ktéras z nich jest czescia rzeczywista pewnej funkcji F € @(C \ {0}).

4. Uzasadnij, ze jedli f = u + v jest holomorficzna, to u i v sa klasy C2.
5. Udowodnij, ze jesli f € O(B(zg, R)) oraz 0 < r < R, to
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f(z0) = 5= f(zo + re)dt.
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Dla krzywej v: [a, b] — € i ciaglej funkcji f:v* — C okreslamy

/f IdZIf/f (1) dt.

Zbadaj, czy ta catka jest zalezna od parametryzacji v. Uzasadnij, ze | fv f(2)dz] < fv |f(2)]|dz].
Oblicz faB(zo o f(2)|dz] dla f holomorficznej w otoczeniu B(zo,7).
Udowodnij, ze jesli f € O(B(z0, R)) oraz 0 < r < R, to
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£ (20)] < /o |f (20 + re™)|dt.

Zalézmy, ze f € O(C). Pokaz, ze

a) Jesdli f jest ograniczona, to jest stala.

b) Jedli f spetnia |f(2)| < 100|z|* dla dostatecznie duzych |z, to f jest wielomianem stopnia < k.

c) Jedli lim,, f(2) =0, to f =0.

d) Jedli dla wszystkich z zachodzi | f(2)] <14 |2]*/2, to f(2) = a + bz dla pewnych a,b € C.
Niech f € O(B(0,1)).

a) Udowodnij, ze diam f[B(0,1)] > |f/(0)].

b)* Udowodnij, ze diam f[B(0,1)] > 2|f'(0)].
Zaltézmy, ze f € O(Q?) ma ciaglta pochodna. Uzyj tw. Greene’a by pokazad, ze faT f(z)dz = 0 dla
kazdego domknietego trojkata T zawartego w (2.
Niech f bedzie funkcja ciagla na obszarze Q. Zalézmy, ze dla wszystkich domknietych tréjkatow za-
wartych w € i o érednicy mniejszej niz 1/100 zachodzi [, f(z)dz = 0. Uzasadnij, ze f € O(Q).

Domkniety trojkat T' jest zawarty w obszarze 2, w ktérym f jest holomorficzna. Udowodnij, ze dla z z
f(w) )

wnetrza T zachodzi f(2) = 5 [op =
Otwarty tréjkat T Jest przekrOJem trzech otwartych pélplaszezyzn 111, 112,15, a ¢ € O(T). Zalézmy,
7e istnieje rozszerzenie ¢ do funkeji ® € C(T). Czy mozna przedstawié ¢ w postaci sumy trzech funkcji
— ograniczen do T funkcji holomorficznych w péiplaszczyznach 11y, Iy, I 7

Niech Q bedzie otwartym podzbiorem C. Zalézmy, ze F:Q x [0,1] — C jest ci@gla ize dla kazdego

s € [0,1] funkcja z — F(z,s) jest holomorficzna w Q. Udowodnij, ze funkcja f(z fo (z,8)ds jest
holomorficzna w Q. [Wsk. Morera. Fubini.]



