Funkcje analityczne R. Lista 4
Nier6wnosci Cauchy’ego dla pochodnych.

Funkcja calkowita to funkcja z O(C).

1. Wyznacz wszystkie funkcje catkowite f spelniajace f” + f =0, f(0) =01 f/(0) = 1.
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Niech f bedzie niestata funkcja catkowity. Polézmy M (r) = max;—. |f(2)].

Udowodnij, ze ’I‘EI-"I}OO M(r) = +o0.

Jedli f catkowita spelnia |f(z)| > 1 dla wszystkich z, to jest stala.

Jesli f catkowita spelnia Im f(z) > 0 dla wszystkich z, to jest stala.

Opisz wszystkie funkcje calkowite dla ktérych |f(z)| zalezy tylko od |z|.

Niech f(z) = (1 + 2?)~!. Udowodnij, ze istnieje stala C' > 0, taka ze dla wszystkich n catkowitych
dodatnich zachodzi | f(™ (7)] < C - n!-107"/2,

Udowodnij, ze jesli funkcja holomorficzna f posyla kolo B(zp,7) w pewne kolo o promieniu s, to

[ (20)| < s/r.

Analityczna jednoznacznosé.

Niech f,g € O(B(0,1)) beda niezerujacymi si¢ funkcjami. Zal6zmy, ze f—/(%) = %(%) dlan=23,...
Udowodnij, ze f/g jest stala.

Lemat Schwarza.

Biholomorfizm to bijekcja holomorficzna w obie strony.

Udowodnij, ze kazdy biholomorfizm B(0, 1) na siebie posytajacy 0 w 0 jest dany wzorem postaci z +— €?z
(dla pewnego 6 € R).
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Udowodnij, ze kazdy biholomorfizm B(0,1) na siebie jest dany wzorem postaci z ~ e! e
pewnych 6 € R, a € B(0,1)).

Opisz wszystkie biholomorfizmy gérnej potptaszczyzny na siebie.

Czy istnieje holomorficzna w kole jednostkowym funkcja f, taka ze f(0) =1/2, f(1/2) =7/8i|f(z)| < 1
gdy |z < 17

Niech f: B(0,1) — B(0,1) bedzie holomorficzna. Udowodnij, ze |f'(0)| < 1 — nawet jesli f(0) # 0.
Zalézmy, ze holomorficzna f: B(0,1) — B(0,1) spelnia f(0) = 0, ale nie jest obrotem. Udowodnij, ze
dla kazdego z € B(0,1) ciag (z, f(2), f(f(2)), f(f(f(2))),...) jest zbiezny do 0.

Zasada maksimum.

Jedli f jest ciagla w B(0,1), holomorficzna w B(0, 1) i rzeczywista na 9B(0,1), to jest stala.
Uzasadnij, ze jesli D jest domknietym kotem, f funkcja holomorficzna na pewnym otwartym zbiorze
zawierajacym D, za$ a tym punktem D, w ktérym |f| osiaga swe maksimum na D, to f'(a) # 0. Podaj
przyktad pokazujacy, ze jesli D jest kwadratem to tak by¢ nie musi.

Punkty Pi,..., P, leza na zewnatrz kola, ograniczonego okregiem o srodku w punkcie O. Udowodnij,
ze na tym okregu istnieje punkt, dla ktérego iloczyn odlegloéci do punktow Py, ..., P, jest wigkszy niz
OP; - ... - OP,, a takze punkt, dla ktérego ten iloczyn jest mniejszy niz OP; - ... - OP,.

Zasada odbicia Schwarza

Zalézmy, ze f jest niezerujaca sie ciagla funkcja na B(0,1), holomorficzna w B(0,1). Ponadto zal6zmy,
ze |f(z)] =1 oile |z| = 1. Udowodnij, ze f jest stala. (Wsk. rozszerz f do C wzorem f(z) = 1/f(Z).)

Krzywa na plaszczyznie jest rzeczywista analityczna, jesli w otoczeniu kazdego swego punktu moze by¢

opisana jako wykres funkcji rzeczywistej analitycznej — funkcji rzeczywistej zadanej zbieznym na pewnym
przedziale szeregiem potegowym.

19.

Niech € i Q9 beda ograniczonymi obszarami w C, ktérych brzegi sa krzywymi rzeczywistymi anali-
tycznymi. Zalézmy, ze f:Q; — Qo jest ciagla, holomorficzna w Qy, i przeksztatca brzeg Q w brzeg
Qs.
a) Udowodnij, ze dla kazdego p € 99 istnieja: r > 0 i holomorficzna ¢: B(p,r) — C, takie ze na
Q1 N B(p,r) funkcje f i ¢ sa réwne.
b) Udowodnij, ze istniejg: otwarty zbiér U C C zawierajacy Q; i funkcja ® € O(U), takie ze obciecie
® do ©y pokrywa si¢ z f.



