Funkcje analityczne R. Lista 5

Globalne twierdzenie Cauchy’ego
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. Oblicz calki:

- Niech @ = C\ {2, —2}. Zaldamy, ze f € O(Q) ize [y, [(2)dz =T, [y5 o, f(2)dz=5.

a) Narysuj zamkniete krzywe v, n w €, takie ze fv f(z)dz =1, fn f(z)dz = 3.

b) Jakie inne wartosci calek f wzdluz zamknietych krzywych potrafisz uzyskaé?

c¢) Podaj przyklad funkcji f spelniajacej zalozenia zadania.

Dla f € O(Q) okre$lmy Per(f) = {f7 f(2)dz | v jest krzywa zamknigta w Q}. Zbadaj, jakim zbiorem
moze by¢ Per(f), a jakim jego domkniecie — dla nastepujacych Q:

a) Q= C\{0}

b) Q=C\{-1,1}

c) Q=C\{-1,0,1}.
W kazdym przypadku zilustruj swoje tezy odpowiednimi przyktadami funkcji f.
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Niech f bedzie niezerujaca sie funkcja holomorficzna na obszarze 2. Udowodnij Ze jesli f ma analityczny
k-ty pierwiastek dla nieskonczenie wielu naturalnych k, to f ma analityczny logarytm.

Niech 0 < 7 < R, iniech Q1 = {x+iy | (|z| > r)V(Jy| > r)}, Q2 = {z+iy | |z|, |y| < R}. Udowodnij, ze
kazda funkcje f € O(Q1N§2) mozna przedstawié¢ w postaci f1+ fo dla pewnych f; € O(£;) spelniajacych
lim, o f1(2) = 0.

Formalng kombinacje ¢ = k11 + ... + ky7yn krzywych (niekoniecznie zamknigtych) «,:[0,1] — Q z

calkowitymi wspolczynnikami nazywamy fancuchem singularnym w €. Calke po lanicuchu ¢ okreslamy
tak: [ f(z)dz = 330 | k; f,y, f(2)dz. Brzegiem Oc takiego lanicucha jest formalna kombinacja punktéw:
J

de = S k(1) — Z?:o k;7v;(0). Ladcuch ¢ nazywamy cyklem singularnym, gdy ma zerowy brzeg:

Jj=1

ac =0. Niech tez C>‘< - U?:l ’7;

7.

10.

11.
12.

(Q — otwarty w C) Udowodnij, ze dla dowolnego cyklu singularnego ¢ = 2?21 kjv; istnieje cykl v w
sensie Asha (formalna kombinacja krzywych zamknietych), taki ze: (1) dla kazdej ciagltej f:Q — C
zachodzi [ f(z)dz = f,y f(2)dz; oraz (2) v* C ¢*. Uzasadnij ponadto, ze dla dowolnych dwéch takich

cykli Asha ~, 4" i dowolnego z ¢ ¢* zachodzi n(v, z) = n(v/, 2).

Uzywajac pojecia cyklu singularnego wyttumacz, jak mozna w rozumowaniu z ksiazki Asha zastapié
“Hexagon Lemma” przez “Square Lemma”.

Rozwiniecia Laurenta

Rozwini w szereg Laurenta (w bezposrednim otoczeniu wskazanych punktéw):
a) == wz=0iz=1;
z—1 ’

1 _ 9 (.
b) coem wr=12=2iz=0;
c) e #+sin(z) wz = 0;

d) 27e* " w2z =0.

Rozwin funkcje 1JZ2 + 3%2 w szeregi postaci Y oo

obszarem jest zwiazanie kazde z nich?

anz™.

o Ile istnieje takich rozwinie¢? 7 jakim

Na cze$é Fibonacciego rozwin Z2+ w szereg Laurenta wokot 0.

z—1

Rozwin w szeregi Laurenta w obszarach: 2 < |z| < 3; 3 < |z].
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Osobliwosci

Udowodnij, ze jesli f € O(Q\ {p})
a) jest ograniczona, to ma w p osobliwo$¢ pozorna;
b) ma w p granice co, to ma w p biegun.

Sklasyfikuj typy osobliwosci podanych funkeji (uwzgledniajac oo):
2z
e z 1 (t 1) z+1
2 oS — ex - — exp ——
(z —1)%’ sin z’ 2’ Pus) 22— 2§’ PT

Udowodnij, ze R
a) funkcja holomorficzna w C jest stala;
b) funkcja calkowita, ktorej osobliwo$é w co nie jest istotna, jest wielomianem;
¢) funkcja meromorficzna w C jest wymierna;
Wykaz, ze jedli f ma w z biegun rzedu m, a P jest wielomianem stopnia n, to P o f ma w z biegun
rzedu mn.
Uzasadnij, ze jesli f jest holomorficzna w , to 1/f jest meromorficzna w Q (lub f =0).
Cgzy istnieje:
a) funkcja f € O(D’(0,1)) spelniajaca nieréwnosé |f(z)| > exp(1/|z|)?
b) funkcja catkowita f spelniajaca nieréwnosé |f(z)| > exp(|z|)?
Zatézmy, ze f € O(D'(0,1)). Udowodnij, ze jesli ffD’(O 1 |f(z+iy)|>dxdy < oo, to f ma w 0 osobliwogé
pozorna.



