Funkcje Analityczne R. Lista 7

Wzér Jensena.

. Niech f € O(D(0,1)) bedzie ograniczona. Niech tez a1, asg,as, ... beda jej zerami (kazde wymienione

tyle razy, ile wynosi jego krotno$¢). Udowodnij, ze Y - (1 — |an]) < oo.

Niech f € O(Q), D(0,R) C Q. Zatézmy, ze f(0) # 0, oraz ze f nie ma zer na brzegu dysku D(0, R).
Niech n(r) oznacza liczbe zer f w D(0,r) (z uwzglednieniem krotnosci). Uzasadnij nastepujacy wariant
wzoru Jensena:
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Méwimy, ze f € O(C) ma rzqd (wzrostu) < p, jesli dla pewnych dodatnich stalych A, B i wszystkich z € C:

|f(2)| < Aexp(B|z[?).

Rzad funkcji f definiujemy jako infimum dodatnich liczb p spelniajacych powyzszy warunek.
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Niech (niezerowa) f € O(C) ma rzad < p. Udowodnij, ze:
a) dla pewnego C' > 0 i dostatecznie duzych r zachodzi n(r) < Cr?;
b) jesli a1,aq,... sa zerami f (wszystkimi r6znymi od 0, z uwzglednieniem krotnosci), a s > p, to
Do lan| 7% < oo
Zbadaj rzad funkcji: wielomianowej; wykladniczej; sinus; cosinus;
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exp(cz™); exp(e®); “cosyz7 = Z(—l)”
n=0

Niech g € O(C), f(z) = 9% sin(z). Udowodnij, ze istnieje dodatnia stata C, taka ze
sup|.=g |f(2)| = Cexp(2R/).
Kontynuacja analityczna.
Niech F(z) =Yo7 22" (dla |z] < 1).
a) Udowodnij, ze jesli w?" = 1, to lim,_,,— |F'(rw)| = oc.
b) Wywnioskuj z a), ze kazde z o module 1 jest punktem osobliwym na brzegu kota zbieznosci
rozwazanego szeregu.
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Udowodnij, ze pierwszy z szeregéw zbiega w obszarze zawierajacym D(0,1)UD(1,1), podczas gdy drugi
z nich ma kolo zbieznosci D(0,1). Pokaz, ze jest to ilustracja zjawiska nadzbieznodci: pewien ciag
sum czeéciowych drugiego szeregu zbiega (niemal jednostajnie) na obszarze istotnie wigkszym niz koto
zbieznosci.

Uzasadnij, ze uogdlniona funkcja analityczna moze mie¢ w danym punkcie najwyzej przeliczalnie wiele
wartosci.

Zalézmy, ze pewna uogolniona funkcja analityczna @ okreslona na 2 spelnia warunek: dla dowolnych
dyskéw Do, D1 C 2 o niepustym przekroju i dla dowolnego elementu (Do, fo) € P istnieje element
(D1, f1) € ® bedacy bezposrednia kontynuacja analityczna (Do, fo). Uzasadnij, ze wtedy dowolny ele-
ment funkcji  mozna przedtuzaé analitycznie wzdluz kazdej krzywej (zaczynajacej sie w jego dziedzinie
i lezacej w Q).

Niech f € O(2) nie ma zer w obszarze €. Niech n bedzie catkowite dodatnie.

a) (funkcja {/f(z)) Rozwazmy rodzing elementéw (D, g) zadanych warunkami D C Q, g™ = f, g €
O(D). Uzasadnij, ze ta rodzina spelnia warunek z poprzedniego zadania, ma zatem wlasno$¢ anal-
itycznego przedtuzania wzdtuz krzywych. Udowodnij, Ze jest ona suma co najwyzej n uogdlnionych
funkcji analitycznych na 2.
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b) W sposéb analogiczny jak w a) rozwaz log f(z).
Niech ® bedzie uogélniona funkcja analityczna na C\ {—1, 1} zadana wyrazeniem v/1 — z2.
a) Sprawdz, ze ® jest jedna uogdblniona funkcja analitycznag (a nie dwoma).
b) Udowodnij, ze po ograniczeniu do zbioru C \ ((—oo, —1] U [1, +00)) funkcja uogdlniona @ rozpada
si¢ na dwie funkcje analityczne.
¢) Udowodnij, ze po ograniczeniu do zbioru C \ [—1, 1] funkcja uogdlniona ® tez rozpada sie na dwie
funkcje analityczne.
Sprawdz, ze wyrazenie /(1 — 22)(4 — 22) okresla uogdlniona funkcje analityczna na U = C\ {£1, £2}.
Przedyskutuj kilka réznych wyboréw mozliwie duzych € C U, po ograniczeniu do ktérych ta funkcja
uogolniona rozpada si¢ na dwie funkcje analityczne. Poszukaj niejednospdjnych przyktadéw takich €.

Niech F' bedzie niestala funkcja analityczna na obszarze €2, a f jej obcieciem do podobszaru
w={z€Q|F'(z) #0}.

a) Zbuduj uogdlniong funkcje analityczna f~! na obszarze f|w].

b) Wyznacz Q, wi flw] dla F =sin i dla F' = tg.
Niech f € O(Q), zp € Q, Q — obszar. Dla dowolnego wg € Q, D = D(wo, r) C Q i dowolnej krzywej v
(w Q) taczacej 2o i wo okreslmy element analityczny (D, F) wzorem F(w f f(2)dz+ f o] f(2)dz
Uzasadnij, ze okreshhsmy A ten sposéb uogdlniona funkcje anahtyczn@ na 2 (symbohczme mozna by
ja zapisa¢ F(w f f(2)dz). Udowodnij, ze ta funkcja uogdlniona ma wlasnosé przedtuzania wzdiuz
krzywych.

Uzasadnij, ze funkcja uogélniona fow 1_7_2 > okreslona jak w zadaniu poprzednim pokrywa sie z funkcja

arctg zbudowana w zadaniu przedpoprzednim.

Czy poprzednie zadanie ma swoja wersje dla arcsin?

Zalézmy, ze elementy analityczne (D, f) i (D, g) maja swoje kontynuacje analityczne wzdluz krzywej v
do elementéw analitycznych (D*, f*), (D*,¢*). Zalézmy tez, ze P(x,y) jest zespolonym wielomianem
dwéch zmiennych, takim ze P(f(z),g(z)) = 0 dla wszystkich z € D. Uzasadnij, ze P(f*(z),¢9*(z)) =0
dla z € D*. Uogdlnij.

Niech f € O(02\ S), gdzie Q jest obszarem jednospéjnym, zas S skonczonym jego podzbiorem. Uogol-
niona funkcje analityczna F w Q\ S definiujemy jak w zadaniu 14 ( f f(2)dz, dla pewnego
zo € Q\ S). Udowodnij, ze jezeli faD(s7€)f( z)dz = 0 dla Wszystklch s 6 S i dostatecznie malych
dodatnich €, to F jest (jednowartosciowa) funkcja analityczna w Q \ S.



