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1 Przedmowa

Niniejszy skrypt obejmuje podstawowe zagadnienia topologii metrycznej, wyktadane
na kursie Analizy i topologii na Uniwersytecie Wroctawskim. Praca zostata napisana
na podstawie notatek wtasnych autorki, sporzadzonych w trakcie tego kursu, oraz w
oparciu o dodatkowe zrodta, wymienione w bibliografii. Notatki pelity gtéwnie role
inspiracji - wszystkie przyktady, jak réwniez obszerne fragmenty dowodéw, pochodza
od autorki.

Skrypt kierowany jest przede wszystkim do oséb, ktére chea uzupelié¢ wiedze z tej
dziedziny na poziomie podstawowym. Czytelnik zostanie zapoznany z pojeciem prze-
strzeni metrycznej, a dalej pozna rodzaje norm i metryk. W rozdziale czwartym Czy-
telnik dowie sig¢, czym sg kule i jak wygladaja one w przyjetych metrykach. Zebrane w
pracy pojecia topologiczne zostaty dalej podzielone na podstawowe oraz zaawansowane-
te mniej intuicyjne. Na samym koncu przedstawiona zostata ciagtosé oraz jej zwiazek z
opisanymi wczesniej pojeciami. Duza szczegdélowosé omawianych zagadnien jest od po-
czatku zamierzona i w celu ich lepszego zrozumienia, skrypt zostat wzbogacony o liczne
przyktady i rysunki. W swojej pracy autorka zaktada, ze czytelnik posiada na podstawo-
wym poziomie wiedze z zakresu Wstepu do matematyki oraz Analizy matematycznej 2.

Trudno jest znalezé skrypt omawiajacy topologie w sposob tak elementarny, a stu-
denci czesto tego potrzebuja ze wzgledu na dos¢ abstrakcyjny, a przez to nieintuicyjny,
jej charakter.



2 Wstep

W wielu dziedzinach matematyki centralne miejsce zajmuje pojecie przestrzeni. Przez
przestrzen rozumiemy zbior z zadang na nim w pewien sposéb strukturg. Na przyktad
w algebrze liniowej zajmujemy sie przestrzeniami liniowymi, gdzie zbiorem jest zbior
wektoréw, a struktura zadana jest przez dziatanie dodawania i mnozenia przez skalary.

Topologia w pewnym sensie zajmuje si¢ badaniem i opisywaniem “ksztattu” prze-
strzeni, ktérej struktura oparta jest na odlegtosci pomiedzy jej punktami. Doktad-
niej, w topologii metrycznej struktura zadana jest przez funkcje zwana metrykq, ktéra
wprost okresla odlegtos¢ pomiedzy punktami. W topologii ogdlnej natomiast, struk-
tura zadana jest przez wlasnos¢ zbiorow zwang otwartoscig. Bardzo waznym aspektem
w badaniach nad przestrzeniami jest poréwnywanie ich miedzy soba, do czego czesto
wykorzystujemy odwzorowania zachowujace strukture. Wracajac do przyktadu algebry
liniowej, takimi przeksztatceniami sa odwzorowania liniowe, ktore zachowujg dodawanie
wektoréow i mnozenie ich przez skalary. W topologii strukture zachowuja przeksztal-
cenia ciggte. Mozna mysle¢, ze przeksztatcenia ciagle, to takie, ktore odwzorowuja
punkty lezace blisko siebie w takie, ktore wcigz sg blisko. Mozna tez mysle¢ od drugiej
strony- ze przeksztatcenia nieciggte, to takie, ktére "rozrywaja” przestrzen, czyli pod
wpltywem ktorych punkty, ktore leza dowolnie blisko siebie, staja sie dowolnie odlegte.
Jesli takie przeksztalcenie (zachowujace strukture) zadaje wzajemna odpowiednio$¢ po-
miedzy punktami dwéch przestrzeni (to znaczy jest bijekcja) i przeksztatcenie do niego
odwrotne réwniez zachowuje strukture, to przestrzenie te uwaza sie za takie same w
sensie danej dziedziny matematyki. W topologii takie przeksztatcenie nazywamy ho-
meomorfizmem, a przestrzenie, pomiedzy ktérymi takie przeksztalcenie istnieje, nazy-
wamy homeomorficznymi. W tym wtasnie sensie powierzchnia kubka jest tym samym,
co powierzchnia obwarzanka. Scisle opisujemy je jako przestrzeri topologiczng zwana
torusem.

Topologia w pelnej ogdlnosci jest bardzo obszerng i bogata w skomplikowane obiekty
dziedzing. Stanowi podstawe innych dziedzin matematyki. Aby wej$¢ w ten $wiat, nie-
zbedne jest doglebne zrozumienie podstaw, do ktérych zalicza si¢ topologia metryczna,
ktéra kryje w sobie wiele trudnosci formalnych i koncepcyjnych. Z tego powodu zaleca
sie Czytelnikowi uzbroi¢ w sporg doze cierpliwosci i wytrwatosci.

3 Przestrzenie metryczne

7 jednego miejsca do drugiego mozna przemiesci¢ sie na wiele sposobéw. To, jak szybko
znajdziemy sie w docelowym miejscu i jak dtuga bedzie pokonana trasa, zalezy od
wielu czynnikow. Dwie rézne osoby, ktére wykonaty takie same przemieszczenie, moga
wyznaczaé rézne tory ruchu. W tym rozdziale przekonamy sie, ze takze w matematyce



odlegtos¢ miedzy dwoma punktami w przestrzeni moze przyjmowaé rozne wartosci w
zaleznosci od tego, jak te odlegto$é zdefiniujemy. Funkcje odlegloéci nazywaé bedziemy
metryka.

Definicja 3.1.
Niech X bedzie niepustym zbiorem z elementami x, y, 2.
Metryka na X nazywamy funkcje:

d: X x X3 (z,y)—d(z,y) R
spelniajaca nastepujace warunki:
1. Voyex: dz,y) =0z =y
2. Voyex : d(z,y) =d(y, )
3. Vayrex  d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
Nalezy rozumie¢ je nastepujaco:
1. Odlegtosé punktu od samego siebie wynosi 0.
2. Odlegtoé¢ punktu x od punktu y jest taka sama jak odlegtos¢ punktu y od punktu x.
3. Warunek trzeci to tak zwana nieréwnos$¢ trojkqgta.

Uwaga. Zauwazmy, ze z powyzszych warunkow wynika wtasnoscé:
Veyex d(z,y) =0,
poniewaz
0 =d(z,z) <d(z,y) + dy,x) = d(z,y) + d(z,y) = 2d(z,y),

czyli
0 < d(x,y).

W zwiazku z powyzszym d jest funkcja o przeciwdziedzinie w [0, 00) i mozemy napisa¢:
d: X x X +—[0,00).

Definicja 3.2.
Pare ztozong z niepustego zbioru X i okreslonej na nim metryki d nazywamy prze-
strzeniag metryczng i oznaczamy (X, d).



3.1 Metryka euklidesowa

Przyktad 3.3.
Niech d(x,y) = | — y| dla z,y € R. Para (R, d) jest przestrzenia metrycznag.
Istotnie, d spetnia warunki definiujace metryke:

Ldlz,y) =0 <= |z —y|=0 <<= 2—y=0 <= =y
2. d(z,y) = |z =yl =|(=1) - (y = 2)[ = |y — 2] = d(y, v)

3. d(z,z) =z —z|=|z—y+y—z[=|x—y)+(y—2)|
Skorzystamy z nastepujacej nieréwnosci: |z + y| < |z| + |y|.

[z —y)+(y =2 <l —yl+ly —2[ = d(z,y) + d(y, 2)
Mamy zatem: d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Warto uzasadni¢ nieréwnosé, z ktorej skorzystaliémy w podpunkcie 3.
Dla dowolnych z,y € R mamy

(x+9)* =2 + 20y +y* < 2 + 20wy + y* = |2 + 2ally| + [y* = (=] + [y])*.
Otrzymujemy zatem
(z +)* < (2] + ly])?,

a stad
|z 4yl < [z| + Jyl,

poniewaz obie strony nieréwnosci sg nieujemne.

Ogoélnie, w przestrzeni euklidesowej R™ metryka wyraza sie wzorem

d(z,y) = [lz = ylle,
gdzie
(1) llzlle = 4| D _(:)*.

i=1

Wielkoé¢ ||z||. nazywana jest norma euklidesowa wektora = i definiuje ona jego
dhugosc¢.

Definicja 3.4.
Niech X bedzie przestrzenig liniowa nad R lub C. Funkcje

-1+ X = [0, 00)

nazywamy norma, jesli dla wektorow x,y € X oraz skalara a spelia ona nast¢pujace
wtasnosci:



L ||z]] =0 <= =0
2. [|az|| = |af - [|=[|
3. o+ yll < ]| +[lyll

Definicja 3.5.

Przestrzen liniowa X z okreslona w niej norma || - || nazywamy przestrzenia unor-
mowang i oznaczamy (X, || - |).
Fakt. Kazda przestrzen unormowana (X, || -||) jest przestrzeniq metryczng z metrykq

zdefiniowang w nastepujgcy sposob:

d(z,y) := |l =yl
dla v,y € X.
Dowdd analogiczny, jak w Przyktadzie 3.3.

Przyktad 3.6.
Przyktadem przestrzeni unormowanej jest wspomniana juz wczesniej przestrzen eu-
klidesowa z norma euklidesowa (1).

Dowdd.

Pokazemy, ze norma euklidesowa || - || spetnia nieréwnosé¢ tréjkata, czyli zachodzi
Z(% +1:)? < ()2 + (vi)2.
i=1 i=1 i=1

Mamy

n n

Nz +yll2 =D (wi+u)? =D (a7 + 2y +y7) =D a7 +2> zyi+ > Y7 =
=1 = =

=1 =1
= |22 + 2> @iys + lylle < Mlalle + 21zl + lIylle-
i=1 =1

Skorzystamy z nastepujacej nieréwnosci (Cauchy’ego- Schwartza):
1>l < el ol
ktora udowodnimy pozniej. Mamy zatem:
llz +ylf2 < |l=[[Z + 2] ixiyi| +lyll2 < 2 +2l2]le - lylle + 9112 = (2lle + [y]le)*.

Poniewaz ||z[c, [[ylle; [z + ylle = 0, to [[z +ylle < [lzlle + ||yl O
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Dowadd nierowno$ci Cauchy’ego- Schwartza.
Jedli ||lylle = 0, to po obu stronach nieréwnosci Cauchy’ego- Schwartza mamy zero.
Mozemy wiec zatozy¢, ze ||yl # 0. Dla dowolnego o € R mamy

n n

0< |z —aylld =3 (i — ay:)* = > (7 — 2z + a’y;) =

i=1 i=1

=Y a7 —2a) wyi+ oy y = l2llf — 20wy + lyl[2,
i=1 i=1 i=1 i=1

czyli
200wy — lyl2 < |2
i=1
Niech n
_ S

o =
[lyl[2

)

wtedy mamy

o ) (O my)? 2 2
9. M — = Ayllz < 27
Iy |2 B h

Po przemnozeniu obu stron nieréwnosci przez ||y||?, otrzymujemy

2-(Q_way)® — (2 wima)” < llzlCllylle,
i=1 i=1
czyli
O wiyi)® < = I2l1ylz,
i=1

co (po obustronnym spierwiastkowaniu) daje

n
1> @il < lzllellylle-
i=1

O
Wiemy juz, w jaki spos6b norma generuje metryke. Korzystajac z tego, otrzymujemy:
dp(z,y) = [l = ylle = || > _(z: — w)%,

=1

gdzie dg jest tzw. metryka euklidesowa na R". W Przyktadzie 3.3 omawialismy
metryke euklidesowa na R zadang wzorem

de(z,y) = \/(z —y)* = |z — |,



czyli dlan = 1. W taki sposob wyraza sie odlegltos¢ miedzy dwiema liczbami na proste;j.
Natomiast dla n = 2, czyli na plaszczyznie R?, otrzymujemy:

dp(,y) = /(1 — 91)2 + (22 — y)2.

Zauwazmy, ze odlegtos¢ ta oznacza dhugosé odcinka prostoliniowego miedzy punktami

T = (-75175132) oraz y = (y17y2)-

Rysunek 1: Odlegtos¢ euklidesowa na ptaszczyznie.

3.2 Przyklady norm i metryk

W tym podrozdziale poznamy szereg innych norm i metryk. Celem bedzie zrozumie-
nie, w jaki sposéb, zgodnie z dang metryka, wyznaczamy odlegtos¢ dwoch punktow
r = (z1,%2),y = (y1,y2) W przestrzeni R?.

Przyktad 3.7 (Norma takséwkowa).
Niech * = (71, 73) bedzie punktem w przestrzeni R?. Wtedy norme takséwkowa

||z||1 okreslamy w nastepujacy sposob:
lzl[x = [@1] + |22].

Poprzez dr(z,y) oznaczaé bedziemy metryke takséwkowa, ktora zdefiniujemy zgod-

nie z przyjeta wezesniej konwencja:
dr(z,y) = [z —yll = |21 — ] + |22 — p2f.

Zauwazmy, ze aby przemiesci¢ si¢ z punktu x do punktu y w metryce takséwkowej, po-
rusza¢ mozemy sie jedynie po odcinkach pionowych (odlegtosé drugich wspétrzednych)
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oraz po odcinkach poziomych (odlegto$¢ pierwszych wspodlrzednych). Sumujemy obie
odlegtosci, zatem nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci wykonujemy zakrety.

Taki schemat mozna skojarzy¢ z poruszaniem si¢ po kracie, jaka przypominaja siatki
drog w niektorych miastach. Jadac samochodem zaznaczymy na mapie podobny tor ru-
chu. W zwiazku z powyzszym, metryke takséwkowa czesto nazywa si¢ metrykqg miejskg
czy tez metrykqg Manhattanu.

Rysunek 2: Przyktady tras w metryce taksowkowe;.

Przyktad 3.8 (Norma maksimum).
Norma maksimum, czy inaczej norma supremum, wyraza si¢ wzorem:

|2lloc = maz(|z1], |22]),
i generuje metryke maksimum, ktéra oznaczaé¢ bedziemy poprzez dy(x,y):

dyv(z,y) = HZU —Y|loo = max(|x1 - y1\7 |z2 — yal).

Fakt. Pokazemy, Ze metryki euklidesowa, taksowkowa oraz maksimum sq réwnowazne
w sensie ponizszej definicyi.
Definicja 3.9.
Niech X bedzie niepustym zbiorem oraz z,y € X.
Mowimy, ze metryki dq,ds na X sg rOwnowazne, gdy istnieja stale m, M takie, ze
0 <m < M oraz

m-dy(z,y) < do(x,y) < M -di(z,y).

Przyktad 3.10 (Por6wnanie metryk dg, dr, dyy).

W zrozumieniu specyfiki kazdej z powyzszych metryk oraz dostrzezeniu réznic miedzy
nimi pomocne bedzie wyodrebnienie na ptaszczyznie trzech punktow bedacych wierz-
chotkami tréjkata prostokatnego. Wezmy A = (0,3), B = (0,0), C = (4,0).
Obliczymy odlegtos¢ miedzy punktami A i C' w kazdej z trzech podanych metryk.

11



1. Metryka euklidesowa
di(A,.C) = dp((0,3). (4,0) = \/(0—4)* + (3-0)? =5
Otrzymalidmy dlugo$é przeciwprostokatnej, czyli norme euklidesows wektora /ﬁ

2. Metryka takséwkowa
Okazuje sie, ze odlegto$é miedzy tymi samymi punktami w dr jest wieksza niz w
dg.

3. Metryka maksimum
dr(A, C) = d((0,3),(4,0)) = max (|0 — 4], |3 = 0]) = max(4,3) = 4
Odlegto$¢ liczona w metryce maksimum jest w tym przypadku najkrotsza.

Rysunek 3: Symboliczne poréwnanie tras w metrykach dyy, dg, dr.

W oparciu o powyzszy przyktad mozemy podejrzewad, ze zachodzi nastepujaca nierow-
no$¢ miedzy danymi metrykami:

Dowod nierownodcs.

1° Pokazemy najpierw, ze dy(x,y) < dg(z,y).
Przyjmijmy, ze |1 — y1| < |22 — yo|. Wtedy dy(z,y) = |ve — y2|. Zalézmy nie
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20

wprost, ze dy(z,y) > dg(x,y), czyli

22 — Y| > \/|$1 — 1>+ |z2 — yaf*.
Réwnowaznie otrzymujemy:
|2

|22 — yol” > |21 — ni]* + |22 — ¥2

)

czyli
0> |21 —yi|,

co daje sprzecznosé. Stad dy(z,y) < dg(z,y).

Pokazemy teraz, ze dp(z,y) < dr(z,y).
Zat6zmy nie wprost, ze dg(z,y) > dr(x,y). Wowczas:

\/|56’1 =i+ 22 — 12 > |21 — yi| + |22 — 10,
lub réwnowaznie:
21 =1 * + |2o — gl > a1 —yi P+ 2 a1 — | - |22 — go| + 22 — wof*.
Otrzymujemy:
0>2|zy — 1| - |z2 — 42,

co oznacza sprzecznosé, zatem dg(z,y) < dr(z,y).

Skoro dy(x,y) < dg(z,y) oraz dg(x,y) < dr(x,y), to dy(x,y) < dp(z,y) < dr(z,y),
co chcieliSmy pokazac. O

Aby udowodnié, ze powyzsze metryki sa réwnowazne (na mocy nieréwnosci (2)), wy-
starczy pokazac istnienie statej M takiej, ze

Dowad.
Zatozmy, ze |1 — yi| < |wo — yol, czyli dy(x,y) = |2 — yol.
Wtedy

dr(z,y) = o1 — | + 72 = 42| <2+ |22 —p2| = 2 du(z,y).
[l

Przyktad 3.11 (Norma £2).
Wezesniej przedstawione normy sa szczegdlnymi przypadkami normy 6227, ktora dla

1 < p < oo definiujemy przez

[l2llp = (Jal” + |z2|) /7.

13



Powyzsza norma generuje w R? metryke postaci:
lz = yll, = (|21 — v1 P + w2 — 1al?) /7.
W szczegdlnosci

dr(z,y) = ||z = ylh oraz du(z,y) = ||z = Ylle,

a ponadto
|z = yll2 = de(z,y).

W tym momencie zrozumialy powinnen staé¢ sie¢ dobdr indekséw dolnych wystepuja-
cych przy oznaczeniach poszczegélnych norm. Zauwazmy, Ze we wzorze na metryke
taksowkows przyjmujemy p = 1, natomiast dopuszczajac p = oo definiuje sie metryke
maksimum.

Uwaga 3.12.
Kazda z powyzszych metryk mozna okresli¢ w przestrzeni R"™ dla wektoréow = = (x1, ..., z,,)
oraz Yy = (Y1, ..., Yn). Wowczas otrzymujemy:

dp(z,y) = \/(331 — )+ (T — yn)?

dp(x,y) = o1 — 1] + .. + |T0 — Ynl
dM(xvy) = max(|x1 - y1|7 ) |l‘n - yn|)

Przyktad 3.13 (Metryka rzeka).

Metryka rzeka jest przyktadem metryki, ktora nie zostata wygenerowana przez zadna
norme. Oznaczaé ja bedziemy jako dpg.

Aby przejs¢ w dgr droge z jednego punktu do drugiego, konieczne bedzie odnalezienie
,rzeki”. Jest to jedyna prosta, ktora umozliwia poruszanie si¢ w kierunku poziomym.
Co wiecej, dotrze¢ do rzeki mozna tylko $ciezkami, ktére sa do niej prostopadte.
Wyobrazmy sobie, ze ptaszczyzna R? jest gesta dzungly (nie mozemy wydeptaé dowolnej
Sciezki), a 0§ OX jest rzeka. Aby formalnie zdefiniowa¢ metode mierzenia odlegltosci
miedzy punktami w dg, nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki.

1. Niech z = (x1,29) oraz y = (y1,y2) beda takie, ze x1 # y;. Zgodnie z przyjeta
konwencja, dtugos¢ drogi miedzy tymi punktami wynosi:

dr(x,y) = |v2| + |21 — y1| + |yl

Uwzgledniamy prostopadta droge od x do rzeki, droge przeptynieta po rzece oraz
droge od y do rzeki. Zauwazmy, ze fragment przeplynietej rzeki jest odcinkiem,
ktorego dtugo$é mierzymy zgodnie z metryka euklidesowa na prostej.

14
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Rysunek 4: Przyktady tras z punktu x do punktu y w dg, gdy =1 # ;.

2. W przypadku gdy x; = y;, oba punkty znajduja sie na tej samej $ciezce prosto-
padlej do rzeki (niezaleznie od tego, czy sa po jej przeciwnych stronach). Wtedy
odlegtosé miedzy nimi jest taka sama, jak odlegtoéé¢ euklidesowa na proste;j:

dr(z,y) = |12 — 1].

N R el et 5

Rysunek 5: Trasa od z do y w dg, gdy 1 = v;.

W zwiazku z powyzszym otrzymujemy:
— d
di(z, ):{ 22| + 1 — w1 + |y2| edy 21 # 1
|22 — Yol gdy 21 =y
Metryka rzeka zdefiniowana w taki sposéb jest zwrotna i symetryczna. Aby udowodnic,

ze dg spelnia warunek trojkata, nalezy rozpatrzeé¢ trzy przypadki, w zaleznosci od
rozmieszczenia punktéw wzgledem siebie.
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Dowad.
Wezmy trzy punkty z = (z1,22),y = (y1,92), 2 = (21, 22) € R%

o Przypadek I
Wszystkie trzy punkty znajduja sie na tej samej sciezce prostopadtej do rzeki czyli

T = yl = 21.
dp(x, 2) = v — 22| = T2 — Yo +y2 — 22| < |22 —yo| + Y2 — 22| = dr(x,y) +dr(y, 2)

e Przypadek II
Tylko dwa punkty (tutaj x,y) leza na tej samej Sciezce, czyli 1 = y; # 21.
dr(w,2) = |z2| + 21 — 21| + |22
dr(z,y) +dr(y, 2) = |v2 — yo| + [y2| + [y1 — 21| + [22]

Chcemy pokazaé:
dR(ZE, Z) < dR(fE, y) + dR(ya 2)

to znaczy
|zo| + |21 — 21| + |22] < |22 — Y| + |y2| + [y1 — 21| + |22],
czyli
|za| + |21 — 21| < |x2 — o] + 2| + |11 — 21l
Mamy |xo| < |x2—ya|+|y2| oraz |21 — 21| = |y1 — 21|, bo 21 = y1, co koficzy dowdd.

Dowdd w przypadku x1 # y; = 21 jest analogiczny do powyzszego.

o Przypadek III
Kazdy w trzech punktéw znajduje sie na innej Sciezce, czyli xy # y1 # 21.
Mamy
dr(x, 2) = [22| + 11 — 21| 4 | 22]

oraz
dr(x,y) + dr(y, 2) = || + |21 — 1| + |ya| + |v2| + |11 — 21] + |22|.
Zauwazmy, ze:

dr(z, 2) =|zs| + |21 — 21| + |22| = |@2| + |21 + (=y1 + 1) — 21| + |22
< wo| + |2y — yi] + [y — 21| + |22 < dr(2,y) +dr(y, 2).
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Przyktad 3.14 (Metryka centrum).

Metryka centrum zwana jest inaczej metryka wezta kolejowego. Oznaczaé ja be-
dziemy poprzez d¢.

Tym razem wyobrazmy sobie wezet kolejowy umieszczony w srodku uktadu wspétrzed-
nych (0,0). Z calej ptaszczyzny prowadza do niego poétproste, czyli ,tory”. Z jednego
punktu do drugiego mozemy poruszaé sie tylko po nich. Zanim formalnie zdefiniujemy
te metryke, rozpatrzmy dwa przypadki:

1. Jesli @ = (x1,29) oraz y = (y1,y2) sa wspétiniowe z punktem (0,0), to znaj-
duja sie na takim samym torze. Odlegtos¢ miedzy nimi jest wéwczas odlegtodcia
euklidesowa na ptaszczyznie:

de(z,y) = dp(z,y) = /(21— 11)? + (22 — 12)2.

Rysunek 6: Trasa od x do y w d¢, gdy punkty z,y sa wsp6tliniowe z (0,0).

2. W przeciwnym przypadku (gdy x,y nie sa wspo6tliniowe z zerem) po wystartowa-
niu z punktu z i zatrzymaniu si¢ w srodku uktadu wspotrzednych musimy przejsé
na inng pélprosta (prowadzaca od (0,0) do punktu y).
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Rysunek 7: Trasa od x do y w d¢, gdy z,y nie sg wsp6tiniowe z (0, 0).

Wobwcezas zachodzi:

de(z,y) = dp(z,0) + du(y, 0) = /a3 + a3 + \Jy? + 12 = ||zl + |9l

W zwiazku z powyzszym otrzymujemy:

dg(z,y) gdy z,y,(0,0) sa wspotliniowe
dg(x,0) +dg(y,0) gdy x,y,(0,0) nie sa wspétiniowe

de(x,y) :{

Przyktlad 3.15 (Metryka dyskretna).
Metryka dyskretna oznaczana bedzie poprzez dp.
Na dowolnym, niepustym zbiorze X metryke dyskretng definiuje sie w sposéb nastepu-

jacy:

1 gdyx#y

4 Kule w przestrzeniach metrycznych

Definicja 4.1.
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.
Kulg otwarta w (X, d) o srodku s € X i promieniu r > 0 nazywamy zbidr:

K(s,r)={z e X :d(z,s) <r}.
Natomiast kulg domknietg o takim samym srodku i promieniu jest zbior:

K(s,r)={r e X :d(z,s) <r}.
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4.1 Wilasnosci kul
Dla kul w dowolnych metrykach zachodza nastepujace wtasnosci:
1. K(s,r) C K(s,r).
2. K(s,r) # 0, poniewaz d(s,s) =0 < r, zatem s € K(s, 7).
3. Jedli y € K(x,r),to istnieje 7’ > 0 takie, ze K(y,r") C K(x,r).
Dowéd wtasnosci 3.
Niech ' = r —d(z,y) oraz z € K(y,r’). Jedli z € K(y,r’), to d(z,y) < r'. Wtedy
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <r' +d(y,z) =r —d(y,z) +d(y,z) =r.
Stad z € K(x,r). ]

4. r <R = K(a,r) C K(a,R), K(a,7) C K(a, R).
Uwaga. Kula o mniejszym promieniu nie musi zawiera¢ si¢ w kuli o wiekszym promie-
niu, jesli ich srodki sg rézne.
Przyktlad 4.2.

Niech X bedzie potprosta [0,00) z metryka euklidesowa. Wyznaczmy na X kule do-
mknieta K o $rodku w zerze i promieniu dtugoéci 3:

K(0,3) ={z € X : dg(z,0) < 3}.
Otrzymujemy zbior
K1(0,3) ={z € X :|z| < 3}.
Niech K, bedzie kulag domknieta o érodku w punkcie 2 i promieniu dtugoéci 2. Wéwcezas

Ky2,2)={zre X :|zr—2| <2}

Otrzymujemy nastepujace zbiory na [0, 00):

Rysunek 8: K;(0,3) i K5(2,2)

Zauwazmy, ze kula o mniejszym promieniu (K,) nie zawiera sie w kuli o wiekszym

promieniu (K7).
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Uwaga.
a) Dwie kule o réznych érodkach i promieniach moga by¢ rowne.
b) Kula otwarta moze by¢ réwna kuli domknietej o tym samym srodku i promieniu.
¢) Kula otwarta moze by¢ réwna kuli domknietej o innym $rodku i promieniu.
Na przyktad dla przestrzeni X = [0,5] z metryka euklidesowa:
a) Kg(3,3) = Kg(1,6).
b) Kg(2,7) = Kg(2,7).
c) Kp(1,5) = Kg(3,4).

Aby zaakcentowaé, w jakiej metryce sg dane kule, najczesciej uzywac do tego bedziemy
indeksu dolnego w postaci pierwszej litery nazwy danej metryki— Kg oznacza otwarta
kule euklidesowa. W tej pracy pojawia si¢ rowniez inne sposoby oznaczania kul w
zaleznosci od kontekstu, na przyktad:

» K.(s) oznacza kule o promieniu ¢ i érodku w s.

o Kx(s,r) oznacza kule o érodku s i promieniu r w przestrzeni X ze znana nam
metryka.

4.2 Przyktady kul w ré6znych metrykach

Wyobrazmy sobie, ze przyktadamy pioro w punkcie bedacym srodkiem danej kuli.
Uwolniony z niego atrament pokonuje droge dlugosci promienia i wysycha. W me-
tryce euklidesowej z kazdego punktu moze poruszaé¢ sie w dowolnym kierunku, lecz w
metryce rzeka sposéb rozplywania sie atramentu zalezy od punktu startowego. Jesli
atrament startuje z punktu o niezerowej drugiej wspoétrzednej, to porusza si¢ po piono-
wej linii. Natomiast gdy stréozka dotknie rzeki, rozptywa sie¢ na wiele Sciezek tworzac
ksztatt diamentu. Ta intuicja pomoze nam wyobrazaé sobie kule w réznych metrykach.

Kule w metryce euklidesowej

1. Postaé kuli na prostej R.
W (R,dg) kula otwarta o $rodku s i promieniu r to odcinek otwarty postaci
(s —r,s+7).
Analogicznie, kula domknieta o takim samym $rodku i promieniu jest odcinkiem
domknietym: [s —r, s+ 7].
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2. Postaé¢ kuli na plaszczyznie R2.
W (R?, dg) kula otwarta o $rodku s i promieniu 7 jest kolem, czyli zbiorem punk-
téw postaci:

{z € R%: \/(xl —51)2+ (w9 — $9)2 <1}

————

P ~
’ oY
’ s
’ \
'} A}
. (1,2)
1 1
1
1
\ 3 y
9 ’
kS
A ’,
~
S .

-
_____

Rysunek 9: Kg((1,2),3)

Kule w metryce takséwkowej
Kulg otwartg o §rodku s = (s1, s9) i promieniu r w przestrzeni metrycznej (R?, dr) jest
zbior:

Kr(s,r) = {z = (21,22) € R®: o1 — s1] + |2 — 50| <7}
Naszym celem bedzie okreslenie, jakiej postaci sa kule w dp.
Dla utatwienia przyjmijmy, ze s = (0,0). Zgodnie z definicja metryki takséwkowej
otrzymujemy:

Kr((0,0),7) = {z € R?: |oy| + |2o| < 7}

Zauwazmy, ze jesli do kuli w dr nalezy punkt (z1,x2), to naleza do niej takze punkty:
(_3:17 .’13'2), (xla _x2)7 (_xla _wQ)-

W przypadku, gdy obie wspétrzedne sa dodatnie, otrzymujemy: zo, < r — x;. Poste-
powanie dla pozostalych éwiartek uktadu jest analogiczne. Ksztalt kuli w (R?, dr) to
kwadrat, ktorego przekatne sa rownolegte do osi uktadu wspétrzednych.
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Rysunek 10: K7((0,0),3)

Kule w metryce maksimum
Kulg otwartg o $rodku s = (sy, s3) i promieniu r w przestrzeni metrycznej (R?, dy;) jest
zbior:

Kuy(s,r) = {z € R* : max{|z, — 51|, |z2 — 52|} < r}.

Kule w dy; sa w ksztalcie kwadratu, ktorego boki sg réwnolegte do osi uktadu.

Rysunek 11: K,,((0,0),2)

Kule w metryce rzeka
Kulg otwartg o érodku s = (s1, s9) i promieniu 7 w przestrzeni metrycznej (R?, dg) jest
suma zbiorow:

{x € R?: |zo| + |71 — 51| + |s2] <7} gdy 21 # 51
{2 €R? i |29 — 59| <7} gdy 71 = 51.
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Mozemy rozpatrzy¢ nastepujace przypadki:
1. Srodek kuli jest na rzece (s = (s1,0)).
Kr((51,0),7) = {x € R*: |xg| + |21 — 51| < 7}
Wéwezas kule sa w ksztalcie diamentéw (podobnie jak w dr).
2. Srodek kuli jest poza rzeka (|so] # 0).

a) Kula nie dosiggnie rzeki (|so] > 7).
Wéwezas mozemy poruszac sie tylko po odcinku o srodku w s i dtugosci 2r
lezacym na Sciezce (czyli prostej prostopadtej do rzeki).

Kr(s,1) ={(z1,29) : m1 = 51 N |29 — 82| < T},

czyli
Kr(s,r) ={(z1,29) : w1 =51 N 22 € (S92 — 1,89 +7)}.

Na przyklad dla s = (2,3) oraz r = 1 otrzymujemy Kg((2,3),1) w postaci
odcinka {2} x (2,4).

Rysunek 12: Kg((2,3),1)

b) Kula dosiegnie rzeki (|sa| < 7).
Ta sytuacja czesciowo taczy poprzednie przypadki. Wowczas kula przypomni
ksztaltem latawiec.
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Rysunek 13: Kg((2,3),5)

Kule w metryce centrum
Kula otwarta o érodku s = (s1, s3) i promieniu r w przestrzeni metrycznej (R?, d¢) jest
suma zbioréw:

{r e R?: \/(xl —51)2 4 (292 — $2)%2 < 1} gdy z, s, (0,0) sa wspotliniowe

{reR?: \/(xl)Q + (z2)? + \/(81)2 + (s2)? < r} w przeciwnym przypadku.

Mozliwe sg nastepujace przypadki:
1. Srodek kuli jest w centrum (s = (0,0)). Wtedy
Kc((0,0),7) = {x € R* : \/(21)2 + ()2 < 1}

Zauwazmy, ze kula otwarta w d¢, ktérej srodkiem jest (0,0), to otwarte koto
euklidesowe w R2.

2. Srodek kuli jest poza centrum (s # (0,0)).

a) Kula nie dosiggnie centrum (dg((s1,s2),(0,0)) < r).
Wiéwezas kula ta jest odcinkiem otwartym o srodku w s i dhugosci 2r lezacym
na prostej przechodzacej przez s i centrum ($rodek uktadu wspétrzednych).
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Rysunek 14: Kc((3,4),1)

b) Kula dosiegnie centrum (dg((s1, s2),(0,0)) > )

Taka sytuacja czesciowo taczy poprzednie przypadki. Wéwcezas kula przypo-
mni ksztattem lizak.

Rysunek 15: K¢o((s1,52),7)
Kule w metryce dyskretnej

W dp, zaleznie od dlugosci promienia, kula jest albo jednym punktem (swoim $rod-
kiem), albo cala przestrzenia.

{s} egdyr<1
K f—
p(s,7) { X gdyr> 1.
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5 Podstawowe pojecia topologiczne

5.1 Otwartos$¢ i domknietosé

Definicja 5.1.
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.

Zbiér U C X jest otwarty, jesli dla kazdego x € U istnieje r > 0 takie, ze K(x,r) C U.
Oznacza to, ze kazdy punkt x ze zbioru U mozemy otoczy¢ kulg o promieniu r tak, aby
K (x,r) miescita si¢ w U.

Zbiér F C X nazywamy domknietym, jesli jego dopeienie X \ F' jest zbiorem
otwartym.

Przyktlad 5.2.

1. Cala przestrzenn X oraz zbiér pusty ) w dowolnej przestrzeni metrycznej sg za-
réwno otwarte (wprost z definicji), jak i domkniete (jako dopelnienia zbioréw
otwartych).

2. W dowolnej przestrzeni metrycznej K (x,r) jest zbiorem otwartym, wiec X \ K(z,r)
jest zbiorem domknietym.

3. W przestrzeni metrycznej (R?, dg) zbiér postaci

A={(z1,72) ER*: a1 < 21 < by, ag < Ty < by} jest otwarty,

natomiast
B = {(x1,75) € R* : a; < 1 < by, ay < 22 < by} nie jest zbiorem otwartym.

Wokét punktéw na krawedziach prostokata [aq,b1] X [ag, be] nie da sie postawié
kuli o tak matym promieniu, by zawierata sie¢ w zbiorze B.

{ |
~L7

’
\

Uwaga. Brak otwartosci nie implikuje domknigtosci.
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Zbior B jest domknigty, poniewaz R? \ B jest otwarty.

4. Zbior
C = {(331,:172) cR?: a1 < a1 < by, ay < 19 < bg}

w (R? dg) nie jest ani otwarty, ani domknigty.

Rysunek 16: Zbiér C'

5. W przestrzeni metrycznej (R?, d¢) zbior
E ={(x1,22) : ¥1 = 22}

nie jest otwarty, poniewaz w punkcie (0,0) kula euklidesowa, ktéra jest jednocze-
$nie kulg w d¢, nie zawiera si¢ w prostej.

Rysunek 17: Zbiér E wraz z kulg o $rodku (0,0)
Zatem zbior

D = {(x1,29) : &1 = x9 # 0}.

jest otwarty.
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6. Rozpatrzmy zbiér postaci F' = [—3,3] x (2,4).

Rysunek 18: Zbior F

W przestrzeni metrycznej (R? dg) zbior F jest otwarty, poniewaz {x} x (2,4) jest
kula otwartg i

F= |J {2} x(24),

z€[—3,3]

czyli jest suma kul otwartych w dg (patrz Twierdzenie 5.4 ponizej).

W przestrzeniach (R?, dg) oraz (R?, d¢) zbiér F nie jest otwarty (kule o $rodkach
w punktach (3, a), gdzie 2 < a < 4, nie zawieraja sie w F).

Definicja 5.3.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.

Rodzine wszystkich zbioréw otwartych A C X nazywamy topologia na (X, d) i ozna-
czamy poprzez Ty.

Twierdzenie 5.4.
Suma dowolnej ilosci zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowdd.
Rozwazmy rodzine zbioréw otwartych U;, ¢ € I . Oznaczmy
iel

Niech x € U. Wtedy z € U; dla pewnego .
Poniewaz U; jest otwarty, to istnieje kula K (x,r) taka, ze K(x,r) C U; C U. Zatem U
takze jest otwarty. O]
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Twierdzenie 5.5.
Przekroj skonczenie wielu zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.

Dowad.
Rozwazmy skonczong rodzine zbioréw otwartych U,,n € N. Oznaczmy

N
U= Un
Wezmy z € U. Wtedy = € U, dla kazdego n < N. Poniewaz U, jest otwarty, to dla

kazdego n < N istnieje kula K (x,r,) taka, ze K(z,r,) C U,.
Niech r = min(ry,...,rn). Wtedy K(z,7) € K(z,7r,) C U,. Wéwczas K(z,r) C U,

czyli zbior U jest otwarty. ]
Uwaga. Przekréj przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych nie musi by¢ zbiorem otwar-
tym.

Przyktad.

Zbior (—%; %) jest otwarty w dg. Mamy

M (

neNL

)= {0,

Zbiér {0} nie jest otwarty, bo dla kazdego € > 0, K.(0) = (—¢;¢) nie zawiera si¢ w {0}.

Twierdzenie 5.6.
Przekroj dowolnej ilosci zbiorow domknietych jest zbiorem domknietym.

Twierdzenie 5.7.
Suma skonczenie wielu zbioréow domknietych jest zbiorem domknietym.

Na mocy praw de Morgana, Twierdzenia 5.6 i 5.7 wynikaja natychmiast z Twierdzen
5.4 1 5.5.

Uwaga. Suma nieskoniczonej rodziny zbioréw domknietych nie musi by¢ domknieta.

Przyktad.
1

U Lin) = (0,50)

neNL

Twierdzenie 5.8.
Metryki dy oraz ds generujg te same topologie wtedy i tylko wtedy, gdy:

(3) Vo Vrso os0 0 Kgy(z,7) 2 K, (2, 6),

(4) Ve Viso Jss0 0 Kay(x,7) D Ky, (x,0).

29



Dowdd.

(=)

Z réwnosci topologii dy oraz dy wiemy, ze kula Ky, (z,7) jest otwarta takze w d.
W zwiazku z tym istnieje ¢ takie, ze Ky, (z,7) 2 Kg,(x,0).

Analogicznie dla kuli Ky, (x,r) istnieje § > 0 takie, ze K4, (z,7) 2 K4, (z,0).

(=)

Pokazemy teraz, ze z zawierania kul wynika réwnos¢ topologii.

Zatozmy, ze U jest zbiorem otwartym w d; oraz x € U. Wtedy istnieje » > 0 takie, ze

U D Ky, (x,r). Z zawierania kul wiemy, ze istnieje § > 0 takie, ze Ky, (x,r) 2 Kg,(x,9).

Stad U O Kg,(x,0), zatem (z definicji) U jest otwarty takze w d.

Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze kazdy zbior otwarty w do jest otwarty takze w d.
O

Zauwazmy, ze jesli metryki dy i dy sa réwnowazne w sensie Definicji 3.9, to (3) i (4) sa
spelnione i dy, dy generuja te same topologie.

Przyktad. Metryki euklidesowa, takséwkowa oraz maksimum sg réwnowazne, zatem

%E :%M :%T'

5.2 Zbieznos¢ ciggow

Definicja 5.9.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz {x,}, C X,z € X.
Méwimy, ze {x,}, zbiega do x w metryce d (ozn. z, LN x), jesli

vzs>0 E|N€N vn>N d(-Tn,.Z’) < E.

Uwaga. Ciagg zbiezny ma doktadnie jedna granice.

Przyktad 5.10.

Wezmy ciag {x, }, zadany przez z, = (1— 1, %

, ). Ciag ten jest zbiezny w metryce rzeka,

poniewaz:

11 1 1 2 e
dr((1——,—),(1,0)) = |— 1——)—1 0 =— ——=0.
R((1= =, 2), (L0) = ||+ 10— ) = 1]+ 0] =

Twierdzenie 5.11.
Zatozmy, Ze metryki dy i dy na przestrzeni X sq¢ rownowazne.
Wowczas x,, LIRS wtedy 1 tylko wtedy, gdy x, LN
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Dowad.
Zatozmy, ze dy(x,,r) — 0. Wtedy dla kazdego ¢ > 0 prawie wszystkie wyrazy ciagu
{zy}n naleza do kuli Ky, (z,¢), to znaczy

Tpo Vsng Tn € Ky, (x,€).
Rozwazmy kule K4, (z,7) dla pewnego r > 0. Z Twierdzenia 5.8 istnieje § > 0 takie, ze
Kd1 ('T7 6) g Kdz(x7 T))

zatem
Elno vn>n0 Tn € Kd1 (‘Ta 5) - Kd2 (xﬂﬂ)’

Poniewaz r byto dowolne, mozemy napisac:
v7”>0 Elno vn>no Ty € KdQ (:Ea T)a

. d
cO oznacza, 7e T, — T.
Zamieniajac w powyzszym dowodzie oznaczenia d; i dy, otrzymamy dowod implikacji

przeciwne;.

O

Przyktad 5.12.

Ponownie rozpatrzmy ciag {z,}, postaci z,, = (1 — %, 1).

W metryce euklidesowej zbieznosé jest réwnowazna zbieznosci po wspotrzednych, w
zwiazku z czym otrzymujemy:

11, 4
1—=,2) & (1,0
( n7n) (’)7
1 1, 4
1—=,=) 45 (1,0).
(1=—y2) = (1,0)

Twierdzenie 5.13.
Jezeli d(x,,z) — 0, to cigg x,, spelnia warunek Cauchy’ego, czyli

vs>0 Elng vn,m>no d(xm xm) < €.
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Dowoad.
Skoro d(z,,x) — 0, t0 V20 IngVnmsno A(Tn, Tm) < 0.
Z nieréwnosci trojkata otrzymujemy

d(xp, Tm) < d(Tp, z) + d(Tp, ) < 2 4.

W szczegblnodei dla § < £ mamy

£
2

d(Tp, ) <2- = =¢.

£
2
O

Powyzsze twierdzenie jest wygodne do pokazywania, ze dany ciag nie jest zbiezny.
Zobaczmy to na przyktadzie.

Przyklad 5.14.
Ciag {(1 — %, 1)}, nie jest zbiezny w metryce centrum, poniewaz:

11 11 11 1 1

11
1—= ), 1—=,N=||1-=,= = Ne=l-=41—=>1
(1= ), (=) = 0= 2 D+ =3 Dl > 1= 41—

Twierdzenie 5.15.

Niech (X, d) bedzie przestrzeniq metryczng. Zbior F C X jest domkniety wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciggu {x,}, C F z tego, ze x,, — x wynika, ze x € F. To znaczy
kazdy cigg zawarty w F', ktory jest zbiezny, ma w nim swojq granice.

Dowad.
(=)
Zalézmy nie wprost, ze F' jest zbiorem domknietym oraz istnieje ciag {z,}, C F taki,
ze x, —» x iz ¢ F. Woéwezas x € F°, a poniewaz dopelnienie F' jest otwarte, to wokot
xr mozemy postawi¢ kule K. (z), ktéra zawiera sie w F°. Poniewaz ciag {x,}, zawiera
sie¢ w zbiorze F', to

d(x,, ) > €,

dla kazdego n € N, co jest sprzeczne z zalozeniem zbieznosci ciagu {z, },.
(77<:77)
Zat6zmy nie wprost, ze dla kazdego ciagu zbieznego {x,}, C F' jego granica takze jest

w I, ale F' nie jest domkniety. Stad F'° nie jest otwarty. To oznacza, ze istnieje element
x € F° taki, ze dla kazdego € > 0

K.(x) € F°.
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W szczegdlnoscei dla kazdego n € N mamy
Ki(z) £ F°,

czyli dla kazdego n € N istnieje element z,, € (K1 (z) N F). Wtedy

1
d(x,,x) < e
To oznacza, ze x, — x, a wowczas (z zalozenia) x € F, co daje sprzecznosé. O
Przyktady.
1. Kazdy zbior skonczony jest domkniety.

2. Rozpatrzmy zbiér X = {1} x (2,4).

Rysunek 19: Zbiér X

Zbiér X nie jest otwarty w (R? dg), poniewaz wok6t zadnego z punktéw x € X
nie postawimy kuli o tak matym promieniu r, aby Kg(z,r) C X.

Z Twierdzenia 5.15 zbiér X nie jest takze domknigty w (R?, dg).

Przyktadowym ciggiem w X jest z, = (1,2 4+ 1). Zauwazmy, ze x, — (1,2),

lecz (1,2) ¢ X.

5.3 Zupelnosé

Definicja 5.16.
Méwimy, ze ciag {x,}, W przestrzeni metrycznej (X, d) spetnia warunek Cauchy’ego,
jesli

Ves0T3no Vamsne (T, Tm) < €.
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Uwaga. Taki ciag nazywamy ciggiem Cauchy’ego. Ciag Cauchy’ego nie musi by¢
zbiezny.

Przyktad 5.17.

Przestrzen ((0,1),dg) nie jest zupelna. Rozwazmy w niej ciag {x,}, zadany przez
Tp=1-— % Jest to cigg Cauchy’ego, poniewaz

1 1 1 1, nm—oo

| ——

dE(xnaxm): |1_ﬁ_<1_%>| = ‘%_ﬁ

0,

jednakze

(1—711)’H—°°>1¢(0,1).

W zwiazku z tym {x,}, nie jest zbiezny w ((0,1),dg).

Definicja 5.18.
Przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna, jesli kazdy ciag Cauchy’ego w X jest zbiezny.

Analogicznie, zbiér A C X jest zupelny, jesli kazdy cigg Cauchy’ego w A jest zbiezny.
Przyktady.

1. Przestrzen (R",dg) jest zupelna dla dowolnego n.

2. Za wyjatkiem calej przestrzeni zbiory otwarte w (R"™, dg) nie sa zupelne, co wynika
z Twierdzenia 5.19 i tego, ze zbiory otwarte w (R", dg) nie sa domkniete.

3. W przestrzeni (X, dp) kazdy zbidr jest zupelny.

Uzasadnienie. Niech cigg {x,}, € X bedzie Cauchy’ego. Oznacza to, Ze dla

kazdego € > 0 istnieje takie ng, ze dla kazdych n,m > ng mamy d(x,, r,) < €.

W szezegolnosci d(xp, xp) < 1. Z definicji metryki dyskretnej otrzymujemy d(x,, T,,) = 0,
czyli x, = Xy, (dla kazdych n,m > ng). Zatem {x,}, jest staly od pewnego miej-

sca, co oznacza, Ze jest zbieiny.

Twierdzenie 5.19.
Niech przestrzen (X, d) bedzie zupelna oraz A C X. Wowcezas zbidr A jest zupelny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest domkniety.

Dowad.

(=)

Zatézmy, ze A jest domkniety oraz wezmy ciag {x,}, € A, ktory jest Cauchy’ego.
Przestrzen (X, d) jest zupela, wiec istnieje © € X takie, ze x,, — x.

7 zalozenia A jest domkniety, zatem z € A.
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(”i”)
Chcemy pokazad, ze jesli {x,}, jest ciagiem elementéw z A i ma granice x € X, to x € A,

ale ciag {z,}, jest Cauchy’ego oraz zbiér A jest zupelny, stad = € A.
O

Przyktad 5.20.
Rozpatrzmy zbiér A = [0,1] x [0,1) w przestrzeni (R?, dg).
Wybierzmy z A ciag zadany przez z, = (3,1 — =), ktéry jest Cauchy’ego, poniewaz

29
d n - 1_*—1—f = |— — — i
plean) = (1= 1) = (1= Dy = |2 - Lo,

0.

Wyrazy ciagu {x,}, zbiegaja do punktu (%, 1) ¢ A. Stad A nie jest zupelny.

Zbiér domkniety postaci B = [0,1] x [0, 1] jest zbiorem zupelym, poniewaz jest do-
mkniety, a R? jest przestrzenia zupeing.

N[—=

1Y
® o coum -

(3:1) (

R e

.
L

Rysunek 20: Zbiory A oraz B wraz z kilkoma wyrazami ciagu {z, },.

5.4 Wnetrza, domkniecia, brzegi

Definicja 5.21.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz U zbiorem otwartym w X.
Whetrzem zbioru A C X nazywamy najwickszy zbiér otwarty zawarty w A (ozna-
czamy Int(A)), czyli sume wszystkich otwartych podzbioréw U zbioru A.

Int(A)=|J U
UCA
Przyktad.
W przestrzeni metrycznej (R, dg):

Int([0,1)) = (0,1).
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Definicja 5.22.
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz F' zbiorem domknietym w X.

Domknieciem zbioru A C X nazywamy najmniejszy zbior domkniety zawierajacy A
(oznaczamy CI(A)), czyli przekrdj wszystkich zbioréw domknietych zawierajacych A.

Cl(A)=( F

ACF
Przyktad. W przestrzeni metrycznej (R, dg):
C1([0,1)) = [0, 1].

Definicja 5.23.
Brzegiem zbioru A (ozn. Bd(A)) jest nastepujaca réznica:

Bd(A) = Cl(A) \ Int(A).

Przykiad.

Bd([0,1)) = [0,1]\ (0,1) = {0, 1}
(punkty brzegowe).
Wiasnosci.
W1. Int(A) C A C CI(A).
W2. Int(Int(A)) = Int(A).
W3. CL(CI(A)) = Cl(A).
W4. Int(A) = A < A jest otwarty.

Dowod Wiasnosci W4.
Dowdd implikacji 7 = 7 jest natychmiastowy wprost z definicji wnetrza zbioru.
Pokazemy, ze jesli A C X jest zbiorem otwartym, to zachodzi réwnosé Int(A) = A.
Z Wtasnosci W1, Int(A) C A. Z drugiej strony, skoro A jest otwarty, to pojawia
sie w sumie Uycq U, czyli A C Int(A).

O

W5. Cl(A) = A < A jest domkniety.

Uwaga. W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) zachodzi:
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e Int(X) = X = CU(X)
o Int(0) =0 =CUD).
Woéwezas w obu przypadkach Bd(X) = ().

Twierdzenie 5.24.
Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Wowczas:

1° z € Cl(A) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego r > 0 przekrdj kuli Kq(x,r) ze
zbiorem A jest niepusty.

2° x € Cl(A) wtedy i tylko wtedy, gdy w A istnieje ciqgg {xn}n, ktory dezy do x.
Dowad.
10

(77:77)
Pokazemy najpierw, ze jesli z € CI(A), to dla kazdego r > 0 mamy Ky(z,7) N A # .

Zalézmy nie wprost, ze istnieje r > 0 takie, ze Ky(z,r7) N A = 0.

Wéwezas A zawiera sie w X \ Ky(x,r), ktory jest zbiorem domknietym.

Wtedy Cl(A) (jako najmniejszy zbiér domkniety) takze zawiera sie w X \ Ky(x,r).
Oznacza to, ze v ¢ CI(A), co daje sprzecznosc.

(77<:77)
Pokazemy teraz, ze jesli dla kazdego r > 0 zachodzi K4(z,7) N A # 0, to xz € CI(A).
Zat6zmy nie wprost, ze x ¢ Cl(A). Wtedy z jest w zbiorze otwartym X \ CI(A).
Woéwezas (z definicji) istnieje r > 0 takie, ze Ky(z,r) C X \ Cl(A), czyli Kq(z,7r)NA =10,
co daje sprzecznosé.

20
(”é”)

Niech z € CI(A). Wtedy dla kazdego n > 0 istnieje z, € Kq(x, =) N A.

Mamy wiec d(z,,, ) < . Zatem z, — .

(77<:77)

Zatézmy, ze x, — x, x, € A. Wezmy dowolne r > 0.
Wéwczas istnieje ng takie, ze dla kazdego n > ny,

d(zp,x) <.
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Fakt.

To oznacza, ze x, jest w kuli K (z,r) czyli
K(z,r)NA#0.

Na mocy 1° mamy, ze = € CI(A).

W kazdej przestrzeni metrycznej (X,d) dla dowolnych zbiorow A, B C X zachodzqg

nastepujgce wilasnosci:

(1)

(2)

AC B = Int(A) C Int(B) i AC B = CI(A) C CU(B)

Dowad.
Niech z € Int(A). Kazde wnetrze jest otwarte, zatem istnieje promient r > 0 taki,
ze

K(xz,r) C Int(A) C A.

Mamy A C B, zatem K(z,7) C B, czyli x € Int(B).
Stad
A C B = Int(A) C Int(B).

Jezeli z € CI(A), to dla kazdego r > 0 przeciecie kuli K (x,r) ze zbiorem A jest
niepuste.
Wéwezas istnieje element z, € K(x,r), taki ze x, € A C B.
Zatem
K(z,r)N B # 0 (dla kazdego r > 0),

co oznacza, ze x € Cl(B).

CI(AUB) = Cl(A) U Cl(B)

Dowad.
Pokazemy najpierw, ze C1(AU B) C CI(A) U CIl(B).
CIl(A) U CI(B) jest zbiorem domknietym jako skoriczona suma zbioréw domknie-
tych. Z Wtasnosci W1 mamy: A C Cl(A) oraz B C Cl(B).
Stad
AUB C CI(A)UCIl(B),

zatem
OZ(A U B) - Ol(A) U Cl(B).
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(3)

(4)

(5)

Zeby pokazaé zawieranie w drugg strone zauwazmy, ze

ACAUBCCI(AUB)oraz BC AUB C CI(AUB).

Stad
Cl(A) C CI(AU B) oraz Cl(B) C CI(AU B).

Zatem
Cl(A)UCl(B) CCI(AU B),

co konczy dowdd.

Int(AU B) D Int(A) U Int(B)

Dowdd.
Z Wlasnoéci W1 mamy Int(A) C A oraz Int(B) C B.
Stad

Int(A)U Int(B) C AU B.

Int(A) U Int(B) jest zbiorem otwartym, zatem z Wtasnosci W4

Int(A)U Int(B) C Int(AU B).

CI(AN B) C Cl(A) N CU(B)

Dowdd.
Z Wlasnoéci W1 mamy A C Cl(A) oraz B C Cl(B), zatem

ANBCCI(A)NCIB).

Zbiér Cl(A) N Cl(B) jest domkniety jako przekréj zbioréw domknietych.

Stad
CI(ANB) CCI(A)NCI(B).

Int(AN B) = Int(A) N Int(B)
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Dowad.
Pokazemy najpierw, ze Int(AN B) C Int(A) N Int(B).

Wiemy, ze AN B C A.
Wtedy z (1) Int(AN B) C Int(A). Analogicznie Int(AN B) C Int(B).
Stad

Int(AN B) C Int(A) N Int(B).

Chcemy pokazaé, ze zachodzi rowniez zawieranie w druga strone.
Na mocy Wtasnosci W1 otrzymujemy

Int(A)NInt(B) C AN B,

CO 0zZnhacza, 7e
Int(Int(A) N Int(B)) C Int(AN B).

Poniewaz Int(A) N Int(B) jest zbiorem otwartym, to na mocy Wlasnosci W4
otrzymujemy

Int(A) N Int(B) C Int(AN B).

6 Zaawansowane pojecia topologiczne

6.1 Podprzestrzen metryczna

Definicja 6.1.
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, Y niepustym podzbiorem X oraz

dy Y xY — [0,00)

funkcja okreslong nastepujaco

dY(yla yQ) = d(yh yQ)

Wéwezas pare (Y, dy) nazywamy podprzestrzenia metryczng przestrzeni (X, d).
Latwo sprawdzamy, ze dy spelnia wtasnosci metryki i méwimy, ze dy jest metryka
dziedziczong z (X, d).

Przyktad.
Przyktadem podprzestrzeni metrycznej w (R, dg) jest ([0
Zgodnie z definicja, dziedzina funkcji dg,, , jest [0,1] X [

1], de
1],
1]

)

Y [()
0, 1], poniewaz wyznacza ona
odlegto$¢ miedzy dowolnymi dwoma punktami ze zbioru | CR
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Fakt 6.2.
Niech KY (yo,7) bedzie kulg otwartg w podprzestrzeni metrycznej (Y, dy). Wowczas

Ky(yo,r) = K(yo,7)NY,

gdzie K(yo,r) jest kulg otwartg w (X, d). Mdéwimy, ze kule otwarte w podprzestrzeni
(Y,dy) sq "cieniami” kul otwartych z (X,d). Podobnie, kule domkniete w (Y,dy) sqg
"cieniami” kul domknietych z (X, d):

KY (yo,7) = F(yo, r)nY.

Dowad.
7 definicji kuli otwartej otrzymujemy

KY(yo,r) ={y €Y : dlyo,y) <r}={r € X : dyo,z) <r}nY = K(yo,7) NY.
Rozumowanie dla kul domknietych jest analogiczne. O]
Przyktady.

1. W przestrzeni (R, dg) kula K(0,2) jest odcinkiem (—2,2).
Wezmy zbior Y = [0,5] C R. Wtedy

KY(0,2) = (-2,2)N0,5] = [0, 2).

K(0,2)
> 5 R
Y
0 5 R
KY(0.2)
0 2 R

Rysunek 21: Zbiory K(0,2), Y oraz KY (0,2) na prostych rzeczywistych.

2. Rozpatrzmy w (R, dg) kule K(0,4) = (—4,4) oraz podzbiér Y = N. Wtedy

KY(0,4) = (—4,4) NN = {0, 1,2, 3}.
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KY(

<o
S
S~—

Rysunek 22: Kule K(0,4) oraz KY (0,4) na prostej rzeczywiste;j.

3. W przestrzeni (R?, d¢) rozpatrzmy kule K((0,0),2) oraz wezmy zbior

Y = (—00,1] x R C R

Wtedy kula K ((0,0),2) jest fragmentem kota zacieniowanym ponizej:

Rysunek 23: Zbiory K((0,0),2), Y oraz K¥((0,0),2) na plaszczyznie.

Uwaga 6.3.
Nie kazdy przekroj kuli w przestrzeni X z podprzestrzenig Y jest kula w Y.

Przyklad.
Ponownie wezmy kule K((0,0),2) C (R? d¢). Niech zbiér Y bedzie teraz postaci

Y =[1,00) x R.
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Zauwazmy, ze przekrdj K((0,0),2) NY nie jest kula w (Y,d¢, ), gdyz (0,0) ¢ Y.
Z Faktu 6.5 jest natomiast zbiorem otwartym (fragmentem kota) zacieniowanym poni-

zej:

Y
K((0=O)72) ,—"""~€)~
l’l “
i 1
e 9 K((0,0),2) Y

Rysunek 24: Zbiory K((0,0),2), Y oraz K((0,0),2) NY na plaszczyznie.

Definicja 6.4.
Niech X bedzie przestrzenia z topologia T oraz niech Y C X. Topologia dziedzi-
czong (ozn. Ty) nazywamy topologie na Y, ktorej zbiory otwarte sa postaci

UY =uny,

gdzie U jest zbiorem otwartym w X.

Powyzsza definicja jest poprawna, to znaczy zachodzi ponizszy fakt.

Fakt 6.5.
Zbiory postaci U NY sqg otwarte w metryce dy .

Dowad.
Poniewaz U jest zbiorem otwartym, mozna przedstawi¢ go w postaci sumy po wszystkich
kulach otwartych w nim zawartych. Zatem mamy

U= U K(x,ry),

zelU
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gdzie r, jest takie, ze K(x,r,) C U. Z Faktu 6.2 mamy

U K () = U (E(y.my) NY).

yeUY yeUY

7 drugiej strony

U =UnY =(|J K@ r)nY = (U K@r,)u( U Klz,r)nY =( U K(yr)ny,

zeU yeUuy xeU\UY yeUy

poniewaz

(U Kwr)nycyc(U Kr)nY.

yeU\UY yeUYy

Otrzymujemy wiec rownosé

UY - U Ky(yary)a

yeUYy

co oznacza, ze przekroj U N'Y jest zbiorem otwartym. O]

Przyktlad 6.6.
W przestrzeni (R?, dg) rozpatrzmy otwarty podzbiér postaci

U= (1,4) x (1,4)

oraz podzbior domkniety
Y =R x[2,3]

Wéwezas
UY = ([1,4] x (1,4)) N (R x [2,3]) = (1,4) x [2,3]

jest otwarty w podprzestrzeni (Y, dg, ).

44



UY

Rysunek 25: Zbiory Y, U oraz UY na plaszczyznie.

6.2 Ograniczonosé

Definicja 6.7.
Srednica niepustego podzbioru A przestrzeni metrycznej (X, d) jest nieujemna liczba

diamg(A) = sup{d(z,y) : =,y € A}.

Zbiorem ograniczonym nazywa¢ bedziemy taki zbior, ktérego Srednica jest skon-
czona. Jezeli diamg(A) = 0o, to zbiér A jest nieograniczony.

Przyklad 6.8.

Rozpatrzmy podzbiér R? postaci X = [—1,2] x {1}.

Obliczaé bedziemy odlegto$é miedzy dwoma najdalej (wzgledem przyjetej metryki) roz-
stawionymi punktami.
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(2,1)

Rysunek 26: Zbior X

. Metryka euklidesowa.
Rozpatrujemy odlegtosé miedzy (—1,1) oraz (2,1).

diamg, (X) = dp((—1,1),(2,1)) = | -1 — 2| = 3.

. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku metryk takséwkowej oraz maksi-
mum.
diamg, (X) = 3 = diamg,, (X).

. Metryka rzeka.

diama, (X) = dp((—1,1),(2,1)) = [1| + | — 1 — 2| + [1] = 5.

. Zwréémy uwage na to, ze w metryce centrum dwoma najbardziej oddalonymi
od siebie punktami sg (2,1) oraz (2 — X,1).

diama, (X) = de((2,1), (2 — 711 1)) =

1 4 1 50
D1l = V5 4[5 — 2EL noee o 5

n n?

=12 Dlle + 112 -

Zbior X jest zbiorem ograniczonym w przestrzeniach (R?, dg), (R? dr), (R?, dys),
(Rz, dR) oraz (RQ, dc)

Uwaga 6.9.

Jezeli metryki d; oraz ds sa rownowazne, to A jest ograniczony w (X, d;) wtedy i tylko

wtedy, gdy A jest ograniczony w (X, ds).
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Twierdzenie 6.10.
Niepusty zbior A jest ograniczony (w przestrzeni (X, d)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
kula K(x,r) taka, ze A C K(z,7).

Dowad.

=)

Pokazemy najpierw, ze jesli A jest ograniczony, to istnieje kula K (x,r) taka, ze

AC K(z,r).

Niech = bedzie ustalonym elementem zbioru A. Poniewaz A jest ograniczony, to istnieje
r > 0 takie, ze diamg(A) < r. Woéwczas dla kazdego xo € A mamy

d(xg, ) < diamg(A) <.
Oznacza to, ze g jest w kuli Ky(z,r), czyli A C K(x,7r).
(=)
Zatézmy, ze A C Ky(x,r). Niech z,y € A. Wtedy
d(x,y) < supaper(@md(a,b) < 2r < oco.
Otrzymujemy, ze diamg(A) < 0o, zatem zbiér A jest ograniczony. O]

Przyktad (Kontynuacja Przyktadu 6.8).

W przestrzeni metrycznej (R? dp) dowolna kula o promieniu r > 1 jest caly przestrze-
nia. W zwiazku z tym kazdy zbior zawiera si¢ w kuli.

Oznacza to, ze X = [—1,2] x {1} jest zbiorem ograniczonym takze w (R?, dp).

Uwaga. Zbiory skonczone sg zawsze ograniczone.

Przyktady (Przyktady zbioréw nieograniczonych).
Zbioréw nieograniczonych nie da sie otoczy¢ zadng kula. Sg to miedzy innymi:

1. Cala przestrzen R* w (R?, dr).
2. Prosta R x {2} w (R?, dR).
3. Zbiér N w (R, dg).

6.3 Zwartosé

Definicja 6.11.
W przestrzeni (X, d) zbiér A C X jest zwarty, gdy kazdy ciag punktéw w A ma pod-
ciag zbiezny w A.

Przestrzen (X, d) jest zwarta, jesli X jest zwarty jako zbidr.
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Uwagi.

1. Jezeli {z,}, jest zbiezny do x, to kazdy jego podciag réwniez jest zbiezny do x
(w dowolnej przestrzeni metrycznej).

2. Ciag, ktory nie jest zbiezny w (X, d) moze mie¢ podciag zbiezny w (X, d).
Na przyktad w (R, dg) ciag
z, = (=1)"
ma podciag zbiezny
Top = (—1)"" = 1.

3. Jezeli x,, — oo w (R",dg), to {z,}, nie ma podciagu zbieznego.
Przyktlady.

1. Kazdy zbior skonczony jest zwarty.

Rozpatrzmy zbior A = {by, ..., bx}. W ciagu {a, }, C A jeden z elementéw by, ..., by
powtérzy sie nieskonczenie wiele razy.
Zatem {ay,}, bedzie od pewnego miejsca staly, czyli jest zbiezny.

2. Prosta R z metryka euklidesowg nie jest zwarta, poniewaz ciag a,, = n dazy do oo,
wiec nie ma podciggu zbieznego.

3. Przedzial [a, ] jest zwarty.
Aby uzasadni¢ dany przyktad skorzystamy z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 6.12. (Twierdzenie Bolzano- Weierstrassa)
Jesli cigg jest ograniczony, to ma podcigg zbiezny.

Dowdd Twierdzenia 6.12 mozna znalezé w ksiazce Kazimierza Kuratowskiego pod
tytutem "Rachunek rézniczkowy i catkowy: funkcje jednej zmiennej” [3].
Ciag {an}n C [a,b] jest ograniczony. Na mocy Twierdzenia 6.12 znajdziemy

podciag {an, }x zbiezny do ¢ € R. Z domkni¢tosci [a,b] mamy ¢ € [a,b]. Zatem
{an, }x jest zbiezny w danym przedziale.

Twierdzenie 6.13.
W dowolnej przestrzeni metrycznej zwarty zbior A C X jest domkniety.

Dowad.
Wybierzmy ze zbioru A ciag {a, }n, ktérego wyrazy zbiegaja do a. Chcemy pokazaé, ze
wtedy a € A. Ze zwartoéci wiemy, ze znajdziemy podciag {a,, }r oraz istnieje a’ € A
bedace jego granica. Stad a = o’ czyli a € A, a wiec A jest domkniety.

]
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Twierdzenie 6.14.
W dowolnej przestrzeni metrycznej zwarty zbior A C X jest ograniczony.

Dowoad.

Zatézmy, ze A nie jest ograniczony. Pokazemy, ze w A istnieje ciag {a,}n, ktory nie
ma podciggu zbieznego.

Niech a; € A. Rozwazmy kule K1 = Ky(aq, 1). A nie jest ograniczony, zatem A\ K; # ().
Niech as € A\ K. Wtedy d(az,a;) > 1.

Niech Ky = Ky(ay,2d(aq,a2)). Wtedy A\ K3 # 0 (bo A nieograniczony).

Niech a3 € A\ Ky C A\ K; (bo K; C K3). Wtedy d(as,a;) > 1.

Lemat 6.15.
W przestrzeni metrycznej (X, d) dla dowolnych elementéw x,y € X zachodzi

K(y,d(z,y)) € K(z,2d(z,y)).

Dowod Lematu 6.15.

Niech p € K(y,d(z,y)), wtedy d(p,y) < d(z,y).

Zatem d(p,z) < d(p,y) + d(y, ) < d(z,y) + d(y,z) = 2d(z, y),

czyli p € K(x,2d(x,y)). O

7, Lematu 6.15:

Kd(a27 d(ah a2)) - Kd(ab Zd(ala a2>> - K27

czyli
as c A \ K2 g A \ Kd(ag,d(al,ag)),

wiec
d(as, az) = d(ay, az) > 1.

Definiujemy rekurencyjnie a,.1 € A\ K, gdzie K,, = K4(a1,2d(a;,a,)).
Wtedy
KiCK,CK;C..CK,

oraz dla K} = Kq(aj, d(a1,a;)) mamy
K; C K; (z Lematu 6.15).

Zatem

i) d(ay,ans1) =21, bo a1 € A\ K, C A\ K;.
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ii) d(ant1,a;) > 1dla2<j<n,boany €A\ K, CA\Kj, czyli

d(an-i-laa'j) > d(alaaj) > 1.

W zwiazku z tym dla kazdych i, j € N, takich ze i # j, mamy d(a;, a;) > 1.
To oznacza, ze nie ma podciggu, ktory jest zbiezny. Zatem A nie jest zwarty.

Rysunek 27: Kule K, K, oraz KJ.

O
Nastepujaca charakteryzacja zbioréw zwartych prawdziwa jest w przestrzeni (R", dg).

Twierdzenie 6.16.
Podzbior A przestrzeni euklidesowej jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety
1 0gTaniczony.

Dowad.

Pokazalismy juz, ze zwarto$¢ implikuje domknietos$¢ oraz ograniczonosé. Zatézmy teraz,
ze A € R" jest domkniety i ograniczony.

Wezmy ciag {a,}, ze zbioru A. Z twierdzenia Bolzano- Weierstrassa istnieje podciag
{an, }r C {an}n C A oraz istnieje x( takie, ze {an, }r — 0.

Wowezas z domknigtoéci A mamy zy € A, czyli A— zwarty. O

Uwaga. W pozostatych przestrzeniach metrycznych zbiér moze nie by¢ zwarty, mimo
ze jest domkniety i ograniczony.
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Przyktad.
Rozwazmy zbiér X = {(z,y) : 2® + y* < 1} w przestrzeni (R?, dc).

o X jest domkniety, poniewaz jego dopetnienie jest otwarte.
o X jest ograniczony, poniewaz diamg, (X) = 2.

e X nie jest zwarty.

Rozwazmy ciag {z,}, € X zadany przez z,, = (cos(*

=), sm(%))

dc((cos(i), sin(i)), (cos(li), sin(;))) _9

To oznacza, ze odlegtos¢ miedzy wyrazamy tego ciagu jest zawsze stata. Nie ma

Wéwezas

podciggu, dla ktorego odlegto$é miedzy wyrazami dazy do zera.

Twierdzenie 6.17.
Jesli cigg Cauchy’ego zawiera podcigg zbiezny do x, to caty cigg jest zbieiny do x.

Dowad.
Niech {z,}, bedzie ciagiem Cauchy’ego, a {z,, }r jego podciagiem zbieznym do x.
Pokazemy, ze

Ve>0 Inen VnsnN d(In, x) < €.

7 nieréwnosci trojkata
d(l‘m, JI) < d(l‘m, x”k) + d<xnk7 JI)

dla kazdych m, k € N.

Niech € > 0. Poniewaz ciag x,, jest Cauchy’ego, to istnieje Ny € N takie, ze dla kazdych
m,ny > Ny mamy d(xy,, Ty, ) < 5.

Ze zbieznosci podciagu {x,, }r istnieje Ny € N takie, ze dla k > Ny mamy d(x,,,z) <
Wtedy dla m > max{Ny, N} mamy

£
5

d(xmax) < d(xrrnajnm) + d(-Tnm,.T) < g + % =¢

(bo ny, jest rosngcym ciaggiem liczb naturalnych, zatem n,, > m > Ny).
Z dowolnoéci € mamy z,, — . [

7 powyzszego twierdzenia wynika:

Twierdzenie 6.18.
Zbior zwarty jest zupelny (przestrzen zwarta jest zupelna).
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Dowad.
Niech zbiér X bedzie zwarty. Wezmy ciag {x,}, C X spehiajacy warunek Cauchy’ego.
Ze zwartosci X ciag {x,}, ma podciag zbiezny {z,, }r. Na mocy poprzedniego twier-
dzenia ciag {z,}, takze jest zbiezny, a stad X jest zupelny.

0

6.4 Osrodkowosé
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.

Definicja 6.19.
Méwimy, ze zbiér A C X jest gesty (w X), jesli jego domkniecie jest cala przestrzenia.

Uwaga.
Na mocy Twierdzenia 5.24 otrzymujemy

Cl(A) ={r € X : Voo K(x,7)NA# 0},

a wtedy
Cl(A) = X < Vpex Vyno K(x,7) N A £,

To oznacza, ze istnieje element a € A taki, ze a € K(x,r) N A, zatem Definicja 6.19
jest rGwnowazna ponizszej:

Definicja 6.20.
Zbiér A jest gesty w (X, d) wtedy i tylko wtedy, gdy

Voex Veso Jaca d(a, ) < e
Czyli dowolnie blisko kazdego elementu ze zbioru X znajdziemy element z A.
Przyktady.
1. Zbior liczb wymiernych Q jest gesty w R.

2. Zbior A = {(p,q) : p,q € Q} jest gesty w przestrzeniach (R?, dg), (R?, dr),
(R2, dyp).

3. Zbiér B ={(x,q) : v € R,q € Q} jest gesty w przestrzeni (R?, dg).
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Definicja 6.21.
Méwimy, ze przestrzen (X, d) jest oérodkowa, jesli istnieje przeliczalny zbidr A gesty
w X. Taki zbiér A nazywamy osrodkiem zbioru X.

Przyktady.
1. Przestrzen (R",dg) z oSrodkiem Q™.
2. Przestrzenie (R? dr), (R?, dys) z oérodkiem Q2.
3. Przestrzen (N,dp) z oSrodkiem N.

Uwaga.
Przestrzen (X, dp) jest oérodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem przeliczal-
nym, poniewaz osrodkiem moze by¢ tylko cata przestrzen X.

Twierdzenie 6.22.
Jezeli w przestrzeni (X, d) istnieje nieprzeliczalny podzbior A C X oraz istnieje € > 0
taki, ze

Vabea a # b= d(a,b) > ¢,

to (X,d) nie jest osrodkowa.

Dowdd.
Zalézmy nie wprost, ze przestrzen (X,d) jest osrodkowa. Woéwczas istnieje podzbiér

Y C X, ktéry jest gesty i przeliczalny.
7 gestosci Y mamy, ze dla kazdego x € X
Kq(x, Z) Y #0.
To oznacza, ze dla kazdego x € X istnieje element y, € Y taki, ze

€
y$ - Kd(l', Z)
W zwigzku z powyzszym mozemy zdefiniowaé¢ funkcje f : A — Y, ktéra elementowi
a € A przyporzadkowuje element y, € Y. Funkcja ta jest réznowartosciowa, bo dla
a,be X, a#b

Kala, 5) N Kb, 5) = 0.

4 7
Istotnie, jesli ¢ € Kq(a, ) N Ky(b, §), otrzymujemy

€ 9 9
< .
d(a, b) S d(a, C) + d(C, b) < *4 + *4 = *2 <e€
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Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze d(a,b) > ¢.
Poniewaz Y jest przeliczalng przeciwdziedzing, otrzymujemy

Ro > [V = [A] =,

€O oznacza Sprzecznosc.

Przyktad 6.23.
Korzystajac z Twierdzenia 6.22 pokazemy, ze przestrzen (R?, d¢) nie jest osrodkowa.

Rozpatrzmy podzbiér przestrzeni R? postaci X = [1,2] x {1}.

Zbioér X jest nieprzeliczalny, poniewaz jest odcinkiem mocy c.

Rozwazmy dwa dowolne elementy ze zbioru X. Sa one postaci A = (a, 1) oraz B = (b, 1).
Obliczajac odlegtos¢ miedzy tymi punktami, wzgledem metryki centrum, otrzymujemy:

do((a,1),(b,1)) = Va2 +1+Vh2 +1 > 2.
Zatem istnieje liczba € > 0 taka, ze dla dowolnych A, B € X mamy
dC<A7 B) 2 €,

co oznacza, ze (R?, d¢) nie jest osrodkowa.

Rysunek 28: Zbior X z dowolnymi elementami A, B.

Definicja 6.24.
Méwimy, ze zbiér A jest brzegowy, jesli

Int(A) = 0.
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Mowimy, ze zbior A jest nigdziegesty, jesli
Int(Cl(A)) = 0.
Zbiér nigdziegesty w szczegdlnosci nie jest gesty, bo dla A gestego w X mamy
Int(Cl(A)) = Int(X) = X.

Przyklad.
Rozpatrzmy zbior B = {x} w przestrzeni (R, dg).

e Zbiér B jest brzegowy, poniewaz Int({z}) = (.

o Jest takze nigdziegesty, gdyz Int(Cl({z})) = Int({z}) = 0.

6.5 Spodjnosc

Definicja 6.25.
Mowimy, ze przestrzen topologiczna X jest spdjna, jesli nie istniejg otwarte podzbiory
A, B C X spemhiajace nastepujace warunki:

« AN B =0 (roztaczne),
o« AU B = X (wypelniaja cala przestrzen X).

Zbior Y C X jest zbiorem spéjnym, jesli (Y, dy) jest przestrzenia spéjna, jako pod-
przestrzen przestrzeni (X, dx).

Przyktady.
W przestrzeni (R, dg) spdjne sa nastepujace zbiory:

1. Przedzialy postaci (a,b), [a,b), (a,b], [a, b].
2. Pétproste (—o0,a), (—o0,al, [a,0), (a,0).
3. Prosta R.

Twierdzenie 6.26.
W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) réwnowazne sq nastepujoce warunki:

1° (X, d) nie jest spdjna.

2° Istniejg niepuste, rozlgczne i domkniete podzbiory Y1,Ys C X takie, Ze X =Y, UYs.
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3° Istnieje niepusty podzbior U & X, ktory jest jednoczesnie otwarty i domkniety
(zbidr otwarto— domkniety).

Dowdd.

(I° = 2°)

7 definicji, jezeli X jest niespdjna, to istniejg niepuste, otwarte zbiory roztaczne A, B,
takie ze X = AU B.

Poniewaz A i B wypekliaja cala przestrzen, mamy

A=X\Boraz B= X\ A.

Stad A oraz B sg domkniete, jako dopetnienia zbioréw otwartych. W zwigzku z tym
spelniaja warunki zawarte w tezie.

(2° = 3°)
Podzbiory Y7, Y, sa domkniete, roztaczne oraz tworza caty przestrzen X.

Zatem
Yi=X\Ys,

czyli Y7 jest otwarty jako dopetnienie zbioru domknietego, a stad Y; jest otwarto— do-
mknietym podzbiorem przestrzeni X.
Analogicznie, zbior Y; jest otwartym dopelnieniem zbioru Y;.

(3° =1°)
Przyjmijmy A := U oraz B := X \ U. Woéwczas A i B dowodza niespdjnosci X,
poniewaz

e« AUB=X,

e« ANB =0,

o A jest niepusty i otwarty,

e B jest niepusty z zatozenia i otwarty jako dopelnienie zbioru domknietego.

Przyktlady.
Przyktady zbiorow, ktore nie sa spdjne:

1. Zbiory postaci A =R\ {zo} = (—o00,20) U (29, 0) w (R, dg).
2. Zbiory postaci B = {zo} UX \ {zo} w (X, dp).

3. Zbiory postaci C' = {xg} x N w (R?,dR).
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Fakt 6.27.
Zbior Y C X jest miespdjny wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg otwarte podzbiory
Ui, Uy C X spetniajgce nastepujgce warunksi:

o UlmUQZQ,
« Y=Y NU)U (Y NDs).

To oznacza, ze zbiér niespojny daje sie "nakry¢” roztgcznymi zbiorami otwartymi. Po-
wyzszy fakt jest wygodny do pokazywania niespdjnosci.

Dowad.
(77 <: a?)
Jezeli

Y:(YﬂUl)U(YﬂUg) OI"&ZUlmUQZQ,

to zbiory postaci
Vi=YNU, Vo=YNU,

sa otwarte w Y (z definicji topologii dziedziczonej).
Zatem Y = V; U Vj; jest niespdjny jako suma roztacznych podzbioréw otwartych.

(77 :> 77)
Jesli zbidr Y jest niespdjny, to jest suma roztacznych podzbioréw otwartych Vi oraz V5.
Wéwezas (z definicji) V; = U;NY, przy czym U; sa otwarte w X dla wszystkichi € R. [

Przyktad 6.28.
Zdefiniujmy funkcje f(x) w nastepujacy sposob:

0 dla x <0
142 dlaz>0

=1
Korzystajac z Faktu 6.27 pokazemy, ze wykres funkcji F', czyli zbiér Y = {(x, f(z)) : = € R},

nie jest spojny.
Niech U; = R x (%, o0) oraz Uy = R X (—o0, %) Zbiory Uy, Uy sg roztaczne i otwarte.
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Rysunek 29: Wykres funkeji f(x) wraz z "nakryciami” Uy, Us.

Zauwazmy, ze przekr6j Y N Uy daje czesé wykresu f(x) okreslona dla = > 0.
Podobnie, Y N U, jest czeScia wykresu okreslong dla x < 0.

Stad, po wykonaniu sumy (Y NU;) U (Y NUs), otrzymujemy pelny wykres funkcji f(x),
czyli zbior Y.

7 Ciaglosé
Przypomnijmy, ze klasycznie (w R) ciagtosé funkeji w punkcie definiowali$émy na dwa
sposoby:

o Poprzez definicje Heinego:
Funkcja f : R — R jest ciagla w 2 € R, gdy dla kazdego ciagu {z,} C R

Tn — 2o => f(xn) = f(0)-
o Poprzez definicje Cauchy’ego:
Funkcja f: R — R jest ciggla w 2y € R, gdy
Ves0350Vaer |2 — 20| < d = |f(x) — f(z0)] <.
Powyzsze definicje sa réwnowazne. Obie z nich mozemy uogdlni¢ na dowolne przestrze-

nie metryczne, zamieniajac |z — zo| na d(z, zo) i zbieznosé¢ w R na zbiezno$¢ wzgledem
danej metryki, czyli:

Definicja 7.1.
Niech (X, dx), (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi. Méwimy, ze f : X — Y jest
ciaglta w xy € X, jesli dla kazdego ciagu {z,}, C X

T 25 20 => f(wn) 2 f(0)
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albo rownowaznie

Ves03550Yeex dx(T,20) <0 = dy (f(2), f(20)) <e.

Uwaga 7.2.
Zauwazmy, ze definicje Heinego mozemy zapisa¢ nastepujaco:
Dla kazdego ciagu {x,}, C X zbieznego do xo mamy

f(lim z,) = f(zo) = lim f(zy).

n—oo

Uwaga 7.3.

W topologii nie zawsze mamy do czynienia z przestrzeniami metrycznymi, ale chcieli-
byémy w takich przestrzeniach definiowaé ciagtos¢ funkcji majac do dyspozycji tylko
zbiory otwarte. Pierwszym krokiem w tym kierunku moze by¢ sformutowanie powyzszej
definicji uzywajac pojecia kuli otwarte;j.

Twierdzenie 7.4.
Przeksztatcenie [+ X — Y jest ciggle w xg wtedy i tylko wtedy, gdy

Ves0 550 Vaex © € Kx(10,0) = f(x) € Ky (f(20),€).

Dowad.
Réwnowaznosé z definicja Cauchy’ego jest oczywista, poniewaz

dx(z,29) < <= x € Kx(x0,0)
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dy (f(x), f(x0)) <& <= [f(x) € Ky(f(x0),€).

Pokazemy rownowazno$é¢ z definicja Heinego jednoczesnie pokazujac, ze definicje He-
inego i Cauchy’ego sg réwnowazne.

WeZmy dowolny ciag {z,}, C X taki, ze z, L5 2o Chcemy pokazaé, ze

Flaa) 2 Flao),

to znaczy

v€>03novn>n0 dY(f<xn)7 f(x(])) <g,
czyli
(5) Ves>0§|ng\vln>no f(xn) € Ky(f(fo),f‘:)-

Rozwazmy ¢ > 0. Pokazemy, ze istnieje ng € N takie, ze

Visng f(2n) € Ky (f(20), ).
7 zalozenia istnieje oy > 0 takie, ze dla kazdego x € X mamy
x € Kx(z9,00) = f(z) € Ky (f(x0),¢).
Zauwazmy, ze z zatozenia x, 2x, xo wynika:
Va>03n Vnsne Tn € Kx (20, ).
W szczegélnoscei dla powyzszego dp mamy
T Vnsng Tn € Kx(0,00),

ale wtedy
E|novn>no f(xn) € KY(f(xO)a 5)7

a poniewaz ¢ byto dowolne, to zachodzi (5), co chcieliémy pokazaé.
Zalézmy teraz, ze z, 5 xy = f(zn) oy, f(zg). Cheemy pokazaé, ze
Ves0T3550Veex @ € Kx(20,0) = f(z) € Ky (f(0),¢).
Zal6zmy nie wprost, ze istnieje €, takie, ze dla kazdego § > 0 istnieje z € X spelniajace
x € Kx(xg,0) oraz f(z) ¢ Ky (f(xo),e0).
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W szczegdlnoscei dla § = % istnieje x,, takie, ze

(6 ro € Fx(a, )i (o) & K () <o),

Jednak skoro z, € Kx(xo, %), to dx(zn, z9) < %, czyli

dim dx (2, 7o) = 0.
Stad z, 25 w0, a wiec f(zn) o, f(zo). Jednak wtedy f(z,) € Ky(f(xo),¢0), dla
dostatecznie duzych n, co daje sprzecznosé z (6). O

Definicja 7.5.
Powiemy, ze funkcja f : X — Y jest ciggla, jesli jest cigglta w kazdym punkcie
swojej dziedziny, to znaczy zachodzi ktorykolwiek z réwnowaznych warunkéw:

o vxoera:ngX Tn d_X> Ty =— f(l’n) d—Y> f(ffo)
o VapexVes03550Vaex dx (2, 20) < 6 = dy (f(x), f(20)) <€
¢ VaoexVeso J550 Veex © € Kx(20,0) = f(2) € Ky (f(20),¢).

Warunkow tych bedziemy uzywaé¢ zamiennie (w zaleznosci od sytuacji) jako definicji
ciggtosci funkcji.

Przyktad 7.6.
Zbadamy cigglo$¢ funkcji f : (R? dg) — (R?, dg) zdefiniowanej wzorem

f(x7y) = (l,Q +y27 ’SL’ - y’)

Przyjmijmy, ze fi(z,y) = z® + y* oraz folz,y) = |z —yl.
Zatem mamy f(z,y) = f(fi(z,y), f2(z,y)).
Wezmy ciag (2n,yn),, zbiegajacy do (z,y). Sprawdzimy, ze zachodzi

F @ yn) 5 f(2,9).
Powyzszy warunek jest speliony wtedy i tylko wtedy, gdy
Fi(@ayn) > filw,y) ovaz fo(@a,ya) 2 fol,y).
Roéwnowaznie

(7) ’fl(xnayn) - fl<x>y)‘ d—E> 0 oraz ’f?(xnayn) - f2($>y)‘ d—E) 0.

Istotnie, mamy
fi(n, yn) = xi + y'?L
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oraz
lim (2 +y,) = lim (2,)* + lim (y,)* = 2° +y* = fi(z,y).

n—oo

Zatem otrzymujemy, ze |fi(x,, yn) — f1(z,y)] de, ).
Dla dowolnych a,b € R mamy ||a| — |b|| < |a — b| oraz |a + b| < |a| + |b|, stad

‘f2(xn7yn) - f2($7y)| = Hxn - ynl - ‘.’L’ - yH <
<@ =) — (@ —y)|=|zn —2+y —yn| <

<t — 2|+ |y — yu| L5 0+0=0.

Pokazalidmy, ze zachodzi (7), wiec funkcja f jest ciagta.

W ogélnej przestrzeni topologicznej mamy nastepujaca definicje ciaglosci:

Definicja 7.7.
Niech X i Y beda dowolnymi przestrzeniami topologicznymi. Funkcja f: X — Y jest
ciggta, jesli przeciwobraz przez f kazdego zbioru otwartego jest otwarty.

Przypomnijmy, ze obrazem zbioru A C X przez funkcje f : X — Y nazywamy zbior:
fIA = A{f(z) -z € A},
a przeciwobrazem zbioru B C Y przez funkcje f : X — Y nazywamy zbior:
7Bl :=={r e X: f(x) € B}.

Twierdzenie 7.8.
W przestrzeni metrycznej Definicje 7.5 1 7.7 sq rownowazne.

Dowad.

Pokazemy najpierw, ze z Definicji 7.5 wynika Definicja 7.7. Wykorzystamy trzeci wa-
runek z Definicji 7.5.

Niech U C Y bedzie zbiorem otwartym oraz niech xy € f~'[U]. Pokazemy, ze istnieje
kula otwarta, do ktérej nalezy zg i ktéra zawiera sie w f~1{U].

Poniewaz U jest otwarty, to wokét kazdego jego punktu mamy kule otwarta, ktéra za-
wiera sie w U. W szczegdlnosci istnieje € > 0 takie, ze K(f(zg),e) C U.

7. zalozenia istnieje 0 > 0 takie, ze

vaK(mo,5) f(.l’) € K(f(l’o),e’f),

ale wtedy
K (20,0) C [T [E(f(w0),€] € f[U],
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co dowodzi, ze f~![U] jest otwarty.

Pokazemy teraz, ze z Definicji 7.7 wynika Definicja 7.5.

Zakladamy, ze dla kazdego zbioru otwartego U C Y przeciwobraz f~![U] jest otwarty.
Niech zg € X iniech e > 0. Kula K(f(z0), ) jest zbiorem otwartym, zatem z zatozenia
mamy, ze f'[K(f(xg),e)] takze jest otwarty. To oznacza, ze istnieje § > 0 taka, ze

K(x0,0) € f 7K (f(x0),2)].

Zatem dla kazdego x € K(x¢,d) mamy

f(x) € K(f(x0),¢),
co daje trzeci warunek w Definicji 7.5. ]

Fakt 7.9.
Niech X 1Y bedg dowolnymi przestrzeniami topologicznymi. Funkcja f : X — 'Y jest
ciggta wtedy @ tylko wtedy, gdy przeciwobraz przez f kazdego zbioru domknietego jest
domkniety.

Dowad.

Zatozmy, ze f jest ciagta. Chcemy pokazaé, ze przeciwobraz przez f zbioru domknigtego
jest domkniety.

Wezmy domkniety zbiér W C Y. Wtedy W€ jest otwarty. Z wlasnoSci przeciwobrazu
mamy

e = (fHw)e.
Poniewaz (f~H[W])¢ jest otwarty, to f~![I¥] jest domkniety, co chcieliémy pokazaé.

Zalézmy teraz, ze przeciwobraz przez f zbioru domknietego jest domkniety. Chcemy
pokazadé ciggloéé¢ funkeji f, czyli to, ze przeciwobraz zbioru otwartego jest otwarty.
WeZmy otwarty zbiér U C Y. Poniewaz U€ jest domkniety, to z zalozenia mamy,
ze [~HU] takze jest domkniety. 7 wlasnosci przeciwobrazu domkniety jest takze
(fHU))¢, czyli f71[U] jest otwarty, co chcieliSmy pokazacé.

m

Definicja 7.10.
Przeksztatcenie f : X — Y nazywamy przeksztalceniem Lipschitza o stalej ¢ > 0,
jesli dla kazdych =,y € X mamy:

dy(f([t), f(y)) sc dX(Iay)'

Fakt 7.11. Przeksztatcenie Lipschitza jest ciggle.
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Dowoad.

Niech (X, dx), (Y, dy) beda przestrzeniami metrycznymi, a funkcja f: X — Y- prze-
ksztatceniem Lipschitza.

WezZmy ciag x, € X, taki ze x, %, . Skoro f jest Lipschitza, to zachodzi nieréwnos¢:

dY(f(:Bn)a f(.??)) Sco dx(ﬂfn,ﬂf).
Poniewaz , 5 x, to dx(x,,r) — 0. Stad otrzymujemy, ze
dy ([ (), (2)) < ¢+ dx(n, 7) 250,

czyli
d
flza) = f(2).
W zwiazku z powyzszym f jest ciagta na mocy Definicji 7.5.

Przyktad.
Rozpatrzmy funkcje f : (R?,dg) — (R? dg) zdefiniowang nastepujaco:

f(x1,22) = (x1 + 22,21 — T2).

Chcemy sprawdzi¢, czy funkcja f jest Lipschitza. Mamy:

dy (f(x), f(y)) = de(f(x1,22), f(y1,y2)) = \/((901 +22) — (Y1 +¥2))? + (21 — 22) — (11 — 42))?

oraz

c-dx(z,y) = c-dp((x1,22), (Y1,92)) = ¢ \/(551 — 1)+ (22 — 3p)*.
Stosujac podstawienie y; = x; + t; dla i = 1,2 sprawdzimy, czy dla pewnej statej ¢ > 0
zachodzi nieréwnos¢

czyli

\/(@1 +x9) — (x1 +t1 + a2+ 12))2 + (1 — x2) — (T + 11 — 29 — 19))% <

<C'\/(Il—xl—t1)2+(l‘2—x2—t2)2-
Po podniesieniu obu stron nieréwnosci do kwadratu, otrzymujemy:
(=ti —t2)? 4+ (—t1 + 1) < & - ((—t1)* + (—t2)?)
] — 2ty + 15+ 15 + 2tits + 15 < 7 - (8] +13)
2t + 2t < - (1] +13)
2 +13) < - (5 +13).

Zatem powyzsza funkcja spelnia warunek Lipschitza z parametrem ¢ = /2.
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Przypomnijmy, ze funkcje f : X — Y nazywamy surjekcja (méwimy, ze jest "na”),

gdy
ver E]:JcGX f(l‘) =Y.

Uwaga 7.12.
Jedli funkcja f: X — Y jest ciagla, to funkcja g : X — f[X] jest ciagla surjekcja.

Pokazemy teraz, ze pewne wlasnosci topologiczne sa przenoszone przez funkcje ciggte.

Twierdzenie 7.13.
Niech odwzorowanie f: (X,dx) — (Y,dy) bedzie ciagte. Wtedy:

1. Obraz zbioru zwartego przez odwzorowanie f jest zbiorem zwartym.
2. Obraz zbioru spojnego przez odwzorowanie f jest zbiorem spojnym.
3. Obraz zbioru osrodkowego przez odwzorowanie f jest zbiorem oSrodkowym.

W szczegolnosci, dla funkcji f bedgcej ciagtq surjekcja, zachodzi:
Jesli przestrzen (X, dx) jest zwarta/ spdjna/ osrodkowa, to przestrzen (Y,dy) jest (od-
powiednio) zwarta/ spdjna/ osrodkowa.

Dowoad.

1. Pokazemy najpierw, ze przeksztatcenia ciggte zachowujg zwartosc.
Wezmy A C X zwarty oraz dowolny ciag y, € f[A], czyli dla kazdego n istnieje
z, € X takie, ze f(z,) = y,. Poniewaz A jest zwarty, to istnieje podciag {z,, }n,
zbiezny do x € A (wzgledem metryki dx).
Ponadto f jest ciagta, zatem skoro {z,, }n, A, x, to f(z,,) L, fz) € f[A].
Stad otrzymujemy:
Yn = Flan) > f(2),

Zatem znalezlismy podciag {yn, }n. C {Yn}n, ktory jest zbiezny w f[A], czyli f[A]
jest zwarty z definicji.

2. Udowodnimy teraz, ze przeksztatcenia ciagte zachowuja sp6jnosc.
WeZzmy dowolny A spéjny. Zalézmy nie wprost, ze f[A] jest niespdjna. Wtedy
istniejg niepuste zbiory A;, As otwarte i roztaczne, takie ze

Mamy
A g fﬁl[Al U AQ] = fﬁl[Al] Y fﬁl[AQL
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a stad
A=An(fTAJY T A)) = (AN fTHAD U (AN 7 [A,).

Z Definicji 7.7 otrzymujemy, ze f~![A;] oraz f~1[A,] sa otwarte.

Zatem AN f~1[A1] 1 AN f~1[As] sa otwartymi podzbiorami A jako podprzestrzeni
przestrzeni X. PrzedstawiliSmy A jako roztaczng sume jej niepustych podzbiorow
otwartych, zatem A nie jest przestrzenia spdjna, co jest sprzeczne z zalozeniem.

. Na koniec pokazemy, ze przeksztatcenia cigglte zachowuja osrodkowos¢.
Zatozmy, ze zbiér X jest osrodkowy z osrodkiem (). Chcemy pokazaé, ze woéwczas
flQ] jest oérodkiem w f[X], czyli f[Q] jest gesty i przeliczalny w f[X].

Poniewaz @) jest przeliczalny, to |Q] < Ny. Stad otrzymujemy

QI < Q] < Ny,

zatem zbior f[Q)] takze jest przeliczalny.

Pokazemy teraz, ze f[Q)] jest gesty w f[X].
Niech y € f[X]. Istnieje x € X taki, ze f(x) = y. Zbiér Q jest oSrodkiem w X
czyli Cl(Q) = X. Zatem z Twierdzenia 5.24 istnieje ciag ¢, € @ taki, ze

lim =x.
n—oo qn

Wrtedy, z ciagtosci f, mamy

lim f(g,) = f(lim ¢,) = f(z) =y.

n—o0 n—oo

Dla kazdego y € f[X] znalezlismy ciag f(q,) € fQ] taki, ze f(q,) == y. Zatem
flQJ jest gesty w fX].

]

Uwaga 7.14.
Z powyzszego twierdzenia mozna korzystaé przy pokazywaniu nieciggtosci funkeji. Jesli

obraz przez funkcje f zbioru zwartego/ spéjnego/ osrodkowego nie jest (odpowiednio)

zwarty/ spojny/ osrodkowy, to funkcja f nie moze by¢ ciagta.

Przyklad 7.15.
Funkcja

f(-1,1],dg) — ({—1,0,1},dp)

zdefiniowana wzorem

f(x) = sgn(x)
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jest surjekcjg, wiec aby zbadad jej ciggto$é mozemy skorzystaé z Twierdzenia 7.13.
Zauwazmy, ze przestrzen ([—1, 1], dg) jest spdjna, natomiast przeciwdziedzine {—1,0, 1}
mozemy zapisaé jako sume roztacznych zbioréw otwartych (wzgledem metryki dp) jak
ponizej:

{-1,0,1} ={-1} u {0} U {1}.
To oznacza, ze przestrzen ({—1,0,1},dp) nie jest spdjna, zatem [ nie jest ciagla, po-
niewaz nie zachowuje sp6jnosci.

Fakt 7.16.
Funkcja ciggla f ze zbioru zwartego A w liczby rzeczywiste przyjmuje swoje kresy, czyli
istniejg ag, ay, takie Ze

sup f(a) = f(ag) oraz inf f(a) = f(ar).

a€A

Dowdd.

Zbiér f[A] jest zwarty, czyli w szczegblnosei ograniczony. Stad kres dolny i kres gérny
zbioru f[A] sa dobrze okreSlone. Ponadto f[A] jest domkniety. Pokazemy teraz, ze
sup,ea f(a) € flA]. Poniewaz sup,. 4 jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru
A, mamy

1
Vin3anesia) sup f(a) — — < an, <sup f(a).
a€A n a€A

Skoro f[A] jest domkniety, to na mocy Twierdzenia 5.24 mamy

sup f(a) = lim a, € f[A],
aEA n—oo

a stad
Juoea flao) = sup f(a).

acA

W analogiczny sposob udowodni¢ mozna, ze istnieje rowniez a; € A takie, ze

inf f(a) = f(a1).

acA

7.1 FLukowa spdjnosé

Majac do dyspozycji pojecie ciggtosci mozemy zdefiniowaé tzw. tukowa spéjnosé. Jest
to wlasnos¢ mocniejsza niz spojnosé, ale czesto tatwiejsza do sprawdzenia.

Definicja 7.17.
Méwimy, ze zbior X jest spojny lukowo, jesli kazde dwa punkty zbioru X mozna
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poltaczy¢ krzywa ciggly. To znaczy dla kazdych z,y € X istnieje odcinek domkniety
[a,b] C R i ciggta funkcja
v la,b] = X
taka, ze
v(a) =z, y(b) =y
(mozemy przyja¢ a = 0,b = 1).

Przyktady.
Zbiory przedstawione ponizej sa spojne tukowo.

1. Kula A= {(z,y): (x —2)*+ (y — 3)> < 1} w (R? dpR).
2. Odcinek B = [1,3] x {1} w (R? dy).
3. Parabola C' = {(z,2? + 1) : z € R} w (R? dr).

Uwaga 7.18.
Zbior tukowo spéjny jest spéjny, ale implikacja przeciwna nie musi zachodzié.

Dowad.
Niech X bedzie przestrzenia tukowo spdjna. Zatdézmy nie wprost, ze X nie jest spdjna.
Wtedy istniejg niepuste, otwarte zbiory A, B takie, ze X = AU B.
Niech z € A oraz y € B. Z tukowej spdjnosci istnieje ciagla funkcja v : [0,1] — X
taka, ze
7(0) ==z, 7(1) = .

Mamy

[0,1] =7 '[X] =77 [AU B] =y~ [A]uy~'[B].

7 cigglodci funkcji v (Definicja 7.7) przeciwobrazy v [A] i v~![B] sa otwarte, co daje
sprzecznosé z zalozeniem, poniewaz odcinek [0, 1] jest sp6jny.
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Przyktad (Zbior spéjny, ktory nie jest tukowo spéjny).

A= {(a, sm(i)) 0<2 <A U0} x [-1,1]

sin(1/x)

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia
1
Ay ={(z, sin(=)) : 0 <z <7} oraz Ay = {0} x [—1,1].
x

Jesli A nie byltby spdjny, woéwczas zawieratby sie w sumie otwartych zbiorow roztacznych
Uy U Uy w taki sposéb, ze ANU; # 0 oraz AN U, # 0. Poniewaz zaréwno A, jak i
A sa spdjne (dowolne dwa punkty kazdego z danych podzbioréw sa potaczone krzywa

ciagha), mamy
A1CU1UU2:>A1CU1\/A1CU2

oraz
AQCU1UU2:>A2CU1\/A2CU2.

Bez straty ogdlnosci, zatézmy, ze Ay C U;. Wowezas Ay C Us, czyli odcinek {0} x[—1, 1]
mozemy otoczy¢ zbiorem otwartym Us.

69



poTmTom-m-q---------n

Rysunek 30: Odcinek Ay zawarty w otwartym zbiorze Us.

Poniewaz krzywa A; jest dowolnie blisko odcinka A, jej czeS¢ musi zawieraé¢ sie w
zbiorze Us,. Stad Uy NUs, # 0, czyli zbidr A jest spdjny, mimo ze nie jest tukowo spéjny.

7.2 Homeomorficznosé

Definicja 7.19.
Przeksztatcenie f: (X, dx) — (Y, dy) nazywamy homeomorfizmem, jesli spetnione
sg nastepujace warunki:

o f jest ciagte;
o f jest bijekcja;
o f7!jest ciggle.

Méwimy, ze przestrzenie (X, dx) oraz (Y, dy) sa homeomorficzne, gdy istnieje miedzy
nimi homeomorfizm.

Uwaga.
Jezeli przestrzenie metryczne sa homeomorficzne, to z topologicznego punktu widzenia
sg takie same.

Przyktad 7.20.
Sprawdzimy, czy funkcja f : (R?, dg) — (R x R, , dg) zdefiniowana wzorem

fla,y) = (2", ")

jest homeomorfizmem.
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Ciggtosé f.
Wprowadzajac oznaczenia

fi(z,y) = 2° oraz fo(z,y) = €
mamy

f(x7y> = (f1<13,y), f2(x7y>>

Aby zbadaé cigglos¢ funkcji f sprawdzimy, czy ciggle sg zaréwno f; jak i f.
Wezmy ciag (T, Yn) e, (z,y). Otrzymujemy

fl(xnvyn) = (mn)s d—E> 335 = fl(xvy)

oraz
f2<xn7yn) = eV _> e = f2<x y)

dE(

Stad dla (z,,y,) — (x,y) mamy

f(xn’yn) = (fl(xmyn)vf2<xmyn)) d_E> (f1<x’y)7f2(x7y)) = f(xuy)v

czyli f jest ciggta.

Funkcja f jest bijekcja.
Wystarczy pokazaé, ze istnieje funkcja odwrotna do f. W tym celu wezmy punkt
(u,v) € R x Ry. Dla (u,v) w obrazie funkcji f mamy:

uw=2", czyliz = Vu

oraz
v=-e’, czyliy = In(v).

Stad funkcje odwrotna zadamy nastepujaco:

fHw,v) = (Vu, In(v)).

Sprawdzimy, ze rzeczywiscie jest to dobrze zdefiniowana funkcja odwrotna do f
poprzez pokazanie, ze ztozenia f(f~*(u,v)) oraz f~1(f(z,y)) daja identycznosc.
Mamy

F(FHu0) = f(Vu,In(v)) = (Vu)®, ") = (u,v)

oraz

FH(fay) = f71 @) = (Vad, In(e!)) = (2,y).
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3° Ciagglos¢ f1.
Przyjmujac, ze
frt(u,v) = Vuoraz fy (u,v) = In(v)
mamy
Wezmy ciag (uy, v,) e, (u,v). Otrzymujemy

FT iy vn) = Sitn 2B = 7 (u,0)

oraz
Fo Htn, o) = In(v) 5 In(v) = f5  (u,v).

Stad dla (u,,vy,) LER (u,v) mamy
7 s vn) = (7 s o), f57 (s 00)) 5 (F7H(w,0), £ (0 0)) = £, 0),

czyli f~1 jest ciggla.

Zatem pokazalismy, ze funkcja f jest homeomorfizmem.

Przyktad 7.21.
Sprawdzimy, czy funkcja f : (R? dg) — (R?,d¢) zdefiniowana wzorem

flaz,y) = (22,97

jest homeomorfizmem.

Zbadamy ciggto$¢ funkeji f.
Wezmy ciag a, € (R?, dg) postaci

1
= (1,14 —-).
an=(1,1+7)
W metryce euklidesowej granica tego ciagu jest punkt (1,1). Sprawdzimy, czy zachodzi
1, 4o
f(171+ﬁ) _>f(1>1)7

czyli .
de(f(1,1+ ﬁ)’ f(1,1)) = 0.
Mamy

2n +1
n

de(f(L 1+ 2), FL1) = de((1% (14 2)), (12,12)) = do((1, 1+ 5 15),(1,1)) =
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o+ 1 4nd 4+ 6n? 4+ 4n+1 n—oc0
:\/12+(1+ - )2+\/12+12:\/2+ L nn4 V2 2 V2V £ 0.

n

Zatem f nie jest ciggta, czyli nie jest homeomorfizmem.

Uwaga.
Funkcja, ktéra jest ciggla, nie musi by¢ homeomorfizmem.

Przyktad 7.22.
Pokazemy, ze funkcja f : (R? dr) — (R,dg) zdefiniowana wzorem

flx,y) =y

jest ciggla, ale nie jest homeomorfizmem.

Ciaglos¢ f mozna sprawdzi¢ tak samo jak w Przyktadzie 7.20, ale zastosujemy tu
inng metode oparta na Definicji 7.7. Robimy to by pokazaé¢, ze to podejécie moze
by¢ réwnie efektywne. Pokazemy najpierw, ze przeciwobraz przez f zbioru otwartego
U C (R, dg) jest otwarty. Poprzez I oznaczmy odcinek otwarty woko6t s € U. Poniewaz
przeciwdziedzing f jest cala prosta rzeczywista, odcinki otwarte utozsamiamy z kulami

U= L.

seU

otwartymi. Zatem

Mamy
fAul=rU L= U Il

seU seU
Z definicji przeciwobrazu otrzymujemy:

FHL ={(z,y) eR*: f(z,y) € L} =

={(v,y) eR*: ye .} =R x I,.

Stad
U= U Rx L.

seU

Istotnie, R x I, jest otwartym podzbiorem plaszczyzny z metryka dg (patrz Przyktad
5.2), zatem suma U,cpy R X I jest otwarta. W zwiazku z tym f jest ciaglta na mocy
Definicji 7.7.

Zauwazmy, ze [ nie jest bijekcja, poniewaz nie jest réznowartosciowa. Na przyktad

f(175):5:f(775)'

Zatem f nie jest homeomorfizmem.
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