Lista 10: Calka Lebesgue’a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

W ponizszych zadaniach zaktadamy, ze (X, A, 1) jest przestrzenia z miara, czyli X # (), A jest
o-ciatem, a p dowolna ustalona miara na (X,.A). A oznacza miare Lebesgue’a, 0, oznacza miare
Diraca (skupiona w punkcie x).

1. Rozwazmy zbiory A, Ay, As, Ay € A takie, ze AN A3 =0, A; N Ay N Ay = 0 i funkeje
f=aixa, +...+ asxa,.
Zapisa¢ f w postaci .
f= Z biXB;
i=1
gdzie B; N B; = (), dla i # j.
2. Dla funkeji f(z) = 1 okreslonej na [0,1] (f(0) = oo) znajdz ciag funkeji prostych s, takich, ze

0 <si(x) < sg(x).... 1 lim s,(x) = f(x).

- n—00
3. Dla funkcji f(z) = ﬁ okreslonej na [1,00) znajdz ciag funkcji prostych s,, takich, ze

0 <s(x) <sy(x).... i lim s,(x) = f(2).

n—oo
4. Dla funkcji f(k) = k okreslonej na N znajdz ciag funkeji prostych s, takich, ze

0 <si(z) <sy(x).... 1 lim s,(z) = f(2).

- n—00

5. Zalozmy, ze f jest funkcja prosta i dla kazdego x € X, a < f(x) < b. Pokaz, 7e

ap(X) < /X f dp < bp(X)

wprost z definicji, nie korzystajac z faktow udowodnionych na wyktadzie.

6. Niech f: X — R, 0 < f < M bedzie funkcja mierzalng, a A, = {z € X : 1 < f(2) < £},
1 <k < M2™ Niech

M2™

E—1
Sn - Z 277/ XAnvk‘
k=1

Pokaz, ze dla kazdego n, s,(z) < sp11(x).




7. Obliczy¢ catke z funkcji prostej nieujemnej na zbiorze A wzgledem miary Lebesgue’a, gdy:

1, jesliz €[0,3]\Q (c) A=[0,00), f(z) = i 1““”"3;,3)@), n € N;
(a) A=10,1], f(z) =42, jedlizx € (% 1]\ Q, k=0
3, jesliz € Q. (d) A=[0,n], f(z)=[z], n €N
b) A= [10.10), f() = S k21 @) () A=1[0,e'], f(z) = [Ina];
v, k) (f) A=[0,1], f(z) = [na], n e N;

8. Obliczy¢ catke [ [z]du oraz f[—3,3] In(x + 3)p, gdzie p = £61 + 30_s.

9. Wykazac¢, ze dla dowolnej funkcji u-catkowalnej f i dla dowolnych zbiorow A, B € A roztgcznych

(AN B = 0) zachodzi
/ fdp = / fdp +/ fdp.
AUB A B

10. Wykazaé, ze jesli dla funkcji nieujemnej mierzalnej f catka fX fdu jest rowna zero, to f = 0
p-prawie wszedzie. Wskazowka: Zauwazy¢, ze dla kazdego n € N, f > f, = %13,1, gdzie
B,={zeX:f(z)>1}.

11. Niech A, = (3",3" +2n) N (R \ Q) oraz ¢t > 0. Definiujemy A = J -, A, oraz funkcje

o0

fl@) =Y (=t)"1a, ().

n=1

(a) Uzasadnié, ze funkcja f jest mierzalna i wyznaczy¢ f* i f~ dla funkeji f.

(b) Dla jakich ¢t € R funkcja f jest catkowalna? Obliczy¢ [, fd.
Wskazowka: ciagg funkeji aproksymujacych mozna wyznaczy¢ biorac skoniczong liczbe wy-
razow szeregu definiujacego funkcje.

12. Obliczy¢ calki Lebesgue’a [, fdX (bez przyblizania funkcjami prostymi), jesli:

(a) A:{n€I§:n3+2n§5O}, B ~JIn(Jz| +1), jedliz € Q,
f(x) =xe” 7 (b) A=R, flz) = {(1 +2%)7L jesliz e R\ Q;

dy |A| =
13. Rozwazamy przestrzen (N, P(N),r) z miara liczaca, tzn. v(A) = n, o edy lAl=n
oo, gdy [A] =
Obliczy¢ catke fN(x+x2)du. Wskazowka: Oszacowaé funkcje podcatkowa od dotu przez funkcje
prosta, ktorej catke tatwo policzy¢.



