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1. Zaªó»my, »e umiemy pokaza¢ nast¦puj¡cy fakt. Niech f bedzie funkcj¡ prost¡, µ(X) jest
sko«czona, a ≤ f ≤ b, to

aµ(X) ≤
∫
x

f dµ ≤ bµ(X).

Udowodni¢ to samo dla dowolnej funkcji mierzalnej f nieujemnej stosuj¡c schemat z wykªadu.
Tzn. : Niech f bedzie nieujemn¡ funkcj¡ mierzaln¡, µ(X) jest sko«czona, a ≤ f ≤ b, to

aµ(X) ≤
∫
x

f dµ ≤ bµ(X).

2. Zaªó»my, »e umiemy pokaza¢ nast¦puj¡cy fakt. Niech f bedzie funkcj¡ prost¡, f = 0 µ- prawie
wsz¦dzie to

∫
X
f dµ = 0. Udowodni¢ to samo dla dowolnej funkcji mierzalnej f nieujemnej

stosuj¡c schemat z wykªadu. Tzn. : Niech f bedzie nieujemn¡ funkcj¡ mierzaln¡, f = 0 µ-
prawie wsz¦dzie to ∫

X

f dµ = 0.

3. Obliczy¢ poni»sze granice, powoªuj¡c si¦ na odpowiednie twierdzenia graniczne dla caªki

(i) lim
n→∞

∫ ∞

1

sinnx

x2 + nx
dλ(x) (ii) lim

n→∞

∫ 1

0

2n3x+ 5n+ 4

n3x+ 2n
dλ(x), (iii) lim

n→∞

1

n

∫ +∞

1

1

x2 ln(1 + x
n
)
dλ(x).

4. Wykaza¢, »e ∫
R

lim
n→∞

1[n,n+1]dλ < lim
n→∞

∫
R
1[n,n+1]dλ,

gdzie 1A oznacza funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A. Wyja±ni¢, dlaczego fakt ten nie stoi
w sprzeczno±ci ani z twierdzeniem Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej ani z twierdzeniem
Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej.

5. Rozwa»aj¡c przestrze« X = N, A = P(N), ν = miara licz¡ca na N i funkcje fn(k) =
1
n
1{1,2,...,n}(k), sprawdzi¢, »e zaªo»enie o ograniczono±ci w twierdzeniu Lebesgue'a o zbie»no-

±ci ograniczonej jest istotne.

6. (Twierdzenie Lebesgue'a w wersji dla szeregów) Niech (fn)n b¦dzie takim ci¡giem funkcji caª-
kowalnych, »e

∑∞
n=1

∫
|fn|dµ < ∞. Udowodni¢, »e szereg

∑
n fn jest zbie»ny prawie wsz¦dzie

i ∫
X

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
X

fndµ.

7. Obliczy¢ caªk¦

∫
R
fdλ, je±li f =

∞∑
n=1

(−3)n1An , An = (n, n+ 1
9n

).



8. Opisz przestrze« miarow¡ (X,Σ, µ) zwi¡zan¡ z rzutem kostk¡ i przestrze« miarow¡ (Y,Π, ν)
zwi¡zan¡ z rzutem monet¡. Opisz miare produktow¡ µ⊗ ν. Z jakimi wydarzeniami losowymi
(zdarzeniami elementarnymi) jest ona zwi¡zana?

9. Oblicz miar¦ λ2(A) jesli

(a) A = [0, 1]× {0, 1} A = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : x− y ∈ Q}.

10. Rozpatrujemy przestrze« R × N z σ-ciaªem Bor(R) ⊗ P(N) i miar¡ λ ⊗ µ, gdzie oznacza
1-wymiarowa miar¦ Lebesgue'a na R, µ � miar¦ licz¡c¡ na N. Oblicz miar¦ A, gdzie

(a) A = [0, 1]× {0, 1} A = {(n,m) ∈ N2 : n ≤ m}.

11. Uzasadni¢, »e P(N) ⊗ P(N) = P(N × N) oraz wykaza¢, »e miara produktowa dwóch miar
licz¡cych na N jest miar¡ licz¡c¡ na N2.

12. Rozpatrujemy przestrze« R × N z σ-ciaªem Bor(R) ⊗ P(N); λ oznacza 1-wymiarowa miar¦
Lebesgue'a na R, ν � miar¦ licz¡c¡ na N, δa - miar¦ Diraca w a (na R lub N). Sprawdzi¢, czy:

(a) δa ⊗ δb = δ(a,b),

(b) δa ⊗ ν(A) = |Aa|, gdzie |Aa| oznacza liczno±¢ x-przekroju zbioru A w punkcie a.

(c) λ⊗ λ({(x, y) ∈ R2 : x− 2y ∈ Q}) = 1,

(d) λ⊗ ν({(x,m) ∈ R× N : x ≤ m}) =∞.

13. Niech X = Y = [0, 1], λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na X, ν oznacza miar¦ licz¡c¡ na Y .
De�niujemy funkcj¦

f(x) =

{
1, x = y

0, x 6= y
.

Sprawdzi¢, »e f jest funkcj¡ mierzaln¡ oraz »e caªki iterowane

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)dµ(x) i∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)dν(y) nie s¡ sobie równe. Dlaczego?

14. Korzystaj¡c z twierdzenia Tonellego, obliczy¢ caªk¦∫
A

1

(2− x)(y + 1)
dλ2(x, y),

gdy A = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.


