Lista 11: Twierdzenia catkowe
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

. Zalozmy, ze umiemy pokaza¢ nastepujacy fakt. Niech f bedzie funkcja prosta, u(X) jest
skoniczona, a < f < b, to
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Udowodni¢ to samo dla dowolnej funkeji mierzalnej f nieujemnej stosujac schemat z wyktadu.
Tzn. : Niech f bedzie nieujemng funkcja mierzalna, pu(X) jest skoriczona, a < f < b, to

ap(X) < /f dp < bp(X).

. Zat6zmy, ze umiemy pokazac¢ nastepujacy fakt. Niech f bedzie funkcja prosta, f = 0 u- prawie
wszedzie to fX f dp = 0. Udowodni¢ to samo dla dowolnej funkcji mierzalnej f nieujemnej
stosujac schemat z wykladu. Tzn. : Niech f bedzie nieujemna funkcja mierzalng, f = 0 pu-

prawie wszedzie to
/ fdp=0.
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. Obliczy¢ ponizsze granice, powotujac sie na odpowiednie twierdzenia graniczne dla catki
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. Wykazaé, ze
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gdzie 14 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A. Wyjasni¢, dlaczego fakt ten nie stoi
w sprzeczno$ci ani z twierdzeniem Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej ani z twierdzeniem
Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;.

. Rozwazajac przestrzen X = N, A = P(N), v = miara liczaca na N i funkcje f,(k) =
%1{172,,“,“}(@, sprawdzié, ze zalozenie o ograniczonoSci w twierdzeniu Lebesgue’a o zbiezno-
§ci ograniczonej jest istotne.

. (Twierdzenie Lebesgue’a w wersji dla szeregow) Niech (f,), bedzie takim ciagiem funkcji cal-
kowalnych, ze >°°° | [ |fuldu < oo. Udowodnié, ze szereg Y f, jest zbiezny prawie wszedzie
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. Obliczy¢ catke /fd)\, jesli f = Z(_S)nlA"’ Ap=(n,n+5).
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Opisz przestrzen miarowa (X, X, 1) zwiazana z rzutem kostka i przestrzenn miarowa (Y, 11, v)
zwigzang z rzutem moneta. Opisz miare produktowa p ® v. Z jakimi wydarzeniami losowymi
(zdarzeniami elementarnymi) jest ona zwiazana?

Oblicz miare Ay(A) jesli

(a) A=1[0,1] x {0,1} A={(z,y) €[0,1]* : 2 —y € Q}.

Rozpatrujemy przestrzeii R x N z o-cialem Bor(R) ® P(N) i miara A ® pu, gdzie oznacza
l-wymiarowa miare Lebesgue’a na R, p — miare liczaca na N. Oblicz miare A, gdzie

(a) A=10,1] x {0,1} A={(n,m) e N?:n<m}.

Uzasadni¢, ze P(N) ® P(N) = P(N x N) oraz wykaza¢, ze miara produktowa dwoch miar
liczgcych na N jest miarg liczaca na N2,

Rozpatrujemy przestrzein R x N z o-cialem Bor(R) ® P(N); A oznacza l-wymiarowa miare
Lebesgue’a na R, v — miare liczaca na N, §, - miare Diraca w a (na R lub N). Sprawdzi¢, czy:

(a 5 ®5b_5ab);
(

)
b) 6, @ v(A) = |A4|, gdzie |A,| oznacza licznosé z-przekroju zbioru A w punkcie a.
(c) >\®>\({(SE y) ER? 1z -2 eQ}) =1,
(d) A@v({(z,m) e RxN:x <m}) =

Niech X =Y = [0,1], A oznacza miare Lebesgue’a na X, v oznacza miare liczaca na Y.
Definiujemy funkcje
1, z=y

0, z#y
Sprawdzi¢, ze f jest funkcja mierzalng oraz ze calki iterowane //f(a:,y)du(y)du(:c) i
xJy

/ / f(z,y)du(z)dv(y) nie sa sobie rowne. Dlaczego?
vy Jx

Korzystajac z twierdzenia Tonellego, obliczy¢ catke

1
dXs(z,y),
[ a—maeneey
gdy A={(z,y) :2>0,y >0,z +y < 1}.




