
Lista 1: Przestrzenie metryczne i kule
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

1. Sprawdzi¢, czy poni»sze funkcje s¡ metrykami na zbiorze X:

(a) d(x, y) = |7x − 7y|, X = R; (b) d(x, y) = |3
√
x− 4

√
y|, X = [0,+∞);

(c) d(n,m) =
∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣, X = N1; (d) d((x1, y1), (x2, y2)) = |x1|+ |x2|, X = R2.

2. Niech X = R2, x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ X. Przyjmujemy oznaczenia

dT (x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| (metryka taksówkowa),

dE(x, y) =
√
|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 (metryka euklidesowa),

dM(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|} (metryka maksimum).

(a) Wykaza¢, »e dT jest metryk¡ na R2.

(b) Wykaza¢, »e dla dowolnych punktów x, y ∈ R2 zachodz¡ nierówno±ci

dM(x, y) ≤ dE(x, y) ≤ dT (x, y) ≤ 2dM(x, y).

(c) Wywnioskowa¢ st¡d, »e dT , dE, dM s¡ parami równowa»ne.

3. Zapisa¢ wzór na liczenie odlegªo±ci w metryce rzeka dR i sprawdzi¢, »e faktycznie jest to metryka.

4. (Poni»sze zadanie pokazuje, jak mo»na przenie±¢ metryk¦ z jednego zbioru na inny, jest to

tzw. transport metryki) Niech X b¦dzie niepustym zbiorem, (Y, d) � przestrzeni¡ metryczn¡, a
f : X → Y � injekcj¡ (funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡). Sprawdzi¢, »e df (x, y) := d(f(x), f(y)) jest
metryk¡ na X.

5. Wyznaczy¢ kule K(2, 1
2
), K(1, 4), K(0, 1), K(0, 1), K(1, 1), K(2, 4), w przestrzeni (X, d), gdzie

X = [0, 3), d(x, y) = |x− y|. Na podstawie nabytego do±wiadczenia odpowiedzie¢ na pytania:

(a) Czy dwie kule (otwarte) o ró»nych ±rodkach mog¡ by¢ sobie równe?

(b) Czy kula otwarta mo»e by¢ równa kuli domkni¦tej o tym samym ±rodku i tym samym
promieniu?

(c) Czy kula otwarta mo»e by¢ równa kuli domkni¦tej o nie tym samym ±rodku i nie tym
samym promieniu?

6. Narysowa¢ K((0, 0), 1) i K((−1, 2), 5) na pªaszczy¹nie z metryk¡ euklidesow¡, taksówkow¡,
maksimum, dyskretn¡, rzeka i centrum.

7. (To zadanie jest bardzo wa»ne. Powinni±cie z niego zapami¦ta¢, jak wygl¡daj¡ bardzo maªe kule

w metryce rzeka i centrum.) Jakie ksztaªy mog¡ mie¢ kule w metrykach rzeka i centrum? Od
czego one zale»¡? Jak wygl¡daj¡ te kule, je±li zaªo»ymy, »e promie« jest bardzo maªy?

8. Dla metryki d(n,m) =
∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣ na X = N1 wyznaczy¢ kule K(10, 3), K(2, 1
3
), K(m, 1

m
) (m

ustalone, naturalne).


