
Lista 4: Zbiory ograniczone. Ci¡gªo±¢.
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

We wszystkich zadaniach zakªadamy, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡. Metryk¦ euklidesow¡
oznaczamy dE, metryk¦ taksówkow¡ dT , metryk¦ maximum dM , metryk¦ rzeka dR, metryk¦ centrum
dC , metryk¦ dyskretn¡ dD.

1. Obliczy¢ ±rednic¦ zbioru A w podanej metryce:

(a) A = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 4}, X = R2, d = dM ;

(b) A = [1, 2]× [1, 2], X = R2, d = dC ;

(c) A = [0, 1]× {1}, X = R2, d = dR.

2. Poda¢ przykªad zbioru nieograniczonego w podanej przestrzeni lub uzasadni¢, »e nie istnieje:
(a) (R2, dM), (b) (R2, dR), (c) (R2, dD).

3. Wykaza¢, »e dla dowolnego x ∈ X i r ≥ 0 zachodzi nierówno±¢

diam K(x, r) ≤ 2r.

Znale¹¢ przykªad przestrzeni metrycznej, w której równo±¢ nie musi zachodzi¢.

4. Pokaza¢, »e je±li A jest ograniczony, to diam Cl(A) = diam A. Czy diam Int(A) = diam A dla
dowolnego zbioru A?

5. Wykaza¢, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci przeciwobrazu: dla A,B ⊂ X, f : X → Y ,

(a) f−1[A ∪B] = f−1[A] ∪ f−1[B], (b) f−1[A ∩B] = f−1[A] ∩ f−1[B].

6. Które z poni»szych funkcji s¡ ci¡gªe? czy s¡ homeomor�zmami?

(a) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ x2 ∈ (R, dE),
(b) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ x2 ∈ (R, dD),
(c) f : (R+ × R, dE) 3 (x1, x2) 7→ (ln(x21), x1 − x2) ∈ (R2, dE),

(d) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ (x2, x1) ∈ (R2, dC),

(e) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ (x31, e
x2) ∈ (R2, dE)

(f) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ (x31 − x1, x2) ∈ (R2, dE)

(g) f : ((−π/2, π/2), dE) 3 x 7→ tanx ∈ (R, dE)

7. Czy przeksztaªcenie

f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ (x1, sinx2) ∈ (R2, dE)

jest Lipschitza? Czy jest homeomor�zmem?

8. Poka», »e zªo»enie przeksztaªce« Lipschitza ze staªymi Lipschitza c1, c2 jest przeksztaªceniem
Lipschitza ze staª¡ c1c2.



9. Poda¢ przykªad pary metryk, dla których funkcja id : (R2, d1) 3 x 7→ x ∈ (R2, d2) jest ci¡gªa,
ale nie jest homeomor�zmem.

10. Wykaza¢, »e je±li metryki d1 i d2 na X s¡ równowa»ne, to (X, d1) i (X, d2) s¡ homeomor�czne.

11. Wykaza¢, »e pier±cie« A = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} i cylinder B = {(x, y, z) ∈ R3 :
x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 1} (z metryk¡ euklidesow¡) s¡ homeomor�czne.

Wskazówka: Zbada¢ wªasno±ci funkcji

f(x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,
√
x2 + y2 − 1

)
.


