Lista 4: Zbiory ograniczone. Cigglosé.
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

We wszystkich zadaniach zaktadamy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna. Metryke euklidesowa
oznaczamy dg, metryke takséwkowa dr, metryke maximum d,;, metryke rzeka dr, metryke centrum
dc, metryke dyskretng dp.

1. Obliczy¢ srednice zbioru A w podanej metryce:

() A={(,9) € B |a] + |y| < 4}, X =R, d = du;
(b) A= [172] X [172]> X :R27 d= dC;
(¢) A=[0,1] x {1}, X = R?, d = dp.

2. Poda¢ przyklad zbioru nieograniczonego w podanej przestrzeni lub uzasadnié, ze nie istnieje:
(a) (R27 dM); (b) <R27 dR)ﬂ (C) <R27 dD)

3. Wykazaé, ze dla dowolnego z € X i r > 0 zachodzi nier6wnosé¢
diam K(x,r) < 2r.
Znalez¢ przykltad przestrzeni metrycznej, w ktorej rownosé nie musi zachodzic.

4. Pokaza¢, ze jesli A jest ograniczony, to diam Cl(A) = diam A. Czy diam Int(A) = diam A dla
dowolnego zbioru A?

5. Wykazaé, ze zachodza nastepujace wtasnosci przeciwobrazu: dla A, BC X, f: X =Y,
(@) [THAUB]=fTHAJUSTBL,  (b) fTANB]=fTAIn B
6. Ktore z ponizszych funkcji sa ciagte? czy sa homeomorfizmami?

(a
(b

: (R?%,dg) 3 (21, 22) — 29 € (R, dp),
 (R?%,dg) 3 (21, 22) — 22 € (R, dp),

¢) f:(RY xR, dg) > (z1,72) = (In(2?), 2, — x2) € (R?,dp),
: (R?%,dg) 3 (21, 22) = (29, 71) € (R?,d),
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e) R% dg) 3 (z1,29) — (23,e%2) € (R?, dp)
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(f R% dg) 3 (21, 22) = (23 — 21, 15) € (R?,dE)
(g) f:((—7/2,7/2),dg) > x +— tanx € (R, dg)
7. Czy przeksztalcenie
f : (R2,dE) > (.I'l,iL'Q) — (%1,811’11’2) € (RQ,dE)

jest Lipschitza? Czy jest homeomorfizmem?

8. Pokaz, ze ztozenie przeksztalcen Lipschitza ze stalymi Lipschitza cq, co jest przeksztatceniem
Lipschitza ze stalg cics.



10.

11.

Poda¢ przyklad pary metryk, dla ktorych funkcja id : (R?, dy) 3 z +— x € (R?,dy) jest ciagla,
ale nie jest homeomorfizmem.

Wykaza¢, ze jesli metryki d; i dy na X sg rownowazne, to (X, d;) i (X, dy) sa homeomorficzne.

Wrykazaé, ze pierscien A = {(z,y) € R? : 1 < 2% + y? < 4} i cylinder B = {(z,y,2) € R? :
2?2 +y? =1,0 < 2 < 1} (z metryka euklidesowa) sa homeomorficzne.

Wskazowka: Zbada¢ wlasnoscei funkeji

f(Iyy)=< - Y ,\/x2+y2—1).

VEE g2 2 +




