Lista 5: Zbiory zwarte, spdjne, oSrodkowe
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

Metryke euklidesowa oznaczamy dg, metryke taksowkowsa dr, metryke maximum dj,;, metryke
rzeka dg, metryke centrum d¢, metryke dyskretng dp.

1.

10.

11.

Niech xy bedzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz, ze funkcja f: X +—
R zadana wzorem

f(x) = d(z, x0)
jest ciagta. W R rozwazamy metryke euklidesowa.
Podaj przyktad funkcji ciagtej f : R — R (w metryce dg) i zbioru otwartego U C R takiego,
ze jego obraz f(U) nie jest otwarty.
Pokaz, ze zlozenie funkcji ciagtych f: (X,dx) — (Y,dy)ig: (Y,dy) — (Z,dz) jest funkcja
ciagla.
Niech f : (X,dx) — (Y,dy) bedzie ciagla i “na”. Zaloézmy, ze (X, dx) jest osrodkowa. Pokaz,

ze (Y, dy) tez jest osrodkowa.

Niech (X,d;), (X,ds) beda przestrzeniami metrycznymi takimi, ze do(x,y) < di(x,y) dla
wszystkich x,y € X. Udowodni¢, ze jesli (X, d;) jest osrodkowa, to (X, dy) takze.
Wskazowka: pokazac, ze jesli A jest osrodkiem w (X, d,), to jest osrodkiem takze w (X, ds).

Pokaz, ze (R?,dr) jest osrodkowa, a (R? dg) nie jest.

Sprawdzi¢ zwarto$¢ i spojnosé zbiorow:

(a) A={1-1/n:neN}U{l} w (R,dg); (b) B={(z, x++1) r e R} w (R? dg);

(c) C=Kg((0,3),1) w (R*,dg); (d) D= Kp((2,0),1) w (R? dp).

Opisa¢ wszystkie zbiory spojne na R z metryka dyskretng. Opisaé¢ wszystkie zbiory zwarte na

R z metryka dyskretng. Czy dowolna kula domknieta w (R, dp) bedzie zbiorem zwartym? Czy
istnieje w (R, dp) zbior domkniety i ograniczony, ktory nie jest zwarty?

Podaj przyktad funkeji ciaglej f : X — Y (lub uzasadnij, ze nie istnieje), dla ktorej
przeciwobraz kuli domknietej jest zbiorem otwartym;
obraz zbioru otwartego jest otwarty;

obraz zbioru zwartego jest nie jest domkniety;

obraz zbioru niespdjnego jest spojny.

Niech (X,d;), (X,dy) beda przestrzeniami metrycznymi takimi, ze da(z,y) < di(z,y) dla

wszystkich z,y € X. Udowodni¢, ze jesli zbior A jest zwarty w (X, d;), jest zwarty takze
w (X, d2>

Czy w dowolnej przestrzeni metrycznej zachodza wtasnosci:

(a) wnetrze zbioru spojnego jest zbiorem spojnym?



(b) przekroj zstepujacego ciagu zbiorow spojnych jest spojny?
(¢) domkniecie zbioru zwartego jest zbiorem zwartym?
(d) nadzbior zbioru gestego jest gesty?
12. Czy istnieje przestrzen metryczna X i zbior A nietrywialny (A # 0, A # X) :
(a) spojny i niezwarty? (c) niespo6jny i nieograniczony?

(b) zwarty i niesp6jny? (d) otwarty i gesty?

13. Poda¢ przyktady lub uzasadnié¢, ze nie istnieje:

(a) przestrzen osrodkowa, ktora nie jest zwarta;
(b) przestrzen nieosrodkowa i niespdjna;

(c) trojka zbioréw roztacznych i gestych w R.

14. Czy w ponizszych przypadkach istnieje ciggla surjekcja z przestrzeni X na przestrzen Y7

(a) X =([0,1),dg), Y = {(z,220 = 1): 2 € R}, dg);

(b) X =([0,4],dg), Y = ([=3,1]U [2,3], dp);

(¢) X =([0,1],dp), Y = ([0,1], dr);

(d) X = ((0,1],dg), Y = ({(x1,22) € R? : 22 + 23 = 3}, dp);
(e) X =([0,1],dp), Y = ([0,1] x {7}, dg);

Wskazowka. Wykorzystac wtasnosci obrazow przeksztatcen cigglych.



