
Lista 5: Zbiory zwarte, spójne, o±rodkowe
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

Metryk¦ euklidesow¡ oznaczamy dE, metryk¦ taksówkow¡ dT , metryk¦ maximum dM , metryk¦
rzeka dR, metryk¦ centrum dC , metryk¦ dyskretn¡ dD.

1. Niech x0 b¦dzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Poka», »e funkcja f : X 7→
R zadana wzorem

f(x) = d(x, x0)

jest ci¡gªa. W R rozwa»amy metryk¦ euklidesow¡.

2. Podaj przykªad funkcji ci¡gªej f : R 7→ R (w metryce dE) i zbioru otwartego U ⊂ R takiego,
»e jego obraz f(U) nie jest otwarty.

3. Pokaz, »e zªo»enie funkcji ci¡gªych f : (X, dX) 7→ (Y, dY ) i g : (Y, dY ) 7→ (Z, dZ) jest funkcj¡
ci¡gª¡.

4. Niech f : (X, dX) 7→ (Y, dY ) b¦dzie ci¡gªa i �na�. Zaªó»my, »e (X, dX) jest o±rodkowa. Poka»,
»e (Y, dY ) te» jest o±rodkowa.

5. Niech (X, d1), (X, d2) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi takimi, »e d2(x, y) ≤ d1(x, y) dla
wszystkich x, y ∈ X. Udowodni¢, »e je±li (X, d1) jest o±rodkowa, to (X, d2) tak»e.

Wskazówka: pokaza¢, »e je±li A jest o±rodkiem w (X, d1), to jest o±rodkiem tak»e w (X, d2).

6. Poka», »e (R2, dT ) jest o±rodkowa, a (R2, dR) nie jest.

7. Sprawdzi¢ zwarto±¢ i spójno±¢ zbiorów:

(a) A = {1− 1/n : n ∈ N1} ∪ {1} w (R, dE); (b) B = {(x, 1
x2+1

) : x ∈ R} w (R2, dE);

(c) C = KE((0, 3), 1) w (R2, dR); (d) D = KD((2, 0), 1) w (R2, dD).

8. Opisa¢ wszystkie zbiory spójne na R z metryk¡ dyskretn¡. Opisa¢ wszystkie zbiory zwarte na
R z metryk¡ dyskretn¡. Czy dowolna kula domkni¦ta w (R, dD) b¦dzie zbiorem zwartym? Czy
istnieje w (R, dD) zbiór domkni¦ty i ograniczony, który nie jest zwarty?

9. Podaj przykªad funkcji ciagªej f : X → Y (lub uzasadnij, »e nie istnieje), dla której

(a) przeciwobraz kuli domkni¦tej jest zbiorem otwartym;

(b) obraz zbioru otwartego jest otwarty;

(c) obraz zbioru zwartego jest nie jest domkni¦ty;

(d) obraz zbioru niespójnego jest spójny.

10. Niech (X, d1), (X, d2) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi takimi, »e d2(x, y) ≤ d1(x, y) dla
wszystkich x, y ∈ X. Udowodni¢, »e je±li zbiór A jest zwarty w (X, d1), jest zwarty tak»e
w (X, d2).

11. Czy w dowolnej przestrzeni metrycznej zachodz¡ wªasno±ci:

(a) wn¦trze zbioru spójnego jest zbiorem spójnym?



(b) przekrój zst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów spójnych jest spójny?

(c) domkni¦cie zbioru zwartego jest zbiorem zwartym?

(d) nadzbiór zbioru g¦stego jest g¦sty?

12. Czy istnieje przestrze« metryczna X i zbiór A nietrywialny (A 6= ∅, A 6= X) :

(a) spójny i niezwarty?

(b) zwarty i niespójny?

(c) niespójny i nieograniczony?

(d) otwarty i g¦sty?

13. Poda¢ przykªady lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) przestrze« o±rodkowa, która nie jest zwarta;

(b) przestrze« nieo±rodkowa i niespójna;

(c) trójka zbiorów rozª¡cznych i g¦stych w R.

14. Czy w poni»szych przypadkach istnieje ci¡gªa surjekcja z przestrzeni X na przestrze« Y ?

(a) X = ([0, 1], dE), Y = ({(x, 2x− 1) : x ∈ R}, dE);
(b) X = ([0, 4], dE), Y = ([−3, 1] ∪ [2, 3], dE);

(c) X = ([0, 1], dD), Y = ([0, 1], dT );

(d) X = ((0, 1], dE), Y = ({(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 = 3}, dE);
(e) X = ([0, 1], dE), Y = ([0, 1]× {π}, dR);

Wskazówka. Wykorzystac wªasno±ci obrazów przeksztaªce« ci¡gªych.


