Lista 8: Miary
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

. Niech a = (ay,), bedzie pewnym ciagiem liczb rzeczywistych. Na przestrzeni (N, P(N)) definiu-

jemy funkcje o {07 A=
Yonealn, AFD.
(a) Dla jakich (ay), o jest miara na N7
(b) Kiedy p, jest miara skoniczona? A kiedy o-skonczona?

(c) Dla jakich (a,), powyzszy wzor definiuje miare liczaca?

. Zalozmy, ze X jest niepustym zbiorem oraz ze mamy funkcje f: X — [0,00]. Zdefiniujmy
p: P(X) — [0, 00] wzorem

0, A=10,

1(A) = > f(x), jesli A jest co najwyzej przeliczalny,
z€A
00, jesli A jest nieprzeliczalny.

Pokazac, ze y jest miarg.
. Niech p,v : A — |0, +00] beda miarami probabilistycznymi na X.
(a) Wykazaé, ze dla a,b > 0 funkcja k = ap + b, czyli

k(A) == au(A) +bv(A), AcA,

jest miara na X.
(b) Kiedy k jest miara probabilistyczna?

0, 2018¢ Ai —2018¢ A
(c) Czy funkcja p(A) =¢1, (2018 € Ai —2018 ¢ A) lub (2018 ¢ A1 — 2018 € A)
2, 2018€ Ai —2018 € A
jest miara na (R, P(R)?

. Czy dla kazdego A € L(R) zachodzi A\(A) = A(Int(A))? A A(A) = A(CI1(A))?
. Dana jest rodzina zbiorow (A, )nen taka, ze:

(2) Ay €L, (b) Awir C A, () MAp) = 2018, (d) A(Anﬂ):g)\(An).

Policzy¢ miare Lebesgue’a zbioru Ay = (2, An.
. Poda¢ przyktad lub uzasadnié, ze nie istnieje:

(a) zbior A C R, ktory jest nieprzeliczalny i A(A) = 0;



(b) zbior A C R, ktory jest nieograniczony i A(A) = 1;
(c) zbior A C R taki, ze A(A) =2, A(Int(A)) = 1, A(CI(A)) = 2,
(d) zbior A C R taki, ze A(Int(A)) = 1, A(CI(A)) = oo,

(e) zbior otwarty V zawierajacy A = [0,1] U {3} i taki, ze A(V \ A) < e.
7. Pokaz, ze dla kazdego zbioru borelowskiego i kazdej liczby a € R,
AMA+a) =AA).

Uwaga: A+a={x+a:x € A}. Zacznij od sprawdzenia na odcinkach.



