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1. Niech a = (an)n b¦dzie pewnym ci¡giem liczb rzeczywistych. Na przestrzeni (N,P(N)) de�niu-
jemy funkcj¦

µa(A) =

{
0, A = ∅∑

n∈A an, A 6= ∅.

(a) Dla jakich (an)n µa jest miar¡ na N?
(b) Kiedy µa jest miar¡ sko«czon¡? A kiedy σ-sko«czon¡?

(c) Dla jakich (an)n powy»szy wzór de�niuje miar¦ licz¡c¡?

2. Zaªó»my, »e X jest niepustym zbiorem oraz »e mamy funkcj¦ f : X → [0,∞]. Zde�niujmy
µ : P(X)→ [0,∞] wzorem

µ(A) =


0, A = ∅,∑
x∈A

f(x), je±li A jest co najwy»ej przeliczalny,

∞, je±li A jest nieprzeliczalny.

Pokaza¢, »e µ jest miar¡.

3. Niech µ, ν : A → [0,+∞] b¦d¡ miarami probabilistycznymi na X.

(a) Wykaza¢, »e dla a, b > 0 funkcja κ = aµ+ bν, czyli

κ(A) := aµ(A) + bν(A), A ∈ A,

jest miar¡ na X.

(b) Kiedy κ jest miar¡ probabilistyczn¡?

(c) Czy funkcja µ(A) =


0, 2018 6∈ A i − 2018 6∈ A
1, (2018 ∈ A i − 2018 6∈ A) lub (2018 6∈ A i − 2018 ∈ A)
2, 2018 ∈ A i − 2018 ∈ A

jest miar¡ na (R,P(R)?

4. Czy dla ka»dego A ∈ L(R) zachodzi λ(A) = λ(Int(A))? A λ(A) = λ(Cl(A))?

5. Dana jest rodzina zbiorów (An)n∈N taka, »e:

(a) An ∈ L, (b) An+1 ⊂ An, (c) λ(A1) = 2018, (d) λ(An+1) =
5

9
λ(An).

Policzy¢ miar¦ Lebesgue'a zbioru A∞ =
⋂∞

n=1An.

6. Poda¢ przykªad lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) zbiór A ⊂ R, który jest nieprzeliczalny i λ(A) = 0;



(b) zbiór A ⊂ R, który jest nieograniczony i λ(A) = 1;

(c) zbiór A ⊂ R taki, »e λ(A) = 2, λ(Int(A)) = 1, λ(Cl(A)) = 2,

(d) zbiór A ⊂ R taki, »e λ(Int(A)) = 1, λ(Cl(A)) =∞,

(e) zbiór otwarty V zawieraj¡cy A = [0, 1] ∪ {3} i taki, »e λ(V \ A) < ε.

7. Poka», »e dla ka»dego zbioru borelowskiego i ka»dej liczby a ∈ R,

λ(A+ a) = λ(A).

Uwaga: A+ a = {x+ a : x ∈ A}. Zacznij od sprawdzenia na odcinkach.


