Lista 9: Funkcje mierzalne i miara Lebsgue’a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

W zadaniach zakladamy, ze X jest niepustym zbiorem, A C P(X) o-cialem, A oznacza miare
Lebesgue’a.

1. Przez x4 oznaczamy indykator (funkcje charakterystyczna) zbioru A. Funkcja prosta nazy-
wamy funkeje postaci f =D "7 | cixa,-

(a) Sprawdzi¢, ze zachodza rownosci
Xaup(®) = xa(@) + X5(2) = xanB(2),  xanp(z) = Xxa(x)XB(2).

(b) Sprawdzi¢, ze rodzina funkcji prostych jest zamknieta na kombinacje liniowe i mnozenie.

(c) Wykaza¢, ze funkcja prosta f = >}, cixa, (dodatkowo zaktadamy, ze Ay N A, =0 dla
k # m) jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ze zbioréw Ay jest mierzalny.

(d) Wykaza¢, ze funkcja | f|, gdzie f = >")_, crxa, (dodatkowo zakladamy, ze Ay N A, =0
dla k # m) jest funkcja prosta.

2. Wykaza¢, ze jesli f,g : (X, A) — R sa A-mierzalne, to zbiory A = {z € X: f(x) > g(v)},
B={zeX: f(z)<g(x)}oraz C ={x € X: f(z) #3}N{x € X: g(x) < oo} naleza do A.

3. Pokaza¢, ze jesli f : X — R jest A-mierzalna i A € A, to funkcja

=137 15h

jest takze A-mierzalna.

4. Pokazaé, ze ponizsze funkcje sg borelowskie. Ktore z nich sg funkcjami prostymi?

2+, r <1
In(z) —z, =>1

fi(z) =sgn(z), folz) =[z], fi3(x)= {

e,  xeQ\{0} z?, sinz >0
f4<l’) = 17 z ¢ Q ) f5($> = 27 sinx =0
+o00, =0 cosz, sinz <0

5. Niech f, : X — R bedzie ciagiem funkcji A-mierzalnych. Sprawdzi¢, ze nastepujace zbiory
naleza do A :

a
b

) zbior x € X takich, ze f,(x) < 0 dla wszystkich n;
)

c¢) zbior x € X takich, ze f,(z) < 0 dla nieskoriczenie wielu n;
)
)

(
(b) zbior x € X takich, ze f,(z) < 0 dla prawie wszystkich n;
(
(d
(e

zbior x € X takich, ze sup,, f,(z) > 0;
zbior x € X takich, ze ciag (f.(x))n jest (stabo) rosnacy;



