
Lista 9: Funkcje mierzalne i miara Lebsgue'a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2019/2020

W zadaniach zakªadamy, »e X jest niepustym zbiorem, A ⊂ P(X) σ-ciaªem, λ oznacza miar¦
Lebesgue'a.

1. Przez χA oznaczamy indykator (funkcj¦ charakterystyczn¡) zbioru A. Funkcj¡ prost¡ nazy-
wamy funkcj¦ postaci f =

∑n
k=1 ckχAk

.

(a) Sprawdzi¢, »e zachodz¡ równo±ci

χA∪B(x) = χA(x) + χB(x)− χA∩B(x), χA∩B(x) = χA(x)χB(x).

(b) Sprawdzi¢, »e rodzina funkcji prostych jest zamkni¦ta na kombinacje liniowe i mno»enie.

(c) Wykaza¢, »e funkcja prosta f =
∑n

k=1 ckχAk
(dodatkowo zakªadamy, »e Ak ∩ Am = ∅ dla

k 6= m) jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy ze zbiorów Ak jest mierzalny.

(d) Wykaza¢, »e funkcja |f |, gdzie f =
∑n

k=1 ckχAk
(dodatkowo zakªadamy, »e Ak ∩ Am = ∅

dla k 6= m) jest funkcj¡ prost¡.

2. Wykaza¢, »e je±li f, g : (X,A) → R s¡ A-mierzalne, to zbiory A = {x ∈ X : f(x) > g(x)},
B = {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)} oraz C = {x ∈ X : f(x) 6= 3} ∩ {x ∈ X : g(x) <∞} nale»¡ do A.

3. Pokaza¢, »e je±li f : X → R jest A-mierzalna i A ∈ A, to funkcja

h(x) =

{
f(x), x ∈ A,
0, x 6∈ A,

jest tak»e A-mierzalna.

4. Pokaza¢, »e poni»sze funkcje s¡ borelowskie. Które z nich s¡ funkcjami prostymi?

f1(x) = sgn(x), f2(x) = [x], f3(x) =

{
x2 + π, x < 1

ln(x)− x, x ≥ 1

f4(x) =


ex, x ∈ Q \ {0}
1, x 6∈ Q
+∞, x = 0

, f5(x) =


x2, sinx > 0

2, sinx = 0

cosx, sinx < 0

5. Niech fn : X → R b¦dzie ci¡giem funkcji A-mierzalnych. Sprawdzi¢, »e nast¦puj¡ce zbiory
nale»¡ do A :

(a) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 0 dla wszystkich n;

(b) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 0 dla prawie wszystkich n;

(c) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 0 dla niesko«czenie wielu n;

(d) zbiór x ∈ X takich, »e supnfn(x) ≥ 0;

(e) zbiór x ∈ X takich, »e ci¡g (fn(x))n jest (sªabo) rosn¡cy;


