Zbiory i funkcje wypukte, 2005/06

1. Zbiory domkniete, otwarte, ograniczone, zwarte.
Dombkniecie, wnetrze, brzeg.

Oznaczenia, definicje, twierdzonka.

Wiszystkie rozwazania prowadzone sa w przestrzeni euklidesowej R™.
Dla punktu z € R™ przyjmujemy

r=(11,%9,...,Tpm) .
Ponadto 0= (0,0,...,0).

Odlegtosé euklidesowa:

d(w,y) =1z —yll = v/ (21— 11)* + (224 1) + o+ (T — Ym)*

|z = d(2,0) = \/a? + a3 +...+a2,.

Nierownosé tréjkata:

lz+yll <[zl +lyll-
d(x,2) <d(z,y)+d(y,z) .
Kula (otwarta) o $rodku z i promieniu r:
K(z,r)={yeR™d(z,y) <r}.
Zbieznos¢ ciggu (r,) punktéw przestrzeni R™ do punktu gra-

nicznego g € R™:

lim z,=¢ < d(z,,9) —0.

n—o0

limz, =9 < (l’nl —>gl/\$n2_>92/\-~-/\xnmﬁgm)-

n—oo

Zbiér domkniety:

Zbior Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu
zbieznego (x,) punktéw zbioru Z

lim z, € Z.

n—oo
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Zbior Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punk-
tu r € R™ warunek
vV 3 d(z,y)<e

e>0yeZ
pociaga x € Z.

Przekréj dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest zbiorem do-
mknietym. Suma dowolnej skoniczonej rodziny zbioréw domknietych jest
zbiorem domknietym.

Zbiér otwarty:

Zbioér Z jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
v 3 K(zx,e)CZ.
x€Ze>0

Zbior Z jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu
x € R™ warunek

vV Jd(zy)<e
e>0ygz
pociaga v & Z.

Zbior Z jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér R™\ Z jest do-
mkniety.

Suma dowolnej rodziny zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.
Przekr6j dowolnej skonczonej rodziny zbioréw otwartych jest zbiorem
otwartym.

Zbior ograniczony:

Zbioér Z jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy

IV |z||<M.
MzxzeZ

Zbioér zwarty:

Podzbior Z przestrzeni euklidesowej jest zwarty wtedy i tylko wtedy,
gdy jest domkniety i ograniczony.

Uwaga: Pojecie zbioru zwartego wystepuje takze w ogolnych prze-
strzeniach metrycznych i topologicznych, gdzie powyzsza charakteryza-
cja nie jest prawdziwa.
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Twierdzenie (Bolzano-Weierstarssa):

Z kazdego ciggu ograniczonego mozna wybra¢ podciag zbiezny.

7 kazdego ciggu o wyrazach ze zbioru zwartego Z mozna wybraé
podciag zbiezny do granicy nalezacej do zbioru Z.

Domkniecie zbioru:
Z=CZ={zeR™ VvV Fd(z,y)<e}.
e>0yeZ

Dla dowolnego Z zbior ClZ jest domkniety.
Zbioér Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy ClZ = Z.

Whnetrze zbioru:
IntZ={xeR™;, 3 K(z,e)CZ}.
e>0

Dla dowolnego Z zbior IntZ jest otwarty.
Zbioér Z jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy IntZ = Z.

Brzeg zbioru:

BdZ=ClZ\IntZ={z€R™; Vv 3 Jd(z,y)<eAd(x,z)<e}.

e>0yeZz¢Z
Dla dowolnego Z zbior BdZ jest domkniety.

Kwadrat sito:
KS={(a,b); a,beQnI0,1]}.

Zadania.

Ktore z nastepujacych podzbioréw ptaszcezyzny euklidesowej sa do-
mkniete? Otwarte? Ograniczone? Zwarte?

L {(zy)a®+y° <9} 2. {(zy)2a*+y* €N} 3. {(zy)y<a® <4}
4. {(z,y);reNyeQ} 5. {(z,y);|la? +y? - 25| <24}
6. {(z,y)isinz <y<2} 7. {(z,y);]z|+]y| =4}

Nastepujace zadania dotycza przestrzeni euklidesowych. Jesli nie po-
trafisz przeprowadzi¢ dowodu dla R™ zacznij od R , R? i R® .
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8. Niech (z,) bedzie ciagiem punktéw zbieznym do z. Dowiesé, ze
istnieje taki podciag (z,,), ze ¥V d(@n,,2) <5 .
keN

9. Dowies¢, ze przekrdj 2 zbiorow domknietych jest zbiorem domknie-
tym.

10. Dowies¢, ze suma mnogosciowa (unia) 2 zbioréw domknietych
jest zbiorem domknig¢tym.

11. Dowiesé, ze przesuniecie zbioru domknietego A o wektor v
{z+v; v € A} jest zbiorem domknietym.

12. Dowiesé, ze dwukrotne powiekszenie zbioru domknietego A
{2-x; x € A} jest zbiorem domknigtym.

13. Dowies¢, ze zbior skonczony jest domkniety i ograniczony.

14. Dowies¢, ze w przestrzeni euklidesowej R™ przekrdoj AN B zbioru
ograniczonego A i zbioru domknietego B jest zbiorem ograniczonym.

15. Dowiesé, ze jezeli A1 B sg ograniczonymi podzbiorami przestrze-
ni euklidesowej, to zbiér A+ B={a+b; a€ A, be B} tez jest ograni-
czony.

PRAWDA czy FALSZ? Czy dla dowolnych zbioréw A i B oraz punk-
tu x na ptaszczyznie euklidesowej zachodza podane zaleznosci? Podaé
uzasadnienie prawdziwosci lub kontrprzyktad.

16. IntBdA=0 17. AUB=0= CIAUCIB=1)

18. BdA=0= (A< {0,R*}) 19. IntIntA=IntA

20. Bd(AUB) C BIAUBAB 21. Bd(AUB) > BAAUBAB
22. BA(ANB) C BIANBAB 23. Bd(ANB) > BAANBAB
24. IntA=Int(AU{x}) 25. ClA=Cl(AU{z})

26. BdA=Bd(AU{z}) 27. IntA\IntB=Int(A\B)

28. CIA\CIB=Cl(A\B) 29. BdA\BdB=Bd(A\B)
30. IntA+IntB=Int(A+B) 31. CIA+ClB=Cl(A+B)
32. BdA+BdB=Bd(A+B) (= to rbznica symetryczna)
33. IntANIntB=Int(ANB) 34. CIANCIB=CI(ANB)
35. CIAUCIB=CI(AUB)
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36. Poda¢ przyktad takiego ciggu zbiorow domknietych
2, CZyC...CZpC ...,

ze zbior | Z, nie jest domkniety.
n=1

37. Poda¢ przyktad takiego ciggu zbioréw otwartych
1D7495D...04,D ...,

o0
ze zbior () Z, nie jest otwarty.
n=1

38. Dowies¢, ze zbiér Z jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
3 de(x,(1,2,...,m)) <M.
c

Mz

2. Troche algebry liniowej.
Zbiér wypukly, otoczenie zbioru.

Oznaczenia, definicje, twierdzonka.

Iloczyn skalarny:

roy= (%y) =T1Y1 +22Y2+ ... + T Ym -

(,z) =|l=[|*.

Kombinacja liniowa:
Kombinacja liniowa wektoréw vy,vs,...,v, € R™ nazywamy kazdy we-
ktor postaci
a1V1 + AU+ ... +anvy ,

gdzie ay,as,...,a, € R.
Dla dowolnego zbioru Z C R™ zbior wszystkich kombinacji liniowych
skonczonych uktadow elementow zbioru Z
LinZ = {ajv1+agva+...+a,v,; n €N, vy,09,...,0, ER™,
ai,as,...,a, €ER}

nazywamy podprzestrzenig liniowa generowana przez Z.
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Kombinacja afiniczna:
Kombinacjg afiniczna punktow xzq,xs,...,z, € R™ nazywamy kazdy
punkt postaci
a1T1+a2To+ ... +anTy ,

gdzie ay,as,...,a, €R oraz a;+as+...+a,, =1.
Dla dowolnego zbioru Z C R™ zbiér wszystkich kombinacji afinicz-
nych skonczonych uktadow elementow zbioru Z
AtZ = {ayxi+asxs+...+ayx,; n€N, xq,29,...,2, ER™,
@1,a9,...,0, € ]R, a;+ag+...+ay, = 1}
nazywamy podprzestrzenia afiniczng generowang przez Z.

Kombinacja wypukta:
Kombinacjg wypukta punktéw xi,zs,...,x, € R™ nazywamy kazdy
punkt postaci
a1T1+aTo+ ... +anxy, ,

gdzie ay,as,...,a, €[0,1] oraz a;+as+... +a,, =1.
Dla dowolnego zbioru Z CR™ zbiér wszystkich kombinacji wypu-
ktych skonczonych uktadéw elementéw zbioru Z
ConvZ = {a1x1+asxs+...4a,zy; n€N, z1,29,...,2, ER™,
ap,as,...,a, € [0,1], a1 +as+...+a, =1}
nazywamy uwypukleniem (lub otoczka wypukta) zbioru Z.
Odcinek:

Uwypuklenie zbioru dwupunktowego {x,y} nazywamy odcinkiem o
koncach z i y:

[z,y] = Conv{z,y} = {ax+by; a,b€[0,1], a+b=1}.

Zbior wypukty:
Zbior Z jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z kazdymi dwo-
ma punktami zawiera odcinek je taczacy, tzn.

v [zylcZ.

T YyeZ
Dla dowolnego zbioru Z zbiér ConvZ jest wypuktly. Co wiecej, jest
to najmniejszy zbior wypukty zawierajacy Z.
Zbioér Z jest wypukty wtedy i tylko wtedy, gdy Z = ConvZ.
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Otoczenie zbioru:
Niech Z bedzie dowolnym zbiorem przestrzeni euklidesowej R™, a e
dowolng liczba dodatnia. Zbior

O.(Z)={(z eR™; EIZd(x,z) <e}
ze
nazywamy e-otoczeniem zbioru Z.

Przyktad:

39. Dowies¢, ze przekrdj dwoch zbioréw wypuktych jest zbiorem wy-
puktym.

Rozwigzanie:

Niech A i1 B bedg danymi zbiorami wypuktymi.

Niech z,y beda dowolnymi punktami nalezacymi do zbioru ANB.
Wowczas x,y € A 1 z wypuktosci zbioru A otrzymujemy [z,y] C A. Po-
dobnie z,y € B, co na mocy wypukltosci zbioru B daje [z,y] C B.

Udowodnili$my zatem, ze [z,y] C ANB dla dowolnych z,y € ANB,
skad wynika, ze zbior AN B jest wypukly..

Zadania.

Dla podanego zbioru Z wyznaczy¢ LinZ, AfZ, ConvZ. Opisaé sto-
wami, jakimi figurami sa otrzymane zbiory.

40. Z={(1,0),(0,1)}

41. 7 ={(1,2),(2,4)}

42. 7 =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

43. 7 =1(3,0,0),(0,3,0),(0,0,3),(1,1,1)}
44. 7 ={(a,0,0); ac R}U{(0,0,1)}

45. 7 ={(a,1,0); a e R}U{(0,0,1)}

46. Z ={(a,1,0); a € R}U{(1,2,0)}

47. Obliczy¢ ||z +y+ 2| wiedzac, ze

lzll =yl =1zl =1
(z,y) = (y,2) = (z,2) =—1/2.

48. Dowies¢, ze kazda kula jest zbiorem wypuktym.
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49. Dowies¢, ze jezeli zbior Z jest wypukly, to jego domkniecie C1Z
tez jest zbiorem wypuktym.

50. Dowiesc, ze jezeli zbior Z jest wypukty, to jego wnetrze IntZ tez
jest zbiorem wypuklym.

51. Dowies¢, ze dla dowolnego zbioru Z zbior O.(Z) jest otwarty.

52. Niech K bedzie kwadratem o boku a na ptaszczyznie. Obliczy¢
pole figury O.(K).

53. Korzystajac z zadania poprzedniego rozwigza¢ nastepujace za-
danie wstawiajac w miejsce kropek mozliwie duza liczbe:

W prostokacie o polu 100 umieszczono ....... kwadratow o boku 1.
Dowiesé¢, ze w prostokacie tym mozna umiesci¢ koto o promieniu 1 roz-
taczne ze wszystkimi kwadratami.

PRAWDA czy FALSZ? Y i Z oznaczaja podzbiory R™.

54. Jezeli Z jest takim zbiorem, ze

K(0,1)c ZcClK(0,1),
to Z jest zbiorem wypuktym.

55. Jezeli zbiér Z jest wypukly, to jego brzeg BdZ tez jest zbiorem
wypuktym.

56. Jezeli zbiér Z nie jest wypukly, to jego brzeg BdZ tez nie jest
zbiorem wypuklym.

57. Jezeli zbiér Z nie jest wypukly, to jego domkniecie C1Z tez nie jest
zbiorem wypuktym.

58. Jezeli zbiér Z nie jest wypuktly, to jego wnetrze IntZ tez nie jest
zbiorem wypuktym.

59. Jezelie >0 oraz Y C Z, to O.(Y) CO.(Z).
60. Jezelie >0 oraz Y # Z, to O.(Y) #O.(2).
61. Jezeli 0 <ey <&y, to O, (Z) CO.,(Z).
Co to jest? Rozszyfruj, co reprezentuja ponizsze napisy.

62. U K(zc) 63. orlel/n(Z) 64. Oglon(Z)

z€Z
65. V Vd(y,z)>0 66. ¥V 3 Vd(yz)<e
yeY z€Z yeY 2€Ze>0
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3. O funkcjach cigglych.
I o zwartosci konsekwencjach.

Oznaczenia, definicje, twierdzonka.

Ciaglosé funkcji:

Niech f:D;—R, gdzie Dy CR™.

Funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu (x,)
punktow nalezacych do Dy zbieznego do y € D zachodzi zbieznosc¢

lim f(z,)=f(y).
Funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy
vV Vv 3V (dzy) <d=|flz)-fy)l<e).

.Z’eDf s>06>OyEDf

Warunek Lipschitza ze stalg C:

vV oy [f(z)=fy)l<C-dzy).

z€DsyeDy
Stata C' musi by¢ dodatnia.
Funkcje spelniajaca warunek Lipschitza ze stala 1 nazywamy kon-
trakcja.

Twierdzenie:
Funkcja ciggta okreslona na niepustym zbiorze zwartym osigga war-
tos¢ najmniejsza i warto$¢ najwiecksza.

Zadania.

67. Dowies¢, ze kazda funkcja spetniajaca warunek Lipschitza jest
ciagta.

68. Niech z bedzie ustalonym punktem przestrzeni euklidesowej R™.
Dowies¢, ze funkcja f okreslona wzorem f(z)=d(x,z) jest ciagta.
Wskazéwka: Dowiesé, ze f jest kontrakcja.
69. Niech Z C R™ bedzie niepustym zbiorem domknietym, oraz niech
x € R™. Dowies¢, ze w zbiorze Z istnieje punkt najblizszy x, czyli taki
punkt z, ze
v d(z,2) <d(y,z).

yeZ
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Czy taki punkt z musi by¢ jedyny?

Liczbe d(z,z) nazwiemy odlegloscia punktu x od zbioru Z i bedziemy
oznaczaé przez d(z,Z) lub d(Z,z).

70. Niech teraz dla ustalonego niepustego zbioru domknigtego Z,
funkcja f bedzie okreslona wzorem f(z)=d(z,Z). Dowies¢, ze tak okre-
slona funkcja f jest ciggla.

71. Niech wreszcie Y i Z beda niepustymi zbiorami domknigtymi,
przy czym zbior Z jest ograniczony. Dowies¢, ze mozna poprawnie okre-
sli¢ odlegtosé d(Y,Z) zbioréow Y i Z. W tym celu dowies¢, ze

3 3V V¥ dy,z)<d(st).

yeY zeZseYteZ

72. Niech Y i Z beda niepustymi zbiorami domkni¢tymi. Rozstrzy-
gnac, czy ponizszy warunek musi by¢ prawdziwy

3 3V Vdyz) <d(st).

yeY zeZseYteZ

73. Niech x bedzie punktem, Y i Z niepustymi zbiorami domkniety-
mi. Potaczy¢ nastepujace warunki w pary warunkéw réwnowaznych:

i) d(x,Z)=0

i) d(Y,Z)=0

iii) d(z,2) <1

iv) d(Y,Z) <2

v) K(2,2)N05(Z) #0

vi) YNZ #0

vil) xe Z

viil) K (z,4)N03(Z) #0

ix) O1(Y)NO(Z)#0

x) v € 0:(2)

4. Funkcje wypukte jednej zmiennej.
Nierownos¢ Jensena.

Zastapi¢ ? odpowiednim znakiem nieréwnosci i udowodni¢ podane
nieréwnosci przy podanych warunkach:

81 81
T4. 7, €[0,A Y 2 =9= 3 (T +22) 7 28
=1 =1

10
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75. v, €[4, ]Azxz_ses:z(\/zm)‘??o

2000
76. z;, >0A Z x; = 2000 = Z arctgz; 7 5007

77. abc>0:> lyi427 a+b+c
78. a,b,c,d>0/\a—|—b—|—c—|—d—2:>a—12+b%+c%+d% 716
79. a,b cd>0Aa+b+c+d=1;»\/a+\/B+¢E+\/a 72

80. = O/\Za:z—n:>2 QHH(?%

81. z,y,2>0Nx+y+2=m=sinz+siny+sinz ? 37*/5
82. 1,y,2 2 0Ax+y+2=7 = sinr+siny +sinz ? %
83. 1,y 2t > 0AT+y+2+t=4= S+ L+ S+ < 7 de
84. x,y,z}O/\%+%+§—1:>£+@+£ 71

85. L4 L2y _]= 0 Ly +$3+x4 T3

86. Zn:lxi:n:> f:le“;i 7 ne

n n n
87. xi<%/\2xi20: et n+ fo
=1 =1

88. xl>—§/\zn:xl—02> Zem 7n+Zaj
i=1

89. 1> 1A Y o =2n= ] H(1+a?) 750
=1

90. 1<z <IAYa;="1= H(1+a; )75
i=1
Ktoéra z liczb jest Wikaza

91. 99595996 - 997997 . 998998 . 099999 . 100010 . 1001 10"
10021902 1003103 - 10041904 1005'°% czy 103000 7

92. 9951005 . 9961004 . 9971003 i 9981002 . 9991001 . 10001000 . 1001999_
:1002%%% - 10037 - 100499 - 1005%%5 czy 10330 ?

93. 9957 +9969% + 99797  9989% 999999 + 10009 + 10019 +
+1002'%%? +1003'9%% 41004 +1005'°% czy 11-10%% ?

94. 99509 49961004 19971003 4 9981002 9991001 4 10001900 + 1001999+

11
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+1002%%% 4100377 +1004%% +1005° czy 11-10%0% 7

95. 9952995 . 9962996 . 9972997 . 9982998 . 9992999 . 10003000 . 10013001.
110023002 10033003 - 1004304 - 1005°°% czy 1099000 2

96. Czy w zadaniu 89 mozna zastapi¢ x; > 1 warunkiem |z;|>1 ?

97. Czy kwadrat funkcji wypuktej musi by¢ funkcja wypukta?

98. Czy kwadrat nieujemnej funkcji wypuktej musi by¢ funkcja wy-
pukta?

99. Czy iloczyn dwoch dodatnich funkeji wypuktych musi by¢ funk-
cja wypukta?

100. Poda¢ przyktad funkcji ciggtej f:R — R o nastepujacych wta-
snosciach:

(i) funkcja f ma w kazdym punkcie pochodna prawostronna i po-
chodna lewostronna,

(ii) funkcja f ma w kazdym punkcie prawo- i lewostronna pochodna
rzedu drugiego - przez prawostronng pochodng rzedu drugiego rozumie-
my na potrzeby tego zadania prawostronng pochodng prawostronnej
pochodnej rzedu pierwszego, analogicznie dla pochodnej lewostronnej,

(iii) w kazdym punkcie pochodna prawostronna rzedu drugiego jest
rowna lewostronnej pochodnej rzedu drugiego i pochodne te sg dodatnie,

(iv) funkcja f nie jest wypukla.

5. Zbiory wypukte.

Jesli nie zatozono inaczej, Z jest niepustym domknietym zbiorem
wypuktym.

Hiperptaszczyzng nazywamy kazdy zbiér postaci

{z eR";(z,v) =c},
gdzie v € R™\ {0} oraz c€ R, czyli kazda podprzestrzen afiniczna wy-
miaru m—1.

Hiperptaszczyzna podpierajaca w punkcie y € BdZ nazywamy kazda

taka hiperptaszczyzne przechodzaca przez y, ze zbiér Z jest catkowicie

zawarty w jednej z potprzestrzeni domknigtych, na ktére hiperptaszezy-
zna dzieli R™.

12
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Dla dowolnego = € R™ istnieje jedyny punkt Pz(z) € Z taki, ze
‘v’ d(x,Pz(z)) <d(z,2).

Rzutowanie Py na zbiér Z ma nastepujace wlasnosci:
(i) Pz:R™— Z,
(11) \V/ PZ( )—LU,
(iii) Vv Pz(zr)eBdZz,
zcR™\z
(iv) Pz jest kontrakcja, a wiec jest przeksztalceniem ciagtym,
(

\ VWV (z—Pz(x),z— Pz(z)) <0; oznacza to, ze hiperptasz-
zeR™\z2€Z

czyzna prostopadla do odcinka [z, Pz(z)] w punkcie Pz(x) jest hiper-
plaszczyznag podpierajaca,

(vi) V¥ vV Pz(Pz(z)+ Ax—Pz(x))) = Pz(x); innymi stowy
2eR™ ZAE(0+00)

cate poétproste sg rzutowane na jeden punkt,

(vii) kazdy punkt brzegowy zbioru Z jest rzutem pewnego punktu
nienalezacego do Z; rownowaznie: w kazdym punkcie brzegowym istnieje
hiperptaszczyzna podpierajaca.

Niech x bedzie punktem nienalezacym do Z. Wtedy Z mozna od-
dzieli¢ od x hiperptaszczyzna.

Ogolniej: niech X bedzie niepustym zwartym zbiorem wypuklym roz-
tacznym z Z. Wtedy X mozna Scisle oddzieli¢ od Z hiperptaszczyzng.
Oznacza to, ze zbiory X i Y leza po réznych stronach hiperptaszczyzny
rozdzielajacej i sa z niag roztaczne.

Jezeli X 1Y sa niepustymi domknigtymi zbiorami wypuktymi, to
mozna je rozdzieli¢ hiperptaszczyzna roztaczna z co najmniej jednym z
tych zbiorow.

Punkt z € Z nazywamy punktem ekstremalnym, jezeli zbior Z\ {z}
jest wypukty.

Twierdzenie Kreina-Milmana: Wypukty zbior zwarty jest uwy-
pukleniem zbioru swoich punktéw ekstremalnych.
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Zadania

101. Niech Z={(x1,22); 23413 <9Ax1,29 > 0}. Wyznaczy¢ rzuty
na zbiér Z punktéw postaci (a,a+5) dla a € [—7,2]NZ.

102. Dla m > 1 poda¢ rownanie hiperptaszczyzny oddzielajacej kule
K(0,1) od punktu (1,2,...,m).

Czym jest zbior punktow ekstremalnych nastepujacej wypuktej bryty
zwartej w R:
103. stozek 104. walec 105. kula
106. dwunastoscian foremny 107. stozek Sciety
108. potkula 109. dwa stozki ztaczone podstawami
110. stozek i walec ztaczone podstawami
111. walec z dotaczonymi do podstaw poétkulami

112. Poda¢ przyktad takiego niepustego zbioru wypuktego Z i punk-
tu x € BdZ, ze

(i) punkt z nie jest punktem ekstremalnym zbioru Z,

(i) zbior Z ma co najmniej dwie hiperptaszczyzny podpierajace w
punkcie z.

113. Poda¢ przyktad takiego niepustego zbioru wypuktego Z i punk-
tu x € BdZ, ze

(i) punkt 2 jest punktem ekstremalnym zbioru Z,

(ii) zbiér Z ma tylko jedna hiperplaszczyzne podpierajaca w punk-
cie x.

6. Funkcje wypukle wielu zmiennych.
Definicja: Funkcje f: Dy — R, gdzie Dy CR™ jest niepustym zbiorem
wypuklym, nazywamy wypula, jezeli

v oY fAr+(1=Ay) <Af(2)+(1=A)f(y) .

z,y€Dy Ae(0,1)
Funkcje f nazywamy wklesta, jezeli funkcja — f jest wypuktla.
Funkcja wypukta jest ciagta w kazdym punkcie wewnetrznym swojej
dziedziny.
114. Niech f bedzie funkcja, ktérej dziedzing jest niepusty zbidr
wypukty. Dowies¢, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
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(i) f jest wypukla,
(i) v Vv }f(AfCJr(l—)\)y)<>\f(fc)+(1—>\)f(y),

z,yeDf A€[0,1
(iii) f spelnia nieréwnos¢ Jensena, czyli

n

)\z"ri < )\zl’z >
YIl,.’L’Q,..YZnGDf >\1’A2’~Y>\n€[0a1] f (; ) h ;f( )
M Ao+ AAn=1
(iv) zbibr
{(z,t);xe Dy Nt e |[f(x),+00)}
jest wypuklym podzbiorem R™".

115. Dowiedc, ze jezeli funkcje f i g sa wypukte, a przekrdj ich dzie-
dzin jest niepusty, to funkcja h(x)=max(f(z),g(x)) jest wypukta na
D;UD,.

116. Dowied¢, ze jezeli funkcja f jest wypukta, to dla dowolnego
a € R zbiory

{re€Dy;f(x)<a} oraz {z€Dy;f(z)<a}
sg wypukte.

117. Da¢ przyktad takiej funkcji f: R™ — R, ze dla dowolnego a € R
zbiory
{reDy;f(x)<a} oraz {ze€Dy;f(x)<a}
sg wypukte, ale f nie jest wypukta.

7. Funkcje dwukrotnie rézniczkowalne.

Wystepujace ponizej macierze sg symetryczne.

Macierz A o wymiarach m x m nazywamy dodatnio okreslong, jezeli
dla dowolnego niezerowego wektora v € R™ iloczyn skalarny (Av,v) jest
dodatni.

Macierz A o wymiarach m X m nazywamy nieujemnie potokreslona,
jezeli dla dowolnego wetora v € R™ iloczyn skalarny (Av,v) jest nieujem-
ny.

Niech Ay bedzie macierza powstatyg z macierzy A przez wykrojenie
macierzy o wymiarach k X k z lewego gérnego rogu. Wowcezas A jest ma-
cierza dodatnio okreslong wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie macierze
A, As,... A, majg dodatnie wyznaczniki.
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Kazda macierz dodatnio okreslona jest nieujemnie potokreslona.

Macierz na pewno nie jest nieujemnie poétokreslona, jezeli na prze-
katnej ma co najmniej jeden wyraz ujemny.

Hesjanem funkcji f nazywamy macierz zlozona z jej pochodnych
czastkowych rzedu drugiego.

Funkcja okre$lona na niepustym zbiorze wypuktym, rézniczkowalna
dwukrotnie w sposéb ciagtly, jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej
hesjan w kazdym punkcie dziedziny jest nieujemnie potokreslony.

Zadania

Rozstrzygnac, czy nastepujace funkcje sa wypukte w swojej dziedzi-
nie

1

118. f(z)= o ”2 119. f(x>_1+||x||2
120. f(z)=z]|* 121. f(z)=|lz| 122. f(z1,25) =27+,
123. f(x; xg,xg)—:1:1+x2+x3+2x1m2+2x2x3+2x3x1
124. f(x4 xQ,xg)—1:1+x2+x3+3x1x2+3x2x3+3x3x1
125. f(x1,29,23) = x1+x2+x3+x1x2+x2x3+x3x1
126. f(x1,72,03) =27 + 25+ 23 — 1109 — ToT3 — T3T

f(

127. f(x1,29,...,xm) = 21|+ |22 +... + ||

Konsultacje

Po niedzielnych zajeciach, godz. 12-14, pok. 27 = (5+1+2)3.

Kolokwia (o godz. 8.15):

Kolokwium nr 1: 6.11.2005, zad. 1-38
Kolokwium nr 2: 11.12.2005, zad. 39-73
Kolokwium nr 3: 22.01.2006, zad. 1-113

16



