
Analiza matematyczna 3, No...tki z wyk ladu 11d

Cóż niew laściwego jest w ca lkach niew laściwych?

Przyk lad A. Licza
‘
c pole pó lsfery o promieniu 2, przej́scie do uk ladu biegunowego

pozwoli lo zgrabnie znaleźć funkcje
‘

pierwotna
‘
, ALE...

nie zauważamy, że wcześniej robimy b la
‘
d:

. . . =
∫∫

x2+y2≤4

2√
4−x2−y2

dω = . . .

Otóż dla punktów okre
‘
gu x2 + y2 = 4 mamy ’zera w mianownikach’ !.

Zasta
‘
pienie nierówności s labej ostra

‘
:

. . . =
∫∫

x2+y2<4

2√
4−x2−y2

dω = . . .

nie rozwia
‘
zuje problemu. Bowiem dla elementów podzia lu wne

‘
trza ko la x2 +y2 < 4,

stykaja
‘
cych sie

‘
z brzegiem, kres górny funkcji (podca lkowej) jest równy +∞, co (z

definicji ca lki) powoduje, że ca lka górna jest równa +∞. Po prostu ta funkcja nie
jest ca lkowalna w sensie przyje

‘
tej definicji.

Ta ca lka, jest zatem ca lka
‘
niew laściwa

‘
, której wartość obliczymy przybliżaja

‘
c ca lke

‘
ca lkami po obszarach coraz lepiej przybliżaja

‘
cych wne

‘
trze ko la:

. . . =
∫∫

x2+y2≤4

2√
4−x2−y2

dω = lim
b→2−

∫∫
x2+y2≤b2

2√
4−x2−y2

dω = i dalej uk l. bieg.

= lim
b→2−

2π∫
0

b∫
0

2√
4−r2 · r dr dϕ = lim

b→2−
2π
(
−2
√

4− r2
)b
0

=

= lim
b→2−

2π
(
−2
√

4− b2 + 2
√

4− 02
)

= 8π. 2

Przyk lad B. W poniższej ca lce niew laściwej zamiast po kole ca lkujemy po
pierścieniach ko lowych omijaja

‘
cych (0, 0), przybliżaja

‘
cych owe ko lo:

∫∫
x2+y2≤3

1√
x2+y2

dω = lim
a→0+

∫∫
a2≤x2+y2≤3

1√
x2+y2

dω = lim
a→0+

2π∫
0

√
3∫

a

1
r · r dr dϕ =

= lim
a→0+

2π(
√

3− a) = 2π
√

3. 2

.



Przyk lad C.
W poniższej ca lce niew laściwej trzeba coraz lepiej wype lniać kwadrat [0, 4]2 omijaja

‘
c

osie uk ladu wspó lrze
‘
dnych, np. tak:∫∫

[0,4]2

1√
x 3
√
y
dω = lim

a→0+

b→0+

∫∫
[a,4]×[b,4]

1√
x 3
√
y
dω = lim

a→0+

b→0+

4∫
a

4∫
b

1√
x
· 1

3
√
y dy dx =

= lim
a→0+

b→0+

4∫
a

1√
x
·
(

3
2

3
√
y2
)4
b
dx = lim

a→0+

b→0+

3
2

(
3
√

42 − 3
√
b2
)
·

4∫
a

1√
x
dx =

= lim
a→0+

b→0+

3
2

(
3
√

42− 3
√
b2
)
·
(
2
√
x
)4
a

= lim
a→0+

b→0+

3
2

(
3
√

42− 3
√
b2
)
·2
(√

4−
√
a
)

=

= 3
2

(
3
√

42 − 3
√

0
)
· 2
(√

4−
√

0
)

= 12 3
√

2. 2

Przyk lad D.
W poniższej ca lce niew laściwej najwygodniej be

‘
dzie wype lniać p laszczyzne

‘
coraz

wie
‘
kszymi ko lami (tak, by zgrabnie użyć wspó lrze

‘
dne biegunowe):∫∫

IR2

1
1+x2+y2 dω = lim

R→+∞

∫∫
x2+y2≤R2

1
1+x2+y2 dω = lim

R→+∞

2π∫
0

R∫
0

1
1+r2 · r dr dϕ =

= lim
R→+∞

2π∫
0

1
2 ln (1 + r2)

∣∣∣R
0
dϕ = lim

R→+∞
π
(
ln (1 +R2)− ln 1

)
= +∞.

Mówimy, że (ta) ca lka niew laściwa jest rozbieżna (do +∞). 2

Przyk lad E.
∫∫
IR2

1

1 + (x2 + y2)2
dω = lim ......

.


