ANALIZA MATEMATYCZNA 3. ff P dydz + Q dzdzx + R dxdy — notatki powierzchowne
s

1. Do powierzchni S = {(z,y,2) : 2> +3?> + 22 = 4,2,y,2 > 0} w
punkcie P(x,y,z) mozna wystawi¢ wektor normalny 7, tj. wektor
prostopadly do S, o dlugosci 1, zaczepiony w P. Wektor normalny
zalezy od S'1 P wigc nalezaloby pisaé fig(x,y, 2) (sa dwa takie wektory)

Np. @(1,1,v2) = L. [1,1,v2], A(L, L) = L. [L
A(v3,1,.) =L [ ... 1

Ogdlnie: 7ig(z,y,2) = — -
2. Dla B = {(z,y,2) : 2> + y?> =22 + 2y — 1,0 < 2 < 2}, tj. dla
pow. bocznej walca, @ = [—1,0,0] jest wektorem normalnym do
B w punkcie (2,1, i) skierowanym do wewnatrz. Ten sam wektor
7 jest normalny dla punktéw: (2,...,1), (..., ..., g), (ceey ey es) oo

(1 + ? V2) = Loy ]y A 1= 3 = [y ]
(e s 5, ) [y eeey o] . Ogblnie: fig(x,y,2) =[1— .0y .

3. Na pow. S czworo$cianu OABC (p.rys) wektorami normalnymi
(skierowanymi na zewnatrz) sa: [0,—1,0] dla p-téw $ciany OAC,
[-1,0,0] dla $ciany ..., [...,...,...] dla $ciany OAB. Dla ABC
wektor normalny musi byg prostopadty do lezacych na ABC wek-

>
toréw: CA= [2,0,-5], CB= [0,3,—5]; latwo zgadnaé, ze wek-

tor ¥ = [g, %, 1] jest do nich prostopadly (oblicz iloczyny skalarne

S o Ao L= 1 = 1

v OCA, v OC’B)7 zatem: napc = W'U = W [27 371]
— —

(Zamiast zgadywaé mozna wiedzieé, ze iloczyn wektorowy C'A x CB jest prostopadly do
nich i normujac go [dzielac przez dtugosé] otrzymamy 4 7. Dalej pokazemy ogdlny sposéb.)

Niech na powierzchni S bedzie zadana orientacja, tj. w kazdym punkcie wybrany
bedzie wektor 7 = 7i(x,y, z) normalny do S w tym punkcie i niech F' = (P,Q, R)
bedzie polem wektorowym okreslonym na S. Calka powierzchniowa zorien-

towana [ F o dS jest réwna calce powierzchniowej niezorientowanej f I( (F o) dS.
5
Inna notacja calki powierzchn. zorientowanej to: [ g Pdydz+Q dzdx + R dzdy.

Zatem catka pow. zorient. [ FodS jest przyblizana przez sumy: El(ﬁ o) - |9,
gdzie Fofi oznacza dhugosé rzutu (prostopadlego) wektora F na wektor i (oba zaleza
od wybranych punktéw (z;,y;, z;) € S;), a |S;| oznacza pole S; z podzialu pow. S.

Lapidarnie méwiac calka zorientowana rozktada pole F na sume Fi" +F s gdzie F,1S
a Fg "leza’ na S oraz 'zlicza ze znakiem’ dtugosci F,,; mamy [[ ¢ FodS = [[¢ F,dS.

Gdy F oznacza (wektory) predkosci przeplywu Wody, to przez 'maly’ kawalek S’ pow.
S w jednostce czasu przeplywa ’stup’ wody o obj. F, - |S;|, wiec ffs FodS mierzy
bilans przepltywu wody przez S (w jednostce czasu i ze ’znakiem’; tj. dodatnim jest
przeplyw na strone powierzchni wskazywana przez zwroty wektoréw normalnych).

Dla pow. S szedcianu [0, 4]% patrzymy na pary przeciwlegtych $cian: 4

[ Pdydz+ Qdzdx + Rdzdy = [[ P(4,y,2) — P(0,y,2) dS+
S 0<y,2<4 y
+ [[ Q(z,4,2)—Q(x,0,2)dS+ [[ R(z,y,4)— R(z,y,0)dS s
0<z,2<4 0<z,y<4
np. [[(z+2y)dydz +zzdedr +2’ydady = [[ 4dS+ [[ 0dS+ [[ 0dS =64
S 0<y,z<4 0<z,z2<4 0<z,y<4

Jedli powierzchnia S jest wykresem f-cji z(x,y) € C! okreslonej na obszarze D, to dla

0.1

.1, az} wyznaczaja pl. styczna.

punktu A(x,y, z(z,y)) tej pow. wektory [1 0, g;]

Zatem wektor {%, g—;, 71} jest prostopadly do S w p-kcie A (oblicz il. skalarne) i

i = W [%, g—z, —1} jest normalny (zadajac orientacj¢ na S). Mamy:
oz

_ = _ 1 9z 0Oz _
fS ds_ff(FOn)dS_g(P7QaR)O(\/W'[%5@7_1])&5'_

(2—2)2 dw, czyli:

~R)——rr=t —— \/1+ 922
) (82)2+(52)2+1 (
oz

D
ffﬁodngfP~%+Q ~Rdw
S D

(zamiana calki skierowanej na podwdjna,)

4. Potsfera S = {(x,y,z) coa? +y? 4+ 22 = 22,2 > 1} jest wykresem funkcji
(z,y) =1+ /1 — 42 o dziedzinie D = {(x,y) : 2% + y? < 1}, wigc np.:
ffxdydz+ydzdx+zdxdy = ffx\/l o +y\/1__;;_ = —(1+/1—-a22—y?) =

wsp. bleg 27 1l r _
o o S trdrde=

——ffm+1

5. Powierzchnia S = {(z,9,2) : 0 < z = 1 — 22 — ¢?} jest wykresem funkcji
2(x,y) = 1 —2? —y? dla punktéw kota D : 2% +y? < 11i gz = —2x, Q = —2y, wiec

z dydz + y dzdx + z dedy = e (—9
IJ's . |
= ffD 1422442 = |D|+ffp 2242 wsp._bieg.

UwAGA. Funkcja z(z,y) 'zadaje orientacje do géry’ pow. S, wiec jesli oryginalna
orientacja S jest przeciwna, to wynik jest przeciwny: —§7T

—y- (=29 +(1—2®—y?) =

- fol rddrdp = m+2n% = 3.

6. Powierzchnia (boczna stozka) 2 : 22 = 22 + 2, 0 < 2 < 4 jest wykresem funkcji

2(z,y) = /22 + y? dla punktéw kota D : 2?2 + y? < 42, zatem

Ifa
=[/p —(y-

:ffD

—2)dydz + (z — x) dzdx + (x — y) dedy =
— 2 2 _ g
(\/x +y )m"'(

4
2@—y)dw = [ [2(rcosp—rsing)-rdrde = 2[sinp+cos p]3™-[4r
00

—y)dw =



