ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NO...TKI Z WYKLADU 4B

DeF. Niech f : D — R i (20,50) € D C R% Dla wektora 7 = [vg,v,], [7] = 1
okreslamy pochodng kierunkowa f w punkcie (xo,yo) w kierunku wektora U wzorem

t : T t M —_— s
fE(zo,90) def %irr(l) flro+t vz, y0+1t-vy) — f(zo yo)'
—

SPOSTRZEZENIE. Oczywiscie:  f{} g)(%,y) = wvveenn. v fo(@y) =

PRZYKLAD E. Dla f(z,y) = xy? i ¥ =[5, ¥%*] mamy

V3 1\2 2
/ e (ot 3t (yot+ %27 —moys
f5(wo0,y0) = lim 7 = lim

= I e
t—0

= 142 + V3xoyo.

Ogdlnie: zauwazmy, ze:

f(®o+t-vs,yo+t-vy)—f(Zo,90) _
- =

_ f(xo+t-ve,yo+t-vy)—f(z0,yo+t-vy) + f(zo,y0+t-vy)—f(x0,y0)
t t

_ f(@ott-vae,yott-vy)—f(2o,yott-vy) + S (zo,yo+t-vy)—f(2o,y0) |

= {ztw. L .. istnieja ,f pomiedzy 0it} =

= filmo+t-ve,yo+t-vy) e + fo(xo,yo +1-vy) - ...

przy t—0

dalej, przy zalozeniu,
ze fy 1 f, sa ciagle:

Zatem mamy:

Tw. Gdy f jest Klasy C*, to fi = fi.-ve + f} - vy.
Innymi stowy:

Tw. Gdy f jest klasy C!, to f; = grad f o@.

W powyzszym uzyto nowych oznaczen:

grad f := (3., f;),
f jest klasy C! oznacza, ze f ma ciagle pochodne czastkowe.



filz,y) =grad f o¥=(...... ) e )O e =Sz + Ba?y

2.
Tw. Niech f: R?— IR, f€C'w otoczeniu punktu po = (zo,y0) oraz grad f(po) # (0,0).
Wtedy

a) z punktu po funkcja f ro$nie naszybciej w kierunku wektora grad f(po),

b) z punktu py funkcja f maleje naszybciej w kierunku wektora —grad f(pq),

c) w punkcie pg wektor grad f (po) jest prostopadly do poziomicy {p : f(p) = f(po)}.

D-p. Dla wektora jednostkowego ¢ niech «y oznacza kat pomiedzy ¢ i gradf(pg).
Dalej wystarczy zinterpretowaé wartosé fz(po) = vograd f(po) = ||grad f(po)||-cos .

ZADANIE. (nieco trudniejsze) Punkt pg = (1,2) lezy na linii L C IR? o réwnaniu
4 = /27 — 23 — y3 — xy. Znalezé réwnie stycznej do L w punkcie py.

Zauwazmy, ze L jest poziomica funkcji f(z,y) = /27— a3 —y3 —zy. Mamy:

o —3z%—y —3y’—z . _ _ (=5 =13
grad f = (2\/27_063_?!3_1?!, 2\/27_963_113_0621) i gradf(po) = gradf(1,2) = (5, 5°)-

Stad punkt (x,y) lezy na szukanej stycznej gdy (na podstawie punktu c))
—1

wektory (z— 1,y — 2), (%5, T3) sa, prostopadte,
czyli gdy

skad odpowiedz:
5(zx—1)+13(y —2) =

A na deser:

Zagadka: czy prosta (w IR®): 5(z — 1)+ 13(y — 2) = 0, z = 4 lezy na plaszczyZnie
stycznej do f w punkcie py? Czy to trzeba rachowacé?
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DerF. Niech f : D — R i (20,50) lezy we wnetrzu D C IR:2 Méwimy, ze f jest
rézniczkowalna w (xo,y0), gdy istnieja takie stale A, B, ze
f(@o + Az, yo + Ay) — (f(wo,y0) + A- Az + B - Ay)

lim =0.
(Az,Ay)—(0,0) (Az)? + (Ay)?

Gdy f jest rézniczkowalna, to A = f;(z0,%0) 1 B = f, (w0, Y0);

def , ., 4

pochodna D f mozna utozsamia¢ z gradientem: Vf = (f;, f,) (inaczej: grad f ).

DEeF*. (Dokladniej i ogélniej.) Niech f : D — R" i pg lezy we wnetrzu D C IR™
Przeksztalcenie liniowe ® : IR"* — IR jest pochodna (Df)(po), gdy

iy 1o 1) = (f(po) + 2(R)) ||

Jimy A7) =0

Tw. Gdy f: R* — IR ma ciagle pochodne czastkowe, to f jest rézniczkowalna.

DowOéD. Zauwazmy, ze:

f@o+Az,yo+Ay) = (f(x0,y0)+Fy (wo,y0)-Az+f, (x0,y0)-Ay) <
V(Az)+(Ay)? -
f(xotAz,yo+Ay)—f(zo,yo+Ay) _ £ . |Az|
< ’ Az fx(x07y0)’ (Az)2+(Ay)2
f(zo,yo+Ay)—f(zo,y0) g1 . |Ay] _
+‘ Ay fy(IEanO)‘ (Aa:)2+(Ay)2

z tw. Lagrange’a istnieja s,t € (0,1) takie, ze

|Az|

f— / . — / - —_—
= |fo(xo +1t-Az,y0 + Ay) — fr (0, y0)| sl

|Ay|

+ !f{,(ffo»yo +s5-Ay) — f;(xo,y0)| BBy <
< |filwo +t- Az, yo + Ay) — fiwo, yo)| - 1+ | £ (w0, yo + 5 - Ay) — f} (20, y0)| - 1
co, przy zalozeniu, ze f; i f, sa ciagle, daje
0-1+0-1=0. O

_>
(Az,Ay)—(0,0)
Tw. Gdy f: R? — IR jest rézniczkowalna, to jest ciagla.

UWwAGA. Istnieja funkcje nieciagle, ktérych pochodne czastkowe wszedzie istnieja,

np.: f(z,y) = ﬁxif_?v dla (z,y) # (0,0) i f£(0,0) =0 (sprawdz).
Istnieja nawet takie funkcje nieciagle, ktére maja wszystkie pochodne kierunkowe.



