
Analiza matematyczna 3. No...tki z wyk ladu 4b

Def. Niech f : D → IR i (x0,y0) ∈ D ⊂ IR2. Dla wektora ~v = [vx, vy], |~v| = 1
określamy pochodna

‘
kierunkowa

‘
f w punkcie (x0, y0) w kierunku wektora ~v wzorem

f ′~v(x0, y0)
def
= lim

t→0

f(x0 + t · vx, y0 + t · vy)− f(x0, y0)

t
.

Spostrzeżenie. Oczywíscie: f ′[1,0](x, y) = ............ , f ′[0,1](x, y) = ............ .

Przyk lad E. Dla f(x, y) = xy2 i ~v = [ 1
2 ,
√

3
2 ] mamy

f ′~v(x0, y0) = lim
t→0

(x0+ 1
2 t)(y0+

√
3

2 t)2−x0y
2
0

t = lim
t→0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

= lim
t→0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

= 1
2y

2
0 +
√

3x0y0.

Ogólnie: zauważmy, że:

f(x0+t·vx,y0+t·vy)−f(x0,y0)
t =

=
f(x0+t·vx,y0+t·vy)−f(x0,y0+t·vy)

t +
f(x0,y0+t·vy)−f(x0,y0)

t =

=
f(x0+t·vx,y0+t·vy)−f(x0,y0+t·vy)

t·vx · ... +
f(x0,y0+t·vy)−f(x0,y0)

...·... · ... =

= { z tw. L ... istnieja
‘
t̄, t̂ pomie

‘
dzy 0 i t } =

= f ′x(x0 + t̂ · vx, y0 + t · vy) · ... + f ′y(x0, y0 + t̄ · vy) · ...

dalej, przy za lożeniu,
że f ′

x i f ′
y sa

‘
cia

‘
g le:

y przy t→0

...... · vx + ...... · vy .

Zatem mamy:

Tw. Gdy f jest klasy C1, to f ′~v = f ′x · vx + f ′y · vy.

Innymi s lowy:

Tw. Gdy f jest klasy C1, to f ′~v = grad f ◦ ~v.

W powyższym użyto nowych oznaczeń:
grad f := (f ′x, f

′
y),

f jest klasy C1 oznacza, że f ma cia
‘
g le pochodne cza

‘
stkowe.

.



Przyk lad. Dla f(x, y) = x2y3 i ~v =
[

3
5 ,

4
5

]
mamy

f ′~v(x, y) = grad f ◦ ~v = ( ...... , ...... ) ◦ ............ = 6
5xy

3 + 12
5 x

2y2.

Tw. Niech f : IR2→ IR, f ∈C1 w otoczeniu punktu p0 =(x0,y0) oraz gradf(p0) 6=(0,0).
Wtedy
a) z punktu p0 funkcja f rośnie naszybciej w kierunku wektora gradf(p0),
b) z punktu p0 funkcja f maleje naszybciej w kierunku wektora −gradf(p0),
c) w punkcie p0 wektor gradf(p0) jest prostopad ly do poziomicy {p : f(p) = f(p0)}.

D-d. Dla wektora jednostkowego ~v niech γ oznacza ka
‘
t pomie

‘
dzy ~v i gradf(p0).

Dalej wystarczy zinterpretować wartość f ′~v(p0) = ~v◦gradf(p0) = ||gradf(p0)|| ·cos γ.

Zadanie. (nieco trudniejsze) Punkt p0 = (1, 2) leży na linii L ⊂ IR2 o równaniu

4 =
√

27− x3 − y3 − xy. Znaleźć równie stycznej do L w punkcie p0.

Zauważmy, że L jest poziomica
‘

funkcji f(x, y) =
√

27− x3 − y3 − xy. Mamy:

grad f = ( −3x2−y
2
√

27−x3−y3−xy
, −3y2−x

2
√

27−x3−y3−xy
) i gradf(p0) = gradf(1, 2) = (−5

8 ,
−13

8 ).

Sta
‘
d punkt (x, y) leży na szukanej stycznej gdy (na podstawie punktu c))

wektory (x− 1, y − 2), (−5
8 ,
−13

8 ) sa
‘
prostopad le,

czyli gdy
(x− 1, y − 2) ◦ (−5

8 ,
−13

8 ) = 0 ,
ska

‘
d odpowiedź:

5(x− 1) + 13(y − 2) = 0 .

A na deser:

Zagadka: czy prosta (w IR3): 5(x − 1) + 13(y − 2) = 0, z = 4 leży na p laszczyźnie
stycznej do f w punkcie p0? Czy to trzeba rachować?

* * *

.



Def. Niech f : D → IR i (x0,y0) leży we wne
‘
trzu D ⊂ IR2. Mówimy, że f jest

różniczkowalna w (x0,y0), gdy istnieja
‘
takie sta le A,B, że

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− (f(x0, y0) +A ·∆x+B ·∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

= 0.

Gdy f jest różniczkowalna, to A = f ′x(x0, y0) i B = f ′y(x0, y0);

pochodna
‘
Df można utożsamiać z gradientem: ∇f def

= (f ′x, f
′
y) (inaczej: grad f ).

Def*. (Dok ladniej i ogólniej.) Niech f : D → IRn i p0 leży we wne
‘
trzu D ⊂ IRm.

Przekszta lcenie liniowe Φ : IR... → IR... jest pochodna
‘
(Df)(p0), gdy

lim
h→0

||f(p0 + h)− (f(p0) + Φ(h)) ||
||h||

= 0.

Tw. Gdy f : IR2 → IR ma cia
‘
g le pochodne cza

‘
stkowe, to f jest różniczkowalna.

Dowód. Zauważmy, że:∣∣∣∣ f(x0+∆x,y0+∆y)−(f(x0,y0)+f ′
x(x0,y0)·∆x+f ′

y(x0,y0)·∆y)√
(∆x)2+(∆y)2

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣ f(x0+∆x,y0+∆y)−f(x0,y0+∆y)

∆x − f ′x(x0, y0)
∣∣∣ · |∆x|√

(∆x)2+(∆y)2
+

+
∣∣∣ f(x0,y0+∆y)−f(x0,y0)

∆y − f ′y(x0, y0)
∣∣∣ · |∆y|√

(∆x)2+(∆y)2
=

z tw. Lagrange’a istnieja
‘
s, t ∈ (0, 1) takie, że

= |f ′x(x0 + t ·∆x, y0 + ∆y)− f ′x(x0, y0)| · |∆x|√
(∆x)2+(∆y)2

+

+
∣∣f ′y(x0, y0 + s ·∆y)− f ′y(x0, y0)

∣∣ · |∆y|√
(∆x)2+(∆y)2

≤

≤ |f ′x(x0 + t ·∆x, y0 + ∆y)− f ′x(x0, y0)| · 1 +
∣∣f ′y(x0, y0 + s ·∆y)− f ′y(x0, y0)

∣∣ · 1
co, przy za lożeniu, że f ′x i f ′y sa

‘
cia

‘
g le, daje

→
(∆x,∆y)→(0,0)

0 · 1 + 0 · 1 = 0 . 2

Tw. Gdy f : IR2 → IR jest różniczkowalna, to jest cia
‘
g la.

Uwaga. Istnieja
‘

funkcje niecia
‘
g le, których pochodne cza

‘
stkowe wsze

‘
dzie istnieja

‘
,

np.: f(x, y) = xy
x2+y2 , dla (x, y) 6= (0, 0) i f(0, 0) = 0 (sprawdź).

Istnieja
‘
nawet takie funkcje niecia

‘
g le, które maja

‘
wszystkie pochodne kierunkowe.

.


