
Analiza matematyczna 3. No...tki z wyk ladu 5a

Pochodne cza
‘
stkowe f ′

x(x, y), f ′
y(x, y) funkcji f : IR2→ IR sa

‘
funkcjami z podzbiorów

IR2 w IR, zatem można je dalej różniczkować; każda
‘
i po x, i po y.

Np. dla f(x, y) = 3x4y2 mamy:

f ′
x(x, y) = 12x3y2, f ′

y(x, y) = 6x4y

oraz

f ′′
xx(x, y) = 36x2y2, f ′′

yx(x, y) = 24x3y, f ′′
xy(x, y) = 24x3y, f ′′

yy(x, y)(x, y) = 6x3

Można też liczyć pochodne cza
‘
stkowe rze

‘
du trzeciego:

f ′′′
xxx(x, y) = 72xy2, f ′′′

yxx(x, y) = 72x2y, f ′′′
xyx(x, y) = 72x2y, f ′′′

yyx(x, y) = 24x3, ...

To nie jest przypadek, że wiele jest równych, bowiem

Tw. Gdy f jest klasy C2, czyli ma cia
‘
g le pochodne cza

‘
stkowe rze

‘
du drugiego, to

pochodne mieszane sa
‘
równe, czyli f ′′

yx(x, y) = f ′′
xy(x, y).

W innej notacji:

Tw. (Schwarza) Dla f ∈ C2 mamy
∂2f

∂x ∂y
=

∂2f

∂y ∂x
.

Z tego twierdzenia wynikaja
‘

równości pochodnych mieszanych wyższych rze
‘
dów

(przy za lożeniu ich cia
‘
g lości). W szczególności:

Dla f-cji f ∈ C3 mamy cztery (co najwyżej) różne pochodne cza
‘
stkowe rze

‘
du trzeciego:

∂3f
∂x3 ,

∂3f
∂x2∂y = ∂3f

∂x∂y∂x = ............

∂3f
∂x∂y2 = ∂3f

∂y∂y∂x = ............

∂3f
∂y3 .

.



Dla f-cji f ∈ C4 mamy (co najwyżej) pie
‘
ć różnych pochodnych cza

‘
stkowych rze

‘
du

czwartego:

∂4f
∂x4 ,

∂4f
∂x3∂y = ............

∂4f
∂x2∂y2 = ............

∂4f
∂x∂y3 = ............

∂4f
∂y4 .

Zadanie. Niech f(x, y) =


x3y − xy3

x2 + y2
gdy (x, y) 6= (0, 0)

0 gdy (x, y) = (0, 0)

Wprost z definicji oblicz:

f ′
x(0, y) = ............ f ′

y(x, 0) = ............ .

f ′′
yx(0, 0) = ............ f ′′

xy(0, 0) = ............

Zatem ............

.


