
Analiza matematyczna 3. No...tki z wyk ladu 7a

Wartość najwie
‘
ksza (wartość najmniejsza) funkcji

Dla niektórych f-cji f :D→ IR istnieje pg∈D takie, że f(p)≤f(pg), dla każdego p∈D.

Mówimy wtedy, że f(pg) jest wartościa
‘
najwie

‘
ksza

‘
f , że f osia

‘
ga swój kres górny.

Analogicznie, f osia
‘
ga wartość najmniejsza

‘
w punkcie pd, gdy (’znaczkami’):

∀
p∈D

f(pd) ≤ f(p).

To samo innymi ’znaczkami’:
f(pd) = inf f [D] = inf{f(p) : p∈D} = inf

p∈D
f(p) = inf

D
f = inf f .

Uwaga. Nie dla każdej funkcji istnieje wartość najwie
‘
ksza, ale kres górny wartości

istnieje zawsze (może być równy +∞), jak zobaczymy w poniższych przyk ladach:

• Dla f(x, y) = 1√
x2+y2

, której dziedzina
‘
jest D = IR2 \ {(0, 0)} mamy:

inf
D
f = 0 i f nie ma wartości najmniejszej, bo 0 < f(x, y) i f(n, 0) = 1

n −→n→∞ 0,

sup
D
f=+∞ (bo f( 1

n , 0)=n −→
n→∞

+∞) i oczywíscie f nie ma wartości najwie
‘
kszej.

• Dziedzina
‘

funkcji f(x, y) = 2
√

1−x2−y2 jest ko lo K = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}.
Oczywíscie f(x, y) ≤ 2

√
1−02−02 = 21 = f(0, 0), zatem 2 jest wartościa

‘
najwie

‘
ksza

‘
.

Kres górny: sup f = 2 i jest on przyje
‘
ty tylko w punkcie (0, 0).

Kres dolny: inf f = 20 = 1 jest osia
‘
gany w każdym punkcie brzegu K (na okre

‘
gu).

• Dla f(x, y) = xy na (0, 1]2 oczywie
‘
cie mamy: 0 < f(x, y) = xy ≤ 1 · 1 = f(1, 1),

zatem sup
(0,1]2

f = 1 i jest on przyje
‘
ty tylko w punkcie (1, 1). Natomiast inf

(0,1]2
f = 0

(bo f( 1
n ,

1
n ) = 1

n2 →
n→∞

0) nie jest osia
‘
gnie

‘
ty w żadnym punkcie (0, 1]2.

• Dla f(x, y) = arctan(1 + x2 + y2) mamy: inf
IR2

f = π
4 = f(0, 0) oraz sup

IR2

f = π
2

(bo f(n, 0) = arctan(1 + n2) →
n→∞

π
2 ) i nie jest osia

‘
gnie

‘
ty w żadnym punkcie IR2.

.



Twierdzenie Weierstrassa. (o osia
‘
ganiu [przyjmowaniu] kresów)

Niech f : D → IR be
‘
dzie cia

‘
g la na zbiorze domknie

‘
tym i ograniczonym D ⊂ IRn.

Wtedy istnieja
‘
punkty pd, pg ∈ D takie, że f(pd) ≤ f(p) ≤ f(pg) dla każdego p ∈ D.

Dowód. Ograniczymy sie
‘

do szukania takiego punktu pg, że f(pg) = sup f [D].
Oznaczmy s := sup f [D] . Dla wygody przyjmijmy, że D ⊂ IR2

+.

Popatrzmy na kwadraty jednostkowe o wierzcho lkach w punktach kratowych ZZ×ZZ.
Wśród nich jest taki kwadrat K0, że sup f [K0∩D] = s (istnieje taki, bo ............ ).
Niech p0 = (k0, `0) oznacza lewy dolny wierzcho lek K0, dla pewnych k0, `0 ∈ IN∪{0}.

Popatrzmy na 100 mniejszych kwadratów wype lniaja
‘
cych kwadrat K0.

Wśród nich jest taki kwadrat K1, że sup f [K1∩D] = s (istnieje taki, bo ............ ).
Niech p1 =(k0,k1 , `0,`1) oznacza lewy dolny wierzcho lek K1, dla pewnych cyfr k1, `1.

Popatrzmy na 100 mniejszych kwadratów wype lniaja
‘
cych kwadrat K1.

Wśród nich jest taki kwadrat K2, że sup f [K2∩D] = s (istnieje taki, bo ............ ).
Niech p2 =(k0,k1k2 , `0,`1`2) oznacza lewy dolny wierzcho lek K2 (k2, `2 to cyfry).

Popatrzmy na 100 mniejszych kwadratów wype lniaja
‘
cych kwadrat K2.

Wśród nich jest taki kwadrat K3, że sup f [K3∩D] = s (istnieje taki, bo ............ ).
Niech p3=(k0,k1k2k3 , `0,`1`2`3) oznacza lewy dolny wierzcho lek K3 (k3, `3 to cyfry).

... I tak dalej ...

Dostajemy nieskończony cia
‘
g kwadratów K0 ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ . . . .

Cia
‘
g (pn) ich lewych dolnych wierzcho lków jest zbieżny do punktu

p̂ = (k0,k1k2k3 . . . , `0,`1`2`3 . . .).

Ponieważ diamKn =
√
2

10n −→n→∞ 0, wie
‘
c {p̂} = K0 ∩K1 ∩K2 ∩ . . . .

Zauważmy, że p̂ ∈ D. Weźmy bowiem po punkcie p′n ∈ D ∩ Kn. Dostajemy cia
‘
g

(p′n) z D, zbieżny do ...... . Ponieważ D jest ............ , wie
‘
c p̂ ∈ D.

Cia
‘
g lość f w p̂ oznacza, że dla każdego i∈ IN istnieje δi>0 takie, że |f(p)−f(p̂)|< 1

i ,

o ile ||p− p̂|| < δi. Biora
‘
c ni takie, że

√
2

10ni
< δi, mamy:

|f(p)− f(p̂)| < 1
i , dla wszystkich p ∈ Kni ∩D.

Sta
‘
d | sup

Kni
∩D

f(p)− f(p̂) | ≤ 1
i , czyli |s− f(p̂)| ≤ 1

i .

Ponieważ 1
i może być dowolnie ma le, wie

‘
c |s−f(p̂)|=0, czyli f(p̂)=s=sup f [D].

Zatem można przyja
‘
ć pg := p̂. 2

Uwaga. Dowód należy uzupe lnić poniższymi zdaniami. W których miejscach?

(*) sup f [B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bm] = max{sup f [B1], sup f [B2], . . . , sup f [Bm]} ,

(**) ograniczoność D zapewnia, że D jest zawarte w skończonej sumie kwadratów.

Na poniższej ilustracji mamy podzia ly nie na 100, a na 9 mniejszych kwadratów.



Szukaja
‘
c wartości najmniejszej i wartości najwie

‘
kszej funkcji f : D → IR, twierdzenie

Weierstrassa daje nam informacje
‘
, że ’JEST CZEGO SZUKAĆ’, o ile wiemy. że f

jest cia
‘
g la i określona na zbiorze domknie

‘
tym i ograniczonym D ⊂ IRn, czyli na

zbiorze zwartym.

W przypadku f : D → IR klasy C1 we wne
‘
trzu D i gdy D ⊂ IR2 jest zwarte możemy

poste
‘
pować naste

‘
puja

‘
co:

Szukamy punkty krytyczne, tzn. takie, w których f może osia
‘
gać swe kresy:

1o szukamy punkty krytyczne we wne
‘
trzu D, czyli spe lniaja

‘
ce uk lad

{
f ′
x(p)=0
f ′
y(p)=0

,

2o szukamy punkty krytyczne na brzegu D (co zazwyczaj sprowadzamy do badania
pomocniczych funkcji jednej zmiennej),

3o tw. Weierstrassa gwarantuje, że wartość najmniejsza
‘
i wartość najwie

‘
ksza

‘
znaj-

dziemy wśród wartości f w otrzymanych poprzednio punktach krytycznych. To za-
zwyczaj sprowadza sie

‘
do porównania wartości funkcji w skończenie wielu punktach.

Uwaga. Punkty wne
‘
trza D, w których f nie ma pochodnych cza

‘
stkowych należy

zaliczyć do punktów krytycznych.

Przyk lad. Niech D = [−1, 1]2 i f : D → IR, f(x, y) = 2xy + 1.

1o. Szukam p. kryt. we wne
‘
trzu D, czyli w zbiorze (−1, 1)2:{

f ′x = 0

f ′y = 0
⇔
{

2y = 0

2x = 0
⇔
{
x = 0

y = 0
, zatem we wne

‘
trzu D leży tylko p0 = (0, 0).

2o. Szukam p. kryt. na brzegu D :

2oa) Szukam p. kryt. na odcinku (−1, 1)(1, 1) :

Pomocnicza funkcja a : [−1, 1]→ IR, a(x)=f(x,1)=2x+1 ma pochodna
‘
a′(x)=2>0,

wie
‘
c a rośnie na [−1,1], sta

‘
d f na tym odcinka ma punkty krytyczne tylko w końcach:

p1 = (−1,1), p2 = (1,1).

2ob), c), d) Szukam p. kryt. na pozosta lych odcinkach z brzego D.

Poste
‘
pujać jak w 2oa) widzimy, że jedyne punkty krytyczne to wierzcho lki kwadratu,

zatem dostajemy dwa nowe punkty krytyczne p3 = (−1,−1), p4 = (1,−1).

3o. D jest kwadratem, wie
‘
c oczywíscie jest domknie

‘
ty i ograniczony, wie

‘
c (z tw. W.)

f osia
‘
ga kresy na D, które znajdziemy porównuja

‘
c wartości jedynie w owych p. kryt.:

f(0, 0) = 2 · 0 · 0 + 1 = 1, f(−1, 1) = −1, f(1, 1) = 3, f(−1,−1) = 3, f(1,−1) = −1.

Sta
‘
d ostatecznie:

Odp.: sup
D
f = 3 = f(1, 1) = f(−1,−1) oraz inf

D
f = −1 = f(−1, 1) = f(1,−1).

.



Przyk lad. Dla f(x, y) = 2x2y−x3− y2 na trójka
‘
cie T = ∆(0, 0)(1, 0)(0, 1) mamy:

1o. Szukam p. kryt. we wne
‘
trzu T :{

f ′
x=0
f ′
y=0
⇔
{
4xy−3x2=0
2x2−2y=0 ⇔

{
x(4y−3x)=0

y=x2 ⇔
({
x=0
y=0 lub

{
y= 3

4x

y=x2

)
⇔
({
x=0
y=0 lub

{
x= 3

4

y= 9
16

)
.

We wne
‘
trzu T nie leży żaden z tych punktów.

2o. Szukam p. kryt. na brzegu T :

2oa) Szukam p. kryt. na odcinku (0, 1)(1, 0) :
Pomocnicza funkcja a : [0, 1]→ IR, a(x) = f(x, 1−x) = 2x2(1−x)−x3− (1−x)2 =
−3x3 + x2 + 2x − 1 ma pochodna

‘
a′(x) = −9x2 + 2x + 2, która na [0, 1] zeruje sie

‘
w 1+

√
19

9 , sta
‘
d dostajemy trzy punkty krytyczne: p1 =

(
1+
√
19

9 , 1− 1+
√
19

9

)
i końce

p2 = (0, 1), p3 = (1, 0).

2o b) Szukam p. kryt. na odcinku (0, 0)(1, 0) :
F-cja b : [0, 1] → IR, b(x) = f(x,0) = −x3 maleje na [0,1], sta

‘
d dostajemy tylko

końce; p4 = (0,0) (drugi już jest).

2o c) Szukam p. kryt. na odcinku (0, 0)(0, 1) :
Funkcja c : [0, 1] → IR, c(y) = f(0, y) = −y2 maleje na [0, 1], sta

‘
d dostajemy tylko

końce (już sa
‘
).

3o. Oczywíscie T jest domknie
‘
ty i ograniczony, wie

‘
c (z tw. W.) f osia

‘
ga kresy na T ,

które znajdziemy badaja
‘
c wartości f w owych p. krytycznych:

f( 1+
√
19

9 , 8−
√
19

9 ) = 38
√
19−187
243 , f(1, 0) = −1 = f(0, 1), f(0, 0) = 0.

To nie koniec strasznych rachunków, trzeba ów koszmarek porównać z -1 i z 0:

Ponieważ 38
√
19−187
243 > 0−187

243 > −1 oraz 38
√
19−187
243 < 38·4,5−187

243 = −16243 <0,
wie

‘
c ostatecznie:

Odpowiedź: sup
T
f = 0 = f(0, 0) oraz inf

T
f = −1 = f(1, 0) = f(0, 1) .

Przyk lad. Znajdź kres górny i kres dolny wartości funkcji f(x, y) = 2x2y−x4−y2
na zbiorze T =∆(0, 0)(1, 0)(0, 2) i wszystkie punkty, w których te kresy sa

‘
osia

‘
gane.

Jest to znacznie trudniejszy przyk lad. Stosowanie powyższej procedury jest możliwe,
ale żmudne. Można ’chytrze’.

Wsk. Zbadaj poziomice.

Odpowiedź: inf
T
f = −4 = f(0, 2) oraz sup

T
f = 0 = f(x, x2), dla 0 ≤ x ≤

√
3− 1.

.


