ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NO...TKI Z WYKLADU TA

WARTOSC NAJWIEKSZA (WARTOSC NAJMNIEJSZA) FUNKCJI

Dla niektérych f-cji f:D—1R istnieje p,€D takie, ze f(p) < f(pg), dla kazdego peD.
Méwimy wtedy, ze f(pgy) jest wartoScia najwieksza f, ze f osiaga swéj kres gérny.

Analogicznie, f osiaga warto$é¢ najmniejsza w punkcie pg, gdy (‘znaczkami’):

v _f(pa) < f(p).

peED
To samo innymi ’znaczkami’:

f(pa) = inf f[D] = inf{f(p) : p€ D} = inf f(p) = inf f = inf f.

UWwAGA. Nie dla kazdej funkcji istnieje wartos¢ najwieksza, ale kres gérny wartosci
istnieje zawsze (moze by¢ réwny +00), jak zobaczymy w ponizszych przyktadach:

e Dla f(z,y) = \/I;Ty?, ktérej dziedzina jest D = IR? \ {(0,0)} mamy:

inf f =01 f nie ma wartosci najmniejszej, bo 0 < f(z,y) 1 f(n,0) = % — 0,
D n— 00

sup f=+oo (bo f(%, 0)=n — +00)ioczywiscie f nie ma wartosci najwiekszej.
D n— o0

e Dziedzina funkcji f(z,y) = 2V'7%*7¥ jest kolo K = {(z,y) : 22 4+ y* < 1}.
Oczywiscie f(z,y) < 2V1=0%-0" = 21 = £(0,0), zatem 2 jest wartodcia, najwicksza,
Kres gérny: sup f = 2 i jest on przyjety tylko w punkcie (0,0).

Kres dolny: inf f = 29 = 1 jest osiagany w kazdym punkcie brzegu K (na okregu).

e Dla f(z,y) = 2y na (0, 1]? oczywiecie mamy: 0 < f(x,y) =ay < 1-1= f(1,1),

zatem sup f =11 jest on przyjety tylko w punkcie (1,1). Natomiast (in% f=0
(0,1)2 0,1

(bo f(£,4)=-% — 0) nie jest osiagniety w zadnym punkcie (0, 1]°.
n—oo
e Dla f(z,y) = arctan(1 + 22 + y?) mamy: inf f=7 = f(0,0) oraz sup f = %
R IRZ

(bo f(n,0) = arctan(1 + n?) — %) i nie jest osiagniety w zadnym punkcie IR2.

n— oo



TWIERDZENIE WEIERSTRASSA. (o0 osiaganiu [przyjmowaniu] kreséw) Na ponizszej ilustracji mamy podzialy nie na 100, a na 9 mniejszych kwadratéw.
Niech f : D — IR bedzie ciagla na zbiorze domknietym i ograniczonym D C IR".

Wrtedy istnieja punkty pq,p, € D takie, ze f(pa) < f(p) < f(py) dla kazdego p € D.
DowOD. Ograniczymy si¢ do szukania takiego punktu p,, ze f(pg) = sup f[D].
Oznaczmy s := sup f[D] . Dla wygody przyjmijmy, ze D C IR2. —
Popatrzmy na kwadraty jednostkowe o wierzchotkach w punktach kratowych 7 x ZZ. D K,
Wiréd nich jest taki kwadrat Ko, ze sup f[KoND] = s (istnieje taki, bo ............ ). H
Niech po = (ko, £p) oznacza lewy dolny wierzcholek Ky, dla pewnych kg, £y € INU{0}. “o ;
Popatrzmy na 100 mniejszych kwadratéw wypelniajacych kwadrat K.
Wsréd nich jest taki kwadrat Ky, ze sup f[K1 N D] = s (istnieje taki, bo ............ ). Po
Niech py = (ko,k1 , £o,¢1) oznacza lewy dolny wierzchotek K7, dla pewnych cyfr k1, ¢1.
Popatrzmy na 100 mniejszych kwadratéw wypelniajacych kwadrat K;.
Wiréd nich jest taki kwadrat Ko, ze sup f[K2 N D] = s (istnieje taki, bo ............ ).
Niech po =(ko,k1ks , £o,¢102) oznacza lewy dolny wierzcholek Ko (Ko, f2 to cyfry). .
=8 1K I —
Popatrzmy na 100 mniejszych kwadratéw wypeliajacych kwadrat K. sup fD] = sup / '[AV“ n Dl
Wisréd nich jest taki kwadrat K3, ze sup f[K3N D] = s (istnieje taki, bo ............ ). sup fID] =sup f[KiN D]
Niech ps=(ko,k1k2ks , £o,l1€203) oznacza lewy dolny wierzchotek K3 (k3, f3 to cyfry).  sup f[D] = sup f[K2N D]
.. T tak dalej ... f

Dostajemy nieskoriczony ciag kwadratow Ko D K1 D Ko D ... .
Ciag (pn) ich lewych dolnych wierzcholkéw jest zbiezny do punktu
ﬁ = (ko,klkgkg ey 60,616263 .. )

Poniewaz diamK, = Y2 — 0, wiec {p} = KoNK1NKaN....

10" n—oo
Zauwazmy, ze p € D. Wezmy bowiem po punkcie p/, € D N K,,. Dostajemy ciag
(ph,) z D, zbiezny do ...... . Poniewaz D jest ........... , wiec p € D.

1
i

=

Ciaglo$é f w p oznacza, ze dla kazdego i € IN istnieje d; >0 takie, ze | f(p)—f(p)| <
o ile ||p — p|| < §;. Biorac n; takie, ze wif < §;, mamy:
|f(p) — f(p)| < 3, dla wszystkich p € K,,, N D.

Stad | sup f(p) — f(D)| < 5, cayli |s = f(B)] < 1.
Kn,ND

Poniewaz + moze by¢ dowolnie male, wiec |s— f(p)|=0, czyli f(p)=s=sup f[D].
Zatem mozna przyjaé pg := . O

UWAGA. Dowdd nalezy uzupemié ponizszymi zdaniami. W ktérych miejscach?
(*)  supf[B1UByU...UB,]| = max{sup f[Bi], sup f[Ba2], ..., sup f[Bn]} ,

(**)  ograniczono$é D zapewnia, ze D jest zawarte w skoriczonej sumie kwadratéw.



Szukajac wartosci najmniejszej i wartosci najwiekszej funkcji f : D — IR, twierdzenie
Weierstrassa daje nam informacje, ze 'JEST CZEGO SZUKAC’, o ile wiemy. ze f
jest ciagla i okreslona na zbiorze domknietym i ograniczonym D C IR", czyli na
zbiorze zwartym.

W przypadku f : D — IR klasy C! we wnetrzu D i gdy D C IR? jest zwarte mozemy
postepowaé nastepujaco:

Szukamy punkty krytyczne, tzn. takie, w ktérych f moze osiagaé¢ swe kresy:

fr(p)=0

1° szukamy punkty krytyczne we wnetrzu D, czyli spelniajace uklad { £ (p)=0
Y

2° szukamy punkty krytyczne na brzegu D (co zazwyczaj sprowadzamy do badania
pomocniczych funkeji jednej zmiennej),

3° tw. Weierstrassa gwarantuje, ze warto$¢ najmniejsza, i warto$¢ najwieksza znaj-
dziemy wsrod wartosci f w otrzymanych poprzednio punktach krytycznych. To za-
zwycza] sprowadza sie do poréwnania wartosci funkcji w skonczenie wielu punktach.

UWAGA. Punkty wnetrza D, w ktérych f nie ma pochodnych czastkowych nalezy
zaliczy¢ do punktéw krytycznych.

PRZYKLAD. Niech D = [-1,1]?1 f: D — R, f(z,y) = 2zy + 1.

1°. Szukam p. kryt. we wnetrzu D, czyli w zbiorze (—1,1)%:

! — 2 — —
{}CZ _ 8 & {21 _ 8 & {z _ 8 , zatem we wnetrzu D lezy tylko py = (0,0).

2°, Szukam p. kryt. na brzegu D :
2°a) Szukam p. kryt. na odcinku (—1,1)(1,1) :

Pomocnicza funkcjaa : [—-1,1] — R, a(z)= f(z,1) =22+1 ma pochodna o’ () =2>0,
wiec a rosnie na [—1,1], stad f na tym odcinka ma punkty krytyczne tylko w konicach:
p1 = (7151)7 P2 = (171)

2°b), ¢), d) Szukam p. kryt. na pozostalych odcinkach z brzego D.

Postepujaé jak w 2°a) widzimy, ze jedyne punkty krytyczne to wierzcholki kwadratu,
zatem dostajemy dwa nowe punkty krytyczne ps = (—1,-1), ps = (1,-1).

3°. D jest kwadratem, wiec oczywiscie jest domkniety i ograniczony, wiec (z tw. W.)
f osiaga kresy na D, ktore znajdziemy poréwnujac wartosci jedynie w owych p. kryt.:

f(OaO) =2-0-0+1= 1a f(_lal) :_17 f(lal) :3a f(_la_l) :37 f(17_1) =—1
Stad ostatecznie:

Opp.: sup f =3 = f(1,1) = f(—1,-1) oraz i%ff =—-1=f(-1,1) = f(1,-1).
D



PRZYKLAD. Dla f(x,y) = 22%y — 2® — y? na tréjkacie T = A(0,0)(1,0)(0, 1) mamy:

).

Szukam p. kryt. we wnetrzu 7"
— 2: _ =
{0 o i o fomso= o (R {yl) o (2 {2
We wnetrzu T nie lezy zaden z tych punktéw.

;\mp\w

2°, Szukam p. kryt. na brzegu T :

2°a) Szukam p. kryt. na odcinku (0,1)(1,0) :
Pomocnicza funkcja a : [0,1] = R, a(z) = f(z,1—-2) =22*(1—z)— 2> - (1—2)% =
—32% 4+ 2% + 22 — 1 ma pochodna a'(z) = —92% + 2z + 2, ktéra na [0 1] zeruje sie
w 1+§ﬁ stad dostajemy trzy punkty krytyczne: p; = (H'(, 1- 1"'() i konice
b2 = (Oa 1)7 p3 = (170)

2° b) Szukam p. kryt. na odcinku (0,0)(1,0) :
F-cja b : [0,1] — IR, b(xz) = f(x,0) = —2 maleje na [0,1], stad dostajemy tylko
konice; py= (0,0) (drugi juz jest).

2° ¢) Szukam p. kryt. na odcinku (0,0)(0,1) :
Funkcja ¢ : [0,1] = IR, c(y) = f(0,y) = —y? maleje na [0,1], stad dostajemy tylko
korice (juz sa).

3°. Oczywiscie T jest domkniety i ograniczony, wiec (z tw. W.) f osiaga kresy na T,
ktére znajdziemy badajac wartosci f w owych p. krytycznych:

FYA9 8=VA9) — 38VIIIST - f(1 () = —1 = f(0,1), f(0,0)= 0.

243 ’

To nie koniec strasznych rachunkéw, trzeba 6w koszmarek poréwnaé z -1 1 z O:
38VIO_187 « 0-187 < | .o, 38VIO_187 _ 38:4,5-187 _ 541??<0

Poniewaz 243 243 243 243
wigc ostatecznie:

OppPOWIEDZ: sup f =0 = f(0,0) oraz il%ff =—-1=f(1,0)= f(0,1) .
T

[\

PRZYKLAD. Znajdz kres gérny i kres dolny wartosci funkcji f(z,y) = 222y—2*—y
na zbiorze T=A(0,0)(1,0)(0, 2) i wszystkie punkty, w ktérych te kresy sa osiagane.

Jest to znacznie trudniejszy przyklad. Stosowanie powyzszej procedury jest mozliwe,
ale zmudne. Mozna ’chytrze’.

Wsk. Zbadaj poziomice.

ODPOWIEDZ: iITlff = —4=f(0,2) oraz supf=0= f(x,2%),dla0 <2 <+3—1.
T

\‘

Dia. f(z,y) = 227y — 2* —
znalezé sup f[T], inf f[T ],
gdzie T = A(0,0)(1,0)(0, 2).

Wsk. gdy y = «° + ¢, to f(z,y) =7



